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Yorwort. 

Im  Jahre  1900  lagen  meine ,, Vorlesungen^^  zum  ersten  Male 
fertig  in  vier  Bänden  yor.  Als  ich  dann  aber  später  neue 
Auflagen  fQr  die  einzehien  Bände  zu  bearbeiten  hatte^  drängte 
sich  mir  immer  mehr  die  Notwendigkeit  auf^  den  in  den  beiden 
letzten  Bänden  yorgetragenen  Lehrstoff  erheblich  zu  ergänzen, 
um  den  häufig  noch  weiter  gehenden  Ansprüchen  des  Leser- 
kreiseS;  für  den  das  Werk  von  "vornherein  bestimmt  war,  voll- 
ständig genügen  zu  können.  Da  mir  aber  eine  Vergrößerung 
des  Umfanges  der  beiden  letzten  Bände  durchaus  nicht  ratsam 
erschien,  blieb  mir  nur  übrig,  jeden  dieser  beiden  Bände  in 
zwei  selbständige  Teile  zu  zerlegen.  Die  Neubearbeitung,  die 
sich  dadurch  erforderlich  machte,  ist  jetzt  abgeschlossen.  Der 
dritte  und  vierte  Band  umfassen  nur  noch  die  einfächeren 
Lehren,  mit  denen  sich  jeder  Ingenieur  begnügen  kann^  solange 
er  nicht  durch  äußere  umstände  oder  auch  durch  inneren  Trieb 
veranlaßt  wird,  über  das  gewöhnliehe  Maß  einer  tüchtigen 
wissenschaftlichen  Ausbildung  hinausgehende  Studien  zu  machen, 
während  der  fünfke  und  sechste  Band  weitergehende  Bedürfnisse 
zu  befriedigen  bestimmt  sind. 

An  der  jetzt  getroffenen  Einteilung  gedenke  ich  auch 
späterhin  festzuhalten.  An  den  ersten  vier  Bänden  werde  ich 
in  späteren  Auflagen  nichts  Wesentliches  mehr  ändern  und 
jedenfalls  auch  den  umfang  nicht  übel*  das  jetzt  bestehende 
Maß  hinaus  wachsen  lassen.  Anders  beabsichtige  ich  es  da- 
gegen mit  dem  fünften  und  sechsten  Bande  zu  halten.  Für 
den  Fall,  daß  auch  diese  es  zu  neuen  Auflagen  bringen  werden, 
aollen  ohne  Rücksicht  auf  eine  Vermehrung  des  ümfangs  die 
wichtigsten  Arbeiten  auf  diesen  Gfebieten,  die  inzwischen  neu 

herauskommen  werden,  oder  die  ich  etwa  früher  zu  Unrecht 

a* 


IV  Vorwort. 

weggelassen  oder  übersehen  hatte  ^  bei  einer  Neubearbeitung 
berücksichtigt  werden.  Voraussetzung  dafür  ist  natürlich,  daß 
es  sich  hierbei  um  Dinge  handelt,  die  nach  meinem  Urteile  zur 
Au&ahme  in  ein  Lehrbuch  der  Technischen  Mechanik  über- 
haupt geeignet  sind. 

Nach  der  bisherigen  Gestaltung  des  Absatzes  dieser  Bücher 
ist  zu  erwarten,  daß  zum  mindesten  einzelne  der  Bände  weitere 
Auflagen  auch  dann  noch  erfahren  werden,  wenn  ich  sie  selbst 
nicht  mehr  bearbeiten  kann.  Meinem  etwaigen  Nachfolger  in 
diesem  Geschäfte  könnte  es  dann  unter  Umständen  Yon  Nutzen 
sein,  daß  ich  meine  Absichten  über  die  spätere  Fortführung 
des  Werkes  hier  zum  Ausdruck  gebracht  habe. 

Von  diesem  Schlußbande  des  ganzen  Werkes  enthält  der 
erste  Abschnitt  eine  ziemlich  ausführliche  Darstellung  der  Lehre 
von  der  relativen  Bewegung.  Davon  werden  zunächst  die  grund- 
legenden Fragen  der  ganzen  Dynamik  betrofiPen.  Früher  war 
es  freilich  nicht  Brauch,  in  einem  Lehrbuche  der  Technischen 
Mechanik  auf  diese  Dinge  näher  einzugehen.  Aber  ich  hielt 
es  für  nötig,  sie  genauer  zu  besprechen,  weil  sieb  ein  wissen- 
schaftlich gebildeter  und  selbständig  denkender  Ingenieur,  wenn 
er  sich  auch  sonst  mit  Recht  mehr  an  die  unmittelbar  prak- 
tisch verwendbaren  Lehren  der  Mechanik  hält,  bei  vielen 
Anlässen  dazu  gedrängt  fühlen  wird,  sich  auch  über  diese 
letzten  und  tiefsten  Fragen  der  Mechanik  ein  klares  Urteil 
zu  bilden. 

Man  wird  bemerken,  daß  dieser  Teil  des  ersten  Abschnitts 
durch  die  Arbeiten  von  Mach,  die  stets  einen  nachhaltigen 
Eindruck  auf  mich  gemacht  haben,  stark  beeinflußt  ist.  Sehr 
zweifdhaft  ist  mir  freilich  noch,  ob  sich  Mach  selbst  mit  den 
Einzelheiten  meiner  Auffassung  wird  einverstanden  erklären 
können.  Die  Ansichten  über  diese  Dinge  sind  noch  nicht 
vollständig  abgeklärt  und  daher  legt  sie  sich  jeder,  der  ernsthaft 
darüber  nachdenkt,  einstweilen  noch  auf  seine  besondere  Art 
zurecht.  Jedenfalls  würde  ich  aber  auf  ein  Urteil  von  Mach 
über  diesen  Teil  meiner  Arbeit,  namentlich  insoweit  es  etwa 
ablehnend  lauten  soUte,  das  größte  Gewicht  legen. 


Vorwort.  V 

Der  Best  des  ersten  Abschnitts  bildet  eine  Fortsetzung 
des  gleichbezeichneten  Abschnitts  im  vierten  Bande.  Ich  nehme 
BXiy  daß  er  einem  Ingeniear^  der  mit  der  Untersnchnng  yon 
Belativbewegungen  in  praktischen  Fällen  zu  tun  bekommt,  eine 
brauchbare  Anleitung  dazu  geben  kann. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  „mehrläufigen  Ver- 
bändet^, also  das,  was  man  sonst  häufig  als  ^^System-Mechanik'^ 
bezeichnet.  Hierbei  war  ich  namentlich  darauf  bedacht,  das 
Verfahren  von  Lagrange  zur  Aufstellung  der  Bewegungsglei- 
chungen  nicht  nur  kurz  zu  besprechen,  wie  dies  früher  schon 
in  den  älteren  Auflagen  des  yierten  Bandes  geschehen  war, 
sondern  es  auch  so  eingehend  zu  erläutern,  daß  der  Leser  da- 
durch in  den  Stand  gesetzt  werden  kann,  dieses  Verfahren  auf 
neue  Aufgaben  selbständig  und  mit  Sicherheit  anzuwenden. 
Dazu  soU  besonders  die  ausführliche  Durchsprechung  einiger 
geeigneter  Beispiele  verhelfen,  von  denen  übrigens  das  „Doppel- 
pendeF  und  das  „rollende  Bad^'  auch  schon  ihrem  Qeg^i- 
stände  nach  die  Aufmerksamkeit  des  Technikers  herausfordern 
dürften. 

Auch  das  Verfahren  von  Li^range  hat  früher  in  den  Lehr- 
büchern der  Technischen  Mechanik  keinen  Platz  gefunden.  Es 
verdient  ihn  aber  meiner  Ansicht  nach  zweifellos.  Ich  halte 
es  zwar  keineswegs  für  nötig,  daß  sich  die  Mehrzahl  der 
Studierenden  der  Ingenieurwissenschaften  damit  schon  auf  der 
Hochschule  vertraut  macht,  und  halte  dies  auch  nicht  für 
möglich.  Nicht  etwa  weil  der  Gegenstand  zu  schwierig  wäre, 
denn  das  ist  er  bei  einer  verständigen  Darstellung  durchaus 
nicht;  sondern  wegen  des  Zeitmangels,  der  es  mit  Rücksicht 
auf  andere  Lehren,  die  eben  doch  noch  wichtiger  sind,  ver- 
bietet, in  den  regelmäßigen  Vorlesungen  über  Technische 
Mechanik  darauf  einzugehen.  Wer  aber  später  durch  seine 
Berufsaufgaben  in  die  Lage  kommt,  von  den  Lehren  der  Dy- 
namik zuweilen  auch  bei  etwas  schwierigeren  Untersuchungen 
Gebrauch  zu  machen,  sollte  den  Versuch  nicht  unterlassen,  sich 
mit  diesem  oft  sehr  nützlichen  Hilfsmittel  bekannt  zu  machen. 
Ich  glaube  ihm  auch  in  Aussicht  stellen  zu  dürfen,  daß  ihm 


VI  Vorwort. 

dies  an  der  Hand  der  hier  gegebenen  Darstellung   kaum  be- 
sonders schwer  fallen  kann. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  der  Lehre  vom  Kreisel  gewidmet^ 
also  einem  Gegenstande,  der  durch  mancherlei  Anwendungen^ 
die  davon  teils  gemacht,  teils  geplant  wurden,  neuerdings  auch 
in  der  praktischen  Technik  immer  mehr  in  den  Vordergrund 
getreten  ist,  während  er  in  der  analytischen  Mechanik  schon 
von  jeher  eine  wichtige  Rolle  gespielt  hat.  Besonders  ein- 
gehend habe  ich  dabei  den  Schlickschen  Schiffskreisel  besprochen: 
nicht  nur  wegen  der  Bedeutung,  die  dieser  Einrichtung  an  sich 
schon  zukommt,  sondern  auch  als  ein  Musterbeispiel  für  di^ 
genauere  Untersuchung  der  Eigenschaften  von  „Kreiselverbänden" 
überhaupt. 

Der  vierte  Abschnitt  enthält  verschiedene  Anwendungen 
der  Dynamik:  auf  die  Schwingungen  der  Regulatoren  von 
Kraftmaschinen,  das  „Pendeln"  von  elastisch  gekuppelten  Ma- 
schinen, sowie  auf  die  Planetenbewegung. 

Der  fünfte  und  letzte  Abschnitt  gilt  der  Hydrodynamik, 
Der  größte  Teil  seines  Inhalts  ist  aus  der  zweiten  Auflage  des 
vierten  Bandes  übernommen.  Bei  der  dritten  Auflage  war 
nämlich  der  die  Hydrodynamik  behandelnde  Abschnitt  besonders 
stark  gekürzt  worden  und  was  damals  wegfiel,  findet  man  jetzt 
hier  wieder.  Indessen  sind  auch  verschiedene  Gegenstände  in. 
zum  Teil  ziemlich  ausführlicher  Behandlung  neu  aufgenommen; 
so  wurde  namentlich  die  neuere  Theorie  der  Wasserbewegung 
in  den  Turbinen,  die  sich  auf  die  in  Zylinderkoordinaten  aus- 
gedrückten Eulerschen  Gleichungen  stützt,  ihren  Grundzügen 
nach  dargestellt. 

Aus  diesen  Inhaltsangaben  geht  übrigens  zugleich  hervor^ 
was  ich  unter  den  „wichtigsten  Lehren  der  höheren  Dynamik'^ 
verstehe.  Eine  Erläuterung  des  für  diesen  Band  gewählten 
Titels  ist  ja  in  der  Tat  AÖtig,  da  verschiedene  Beurteiler, 
namentlich  wenn  sie  verschiedenen  Fachrichtungen  angehören, 
wie  etwa  ein  Ingenieur,  ein  Physiker  und  ein  Mathematiker, 
sehr  verschiedener  Ansicht  darüber  sein  können,  welche  Lehren 
der  Dynamik  als  die  „wichtigsten^^  anzusehen  oder  auch  nur. 


Vorwort.  YH 

welche  zu  den  ^^liöheren'^  Teilen  der  Dynamik  zu  reclinen  sind. 
Ich  brauche  indessen  kaum  noch  besonders  hervorzuheben^  daß 
ich  diese  Bezeichnungen  im  Sinne  des  Ingenieurs  verstanden 
wissen  will  und  daß  ich  mich  bemüht  habe^  bei  der  Auswahl 
des  Stoffes  vor  allem  auf  die  Bedürfnisse  der  Technik  zu 
achten. 

Wenn  nun  auch  noch  dieser  Band  in  den  Kreisen^  für  die 
er  bestimmt  ist^  eine  ähnlich  freundliche  Aufiiahme  finden 
sollte^  wie  die  ihm  vorhergehenden  Bände^  so  würde  ich  mich 
für  die  gewiß  nicht  geringe  Mühe^  die  Inii  die  Abfassung  des 
ganzen,  jetzt  endlich  und  endgültig  abgeschlossenen  Werkes 
verursacht  hat,  reichlich  belohnt  fühlen. 

München,  im  Oktober  1909. 

A.  Foppl. 
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Erster  Abschnitt. 

Die  relative  Bewegung. 

Vorbemerkung.  In  diesem  Abschnitte  sollen  die  Lebren  des 
vierten  Bandes  über  die  Relativbewegung  nach  zwei  Richtungen  bin 
ergfinzt  werden.  Zunächst  (§  1  bis  §  6)  nach  der  begrifflichen  Seite 
hin  durch  eine  Erörterung  der  schwierigen  und  viel  umstrittenen 
Frage  nach  der  sogenannten  absoluten  Bewegung  und  dessen,  was 
damit  zusammenhängt,  und  dann  nach  der  praktischen  Seite  durch 
eine  weitere  Ausführung  der  schon  im  vierten  Bande  angestellten 
Betrachtungen  (§  7  bis  §  11). 

§  1.    Besohreibiing  der  Bewegung  eines  isolierten 

Punkthaufens. 

Gegeben  sei  ein  Haufen  von  n  materiellen  Punkten^  die 
sich  in  beliebiger  Weise  gegeneinander  bewegen.  Die  Massen 
dieser  Punkte  m^^  m^ . .  .  m^  sehen  wir  als  gegeben  an.  Da- 
gegen soU  über  die  Kräfte,  die  an  den  Punkten  angreifen  und 
ihre  Bewegungen  beeinflussen,  nichts  bekannt  sein.  Außer  den 
Punkten  sei  noch  ein  Beobachter  vorhanden,  der  alle  Messungen 
über  die  relative  Lage  der  Punkte  zueinander  jederzeit  leicht 
vorzunehmen  vermag  und  der  seinen  Standpunkt  nach  Belieben 
zu  wählen  und  jederzeit  nach  Wunsch  zu  wechseln  vermag. 
Dagegen  soll  es  dem  Beobachter  an  jeder  äußeren  Orientierung 
fehlen.  Von  anderen  Massen  als  den  zu  dem  Punkthaufen 
gehörigen  soU  er  überhaupt  nichts  wahrnehmen.  Unter  diesen 
Umständen  sprechen  wir  von  einem  „isolierten"  Punkthaufen. 

Als  Aufgabe  des  Beobachters  betrachten  wir  es,  eine 
geeignete  Beschreibung  der  von  ihm  wahrgenommeneu  Be- 
wegungen für  einen  bestimmten  Zeitraum  zu  geben.  Dazu 
wird  er  sich  zuerst  nach  einem  geeigneten  Zeitmaße  umsehen 
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müssen.  Um  die  Betrachtung  ganz  allgemein  durchzuführen, 
müßten  wir  von  dem  Beobachter  verlangen,  daß  er  sich  dieses 
Zeitmaß  auf  Grund  seiner  Wahrnehmungen  erst  selbst  ver- 
schafft. Wir  wollen  ihm  aber  die  Aufgabe  dadurch  erleichtern, 
daß  wir  ihm  außer  den  Meßinstrumenten,  die  er  zur  Aus- 
führung Yon  Längen-  und  Winkelmessungen  nötig  hat,  auch 
eine  Uhr  mitgeben.  Um  jedoch  die  Gültigkeit  unserer  Be- 
trachtungen dadurch  nicht  einzuschränken,  woUen  wir  dahin- 
gestellt sein  lassen,  ob  die  Uhr  auch  wirklich  „richtig''  geht, 
in  dem  Sinne,  den  wir  mit  diesem  Worte  bei  der  Ausführung 
unserer  Zeitmessungen  verbinden. 

Wir  machen  jedoch  eine  Einschränkung,  die  sehr  wichtig 
ist,  an  die  man  aber  trotzdem  bei  der  Ausführung  von  Be- 
trachtungen dieser  Art  bis  vor  wenigen  Jahren  nicht  gedacht 
hat.     Wir  können  uns  nämlich  den  Beobachter  nicht  als  all- 
gegenwärtig vorstellen.     Wenn  wir  dem  Beobachter  auch  die 
Freiheit    zusprechen,    seinen   Beobachtungsort    nach    Belieben 
einzunehmen  und  nach  Bedarf  zu  wechseln,  so  müssen  wir  ihn 
uns  doch  im  übrigen  als  einen  Menschen  denken,  der  sich  zu 
einer  gegebenen  Zeit  an  einer  bestimmten  Stelle  befindet  und 
der  von  da  aus  die  materiellen  Punkte,  die  er  zu  überwachen 
hat,  durch  den  Gesichtssinn  wahrnimmt.     Nun  braucht  aber 
das  Licht   eine  gewisse  Zeity   um  von  einem  der  materiellen 
Punkte  zu  dem  Beobachter  zu  gelangen.     Und  zwar  ist  diese 
Zeit  verschieden  je  nach  der  Entfernung,   d.  h.  je  nach  der 
Lage,  die  der  Beobachter  gerade  einnimmt.     Hat  sich  der  Be* 
obachter  bereits  für  eine  bestimmte  Stellung  entschieden,  so 
steht    es    ihm    zwar    frei,    bei    der    Berechnung    seiner    Be- 
objachtungen  die  Zeit,   die  das  Licht  brauchte,  um  von  den 
einzelnen  materiellen  Punkten  zu  ihm  zu  gelangen,  nachträg- 
lich zu  berücksichtigen.     Er  wird  dann  auch  imstande  sein, 
die  für  ihn  „gleichzeitigen^^  Stellungen  der  einzelnen  mate- 
riellen Punkte  anzugeben.     Aber  wie  wird  es,  wenn  er  selbst 
oder  ein  zweiter  Beobachter  sich  für  eine  andere  Aufst^ung 
entscheidet?      In   der  Tat   verliert   der   an  sich  scheinbar  «o 
einfache  und  selbstversföndliche  Begriff  der  „Gleichzeitigkeit^ 
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jede  eindeutige  Bestimmiheit^  wenn  sich  die  materiellen  Pnnkte 
gegeneinander  und  hiermit  aach  die  verschiedenen  möglichen 
Aufiitellnngen  des  Beobachters  gegeneinander  selbst  mit  Ge- 
schwindigkeiten bewegen,  die  mit  der  Lichtgeschwindigkeit 
vergleichbar  sind. 

Ein  einfEushes  Beispiel  genügt,  am  dies  verständlich  zu 
machen.  Man  beschranke  sich  auf  die  Betrachtung  von  zwei 
materiellen  Punkten  (oder  Weltkörpem)  1  und  2.  Ein  Be- 
obachter Äf  der  in  der  Mitte  der  Verbindungslinie  aufgestellt 
ist,  möge  die  Wahrnehmung  machen  oder  aus  geeigneten  Be- 
obachtungen, die  et  von  da  aus  vornimmt,  schließen,  daß  sich 
die  Korper  1  und  2  vorher  dauernd  in  gleichem  Abstände 
voneinander  und  daher  auch  von  ihm  befanden,  daß  aber  zu 
einer  bestimmten  Zeit  von  beiden  ein  Signal  aufblitzte  und 
sie  sich  von  da  ab  mit  beschleunigter  Bewegung  voneinander 
entfemteiL  Wenn  die  Signale  beide  zur  gleichen  Zeit  wahr- 
genommen wurdrai,  wird  der  Beobachter  schließen,  daß  sie 
auch  gleichzeitig  abgegeben  wurden  und  zwar  zu  einer  Zeit, 
die  um  so  viel  vor  der  Beobachtungszeit  liegt,  als  das  Licht 
nötig  hat,  um  die  anfängliche  Entfernung  zwischen  jedem  der 
beiden  Körper  und  dem  Beobachter  Ä  zu  durchlaufen.  Be- 
zeichnen wir  diese  Zeit  mit  ti  und  mit  t^  die  Zeit,  die  noch 
wd^terhin  verstreicht,  bis  das  vom  Körper  1  ausgehende  Licht 
seinen  Weg  von  Ä  bis  zum  Körper  2  fortgesetzt  hat,  so  ist 
f&r  den  Beobachter  A  zweifellos,  daß  t^  größer  sein  muß  als  ^|, 
weil  sich  inzwischen  der  Abstand  des  Körpers  <2  von  Ä  ver- 
größert li%t  Man  kann  natürlich  auch  leicht  ausrechnen,  um 
wieviel  ^  größer  ist  als  f^,  wenn  die  anfänglichen  Abstände, 
die  Beschleunigung  der  hierauf  eintretenden  Bewegung  und 
die  Lichtgeschwindigkeit  gegeben  sind.  Nun  denke  man  sich 
einen  zweiten  Beobachter  B  auf  2  aufgestellt,  der  eine  Uhr 
besitzt,  die  mit  der  von  Ä  gleich  geht.  B  nimmt  das  von  2 
ausgehende  Signal  ohne  Zeitverlust  wahr  und  das  von  1  aus- 
gehende, wenn  die  vorbeigehenden  Überlegungen  physikalisch 
zutreffen,  nach  der  Zeit  ^  +  ^-  Für  den  Beobachter  B  ruht 
der  Körper  2,   während   der  Körper  1   luich   Aufblitzen   des 
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Signab  sich  von  ihm  enifernt  Wenn  sieh  nun  der  Be- 
obachter B  die  Frage  Torlegt,  wann  das  Signal  anf  1  abgegeben 
wurde,  wird  er  schließen,  daß  dies  zur  Zeit  2^^  Tor  dem  Augen- 
blicke geschehen  sei,  in  dem  er  es  wahrgenommen  hat,  da  das 
Licht,  wenn  Korper  2  ruht,  doppelt  so  yiel  Zeit  braucht,  um 
nach  ihm  zu  gelangen,  als  vorher  nach  A.  Da  er  aber  das 
Signal  erst  nach  der  Zeit  ^i  +  ^  wahrgenommen  haii^  Ton  dem 
Augenblick  an  gerechnet,  in  dem  das  Signal  an  dem  Auf- 
stellungsorte Yon  B  abgegeben  wurde,  muß  er  zu  dem  Schlüsse 
kommen,  daß  das  Signal  auf  1  um  die  Zeit  ii  —  ti  spater  ab- 
g^eben  wurde,  als  das  auf  2.  umgekehrt  würde  ein  Be- 
obachter auf  1  schließen,  daß  das  Signal  auf  1  früher  ab- 
gegeben wurde,  als  das  auf  2. 

Wie  man  aus  dieser  Betrachtung  erkennt,  fehlt  es  in  der 
Tat  an  jedem  eindeutigen  Kriterium  für  das  gleichzeitige  Ein- 
treten zweier  Ereignisse,  sohinge  noch  nichts  darüber  fest- 
gesetzt ist,  welche  Aufstellung  der  Beobachter  einnehmen  soll, 
der  darüber  zu  entscheiden  hat.  Es  war  ein  großes  Verdienst 
des  Herrn  Einstein,  auf  diese  Dinge  zuerst  hingewiesen  zu 
haben.  Der  Gedanke  wurde  von  anderen  schnell  aufgenommen, 
und  es  scheint,  daß  sich  daran  jetzt  eine  sehr  folgenreiche 
Entwicklung  der  Elektrodynamik,  insbesondere  der  Elektronen- 
theorie knüpft.  Für  die  Elektronentheorie  sind  nämlich  diese 
Betrachtungen  von  besonders  großer  Bedeutung,  weil  man  die 
Kathodenstrahlen  und  andere  verwandte  Erscheinungen  auf  Be- 
wegungen von  Elektronen  zurückführt,  die  mit  sehr  großen 
Geschwindigkeiten  erfolgen,  die  nicht  viel  unter  der  Licht- 
geschwindigkeit liegen. 

Es  kann  kaum  ausbleiben,  daß  auch  die  Mechanik  in  den 
Kreis  dieser  neuen  Theorie  hineingezogen  wird.^)  Immerhin 
wäre   es   aber  jetzt  noch  zu  früh,   auf  diesen  Gedankenkreis 


1)  Einen  Versuch  nach  dieser  Richtung  hin  hat  inzwischen  der  uns 
leider  vor  kurzem  durch  den  Tod  entrissene  geistvolle  Göttinger  Mathe- 
matiker Minkowski  gemacht.  Was  dabei  für  die  Fassung  der  Grund- 
begriffe der  Mechanik  endgültig  herauskommen  vdrd,  erscheint  mir  aber 
einstweilen  noch  zweifelhaft. 
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hier  noch  weiter  einzugehen^  als  es  durch  die  vorhergehenden 
Andeutungen  bereite  geschehen  ist 

um  davon  absehen  zu  können,  genügt  es,  wenn  wir  die 
Annahme  machen,  daß  die  Geschwindigkeiten^  mit  denen  die 
einzehien  Punkte  des  Haufens  ihre  Entfernungen  voneinander 
ändern,  sehr  klein  gegenüber  der  Lichtgeschwindigkeit  sind. 
Wenn  die  Lichtgeschwindigkeit  als  unendlich  groß  betrachtet 
werden  kann,  fallen  nämlich  die  vorher  besprochenen  Schwierig- 
keiten, die  Gleichzeitigkeit  zweier  Ereignisse  festzustellen,  weg 
und  die  Betrachtung  läßt  sich  so  weiter  führen,  wie  man  es 
vor  der  YeröiSrentlichung  der  Einsteinschen  Untersuchung  stets 
getan  und  dabei  als  ganz  selbstverständlich  betrachtet  hat. 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zu  der  zuerst  ge- 
stellten Aufgabe  zurück.  Der  Beobachter  des  Punkthaufens 
muß  sich  für  eine  bestimmte  Aufstellung  entscheiden,  von  der 
aus  er  seine  Aufnahmen  machen  und  auf  die  er  die  Beschreibung 
der  Bewegungen  beziehen  wiU.  Es  handelt  sich  dabei  nicht 
nur  um  die  Wahl  und  die  Angabe  des  Ortes  der  Aufstellung, 
sondern  ebenso  auch  um  die  Bezeichnung  der  Richtungen  im 
Räume,  die  der  Beobachter  bei  seiner  Beschreibimg  als  fest 
ansehen  will.  Am  anschaulichsten  drückt  man  dies  dahin  aus, 
daß  der  Beobachter  in  einem  Fahrzeuge  oder  auf  einem  Sessel 
Platz  nimmt  und  die  Bewegungen  relativ  zu  diesem  Sitze  be- 
schreibt. Auf  die  besondere  Gestalt  dieser  Sitzgelegenheit 
kommt  es  natürlich  nicht  an.  Es  genügt  vielmehr,  wenn  drei 
rechtwinklig  zueinander  stehende  Geraden  hervorgehoben  wer- 
den, die  in  dem  Sitze  etwa  als  Kanten  vorkommen  oder  sonst 
darin  festgelegt  sind.  Wir  kommen  dadurch  auf  ein  Koordi- 
natensystem, das  als  die  dürftigste,  für  unsem  Zweck  aber 
bereits  genügende  Skizze  des  Fahrzeugs  oder  Sessels  betrachtet 
werden  kann. 

Die  Beschreibung  der  Beobachtungen  wird  erst  dann  be- 
nutzbar, wenn  sie  mit  einer  genauen  Angabe  über  die  Auf- 
stellung des  Beobachters  versehen  ist.  Diese  Angabe  muß 
ausreichen,  um  das  Fahrzeug,  wenn  es  verloren  gegangen  war, 
zu  jeder  Zeit  wieder  auffinden  zu  können.     Das  kann  z.  B. 
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dadnrch  geschehen ,  daß  man  den  Urspmng  des  Koordinaten- 
systems fortwährend  mit  einem  der  materiellen  Punkte  des 
Haufens  zusammenfallen^  femer  die  X-Achse  stets  durch  einen 
zweiten  und  die  XF- Ebene  außerdem  noch  durch  einen  dritten 
materiellen  Punkt  gehen  läßt.  Unter  der  Yoraussetzui^,  daß 
die  Punkte  so  ausgewählt  wurden,  daß  während  der  Be- 
obachtungszeit niemals  alle  drei  in  eine  Gerade  fallen,  ist  dnreh 
diese  Festsetzungen  die  Stellung  des  Koordinatensystems  für 
jede  Zeit  TÖllig  bestimmt. 

Nun  steht  der  Ausführung  und  Aufzeichnung  der  Be- 
obachtungen nichts  mehr  im  Wege.  Die  zunächst  gestellte 
Aufgabe  ist  gelöst,  sobald  die  Koordinaten  aller  Punkte  als 
Funktionen  der  Zeit  ermittelt  sind.  Wenn  dies  geschehen  ist, 
vermag  mau  auch  durch  bloße  Umrechnungen  die  Koordinaten 
für  ein  in  anderer  Weise  festgelegtes  Koordinatensystem  an- 
zugeben. Das  kommt  nur  auf  eine  Koordinatentransformation 
hinaus.  Femer  vermag  man  auch  Abweichungen  im  Gange 
der  Uhr,  die  bei  den  Beobachtungen  benutzt  wurde,  gegenüber 
einer  später  etwa  in  anderer  Weise  zu  wählenden  Zeitskala 
nachträglich  ohn^  Schwierigkeit  Rechnung  zu  tragen. 

Daran  schließen  sich  aber  sofort  weitere  Fragen.  Vor 
allem  wird  man  sich  unter  allen  möglichen  Arten  der  Fest- 
legung des  Koordinatensystems  nach  jenen  umsehen,  die  sich 
Tor  den  anderen  durch  die  Einfachheit  der  Darstellung,  die 
sie  zu  gewähren  vermögen,  besonders  auszeichnen.  In  dem 
zuerst  gewählten  Systeme  beschreibt  der  Massenmittelpunkt 
des  ganzen  Haufens  irgend  eine  Bahn,  die  sich  auf  Grund  der 
vorhergehenden  Beobachtungen  leicht  ermitteln  läßt.  Der  Be- 
obachter, den  wir  mit  allen  Kenntnissen,  die  uns  zu  Gebote 
stehen,  ausgerüstet  voraussetzen,  wird  die  Willkür,  die  ihm 
bei  der  Wahl  des  Bezugssystems  offen  gelassen  ist,  dazu  be- 
nutzen, um  nach  der  Erledigung  der  zuerst  vorgenommenen 
Ausarbeitung  weiterhin  zu  einem  Koordinatensystem  über- 
zugehen, in  dem  der  Massenmittelpunkt  dauernd  in  Ruhe  ist. 
Er  kann  dies,  indem  er  den  Ursprung  des  neuen  Koordinaten- 
systems mit  dem  Massenmittelpunkt  zusammenfallen  läßt.    Die 
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Biehtungen  der  Koordinatenachaeii  mögen  dabei  zonachst  in 
beliebiger  Weise  ähnlich  wie  Torher  festgelegt  sein. 

Nnn  mag  f&r  dieses  zweite  Koordinatensystem  der  Drall 
des  ganzen  Pnnkthanfens,  also  die  Snmme  der  statischen 
Momente  der  Bewegongsgrößen  aller  materiellen  Punkte  für 
den  Ursprung  als  Momentenponkt  berechnet  werden.  Der 
Drall  ist  eine  gerichtete  Größe,  die  sich  f&r  jeden  Augenblick 
auf  Grund  der  vorhei^henden  Arbeiten  nach  Ghröße  und 
Richtung  (diese  bezogen  auf  das  zweite  Koordinatensystem) 
berechnen  laßt.  Wir  wissen  schon,  welche  wichtige  RoUe  der 
Drall  in  der  Dynamik  spielt^  und  werden  daher  jetzt  zu  einem 
dritten  Bezugssystem  übei^ehen;  in  dem  der  Drall  dauernd 
gleich  Null  bleibt.  Das  ist  sofort  und  zwar  (im  wesentlichen) 
in  eindeutiger  Weise  möglich.     Das  dritte  Koordinatensystem,  ^ 

dessen  Ursprung  natürlich  immer  noch  mit  dem  Massenmittel- 
punkt zusammenfaüen  soU,  muß  sich  dazu  in  jedem  Augen- 
blicke gegen  das  zweite  mit  solcher  Geschwindigkeit  und  um 
eine  solche  Achse  drehen,  daß  der  Drall  eines  starren  Körpers, 
der  aus  den  materiellen  Punkten  in  ihren  augenblicklichen 
Lagen  gebildet  ist,  für  diese  Winkelgeschwindigkeit,  bezogen 
auf  das  zweite  Koordinatensystem,  mit  dem  vorher  ermittelten 
Dralle  für  die  tatsächlich  festgestellten  Bewegungen  des  Punkt- 
haufens übereinstimmt. 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  der  Weg  gewiesen,  auf  dem 
der  Beobachter  zu  einer  Aufstellung  gelangen  kann,  für  die 
der  Schwerpunkt  des  ganzen  Punkthaufens  ruht  und  der  Drall 
der  Bewegung  dauernd  gleich  Null  ist.  Welchen  Vorteil  bietet 
aber  nun  diese  Wahl  des  Bezugssystems?  Das  zeigt  sich,  wenn 
wir  nach  der  Erledigung  der  geometrischen  Beschreibung  der 
Bewegungen  dazu  übergehen,  nach  ihren  Ursachen,  d.  h.  nach 
einem  festen  gesetzmäßigen  Zusammenhang  zu  suchen,  auf 
Grund  dessen  die  weitere  Bewegung  in  Übereinstimmung  mit 
dem  Ergebnisse  der  Beobachtung  vorausgesagt  werden  kann. 
Wir  wissen  schon,  daß  die  Einführung  des  Kraftbegriffes  sich 
dazu  sonst  sehr  geeignet  erwiesen  hat.  Wenn  nun  auch  bei 
der  Aufgabe,  mit  der  wir  uns  hier  zu  beschäftigen  haben,  von 
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Yornherem  keineswegs  feststeht;  ob  der  Eraftbegriff  hier  eben* 
falls  so  wie  in  anderen  Fällen,  die  sich  auf  tatsächlich  von 
uns  beobachtete  Naturvorgänge  beziehen^  zu  einer  einfachen 
gesetzmäßigen  Darstellung  zu  führen  vermag;  so  wird  unser 
Beobachter;  der  von  den  früheren  FäUen  Kenntnis  hat,  jeden- 
falls den  Versuch  dazu  machen. 

Er  wird  also  das  Produkt  aus  der  ihm  von  vornherein 
gegebenen  Masse  jedes  materiellen  Punktes  und  der  auf  das 
grade  angenommene  Koordinatensystem  bezogenen  Beschleuni- 
gung als  eine  Kraft  deuteu;  die  an  dem  Punkte  angreift.  Der 
Vorteil  des  gewählten  Bezugssystems  zeigt  sich  dann  darin, 
daß  nach  dem  Satze  von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts 
und  nach  dem  Flächensatze  keine  äußeren  Knlfte  an  dem  Punkt- 
haufen anzubringen  sind;  sondern  alle  Kräfte  nur  als  innere 
betrachtet  werden  können;  die  zwischen  den  einzelnen  Punkten 
des  Haufens  übertragen  werden.  Die  beiden  genannten  Sätze 
sind  nämlich  ohne  weiteres  anwendbar,  da  sie  nur  mathematische 
Folgerungen  der  dynamischen  Grundgleichung  bilden;  also  aus 
einer  Gleichung  hervorgehen;  die  in  unserem  Falle  infolge  der 
Definition  für  die  an  einem  materiellen  Punkte  angreifende 
Kraft  ohne  weiteres  erfüllt  ist. 

Zugleich  ist  femer  durch  die  Wahl  des  Bezugssystems 
erreicht;  daß  für  die  in  der  angegebenen  Weise  definierten 
Kräfte  das  Wechselwirkungsgesetz  in  seiner  allgemeinsten 
Fassung  erfüllt  ist.     Da  nämlich  in  diesem  Systeme  jederzeit 

27mr  =  0  ist;  folgt;  daß  auch  ^w^jif^O  und  daher  2^  =  0 

ist;  wenn  wir  diese  Buchstaben  in  der  von  früher  her  bekannten 
Bedeutung  gebrauchen,  nämlich  unter  r  den  Radiusvektor  von 
m  in  unserem  Bezugssystem  und  unter  $  die  an  dem  zu- 
gehörigen Punkt  angreifende  Kraft  verstehen.  Ebenso  folgt 
aus  der  durch  die  Wahl  des  Koordinatensystems  erfüllten  Be- 
dingung; daß  zu  jeder  Zeit 

2;Vmlir  =  0 
wird;  durch  DiflFerentiation  auch 

^ym^r  =  0     oder     uY^x^O. 
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Die  beiden  Gleichungen  27l|^  »  0  und  27Wt»0  bilden 
aber  zusammen  den  analytischen  Ausdruck  för  die  Gültigkeit 
des  Wechselwirkungsgesetzes  in  der  aus  Band  I,  §  21  bekannten 
allgemeineren  Form. 

Man  sieht  leicht  die  Wichtigkeit  dieser  Betrachtungen  f&r 
eine  kritische  Würdigung  der  Grundlagen  der  Mechanik  ein. 
Denn  es  folgt  daraus  ^  daß  auch  in  einer  Welt^  die  ganz  an- 
deren Gesetzen  unterworfen  Wäre^  als  die  uns  aus  der  Erfahrung 
bekannte  wirkliche  Welt,  ein  Beobachter  trotzdem  eine  Dynamik 
aufstellen  könnte/  die  sich  mit  der  unsrigen  in  den  Ghrundzügen 
deckt.  Durch  passende  Wahl  des  Bezugssystems  in 
Verbindung  mit  der  vorher  angegebenen  Definition 
des  Eraftbegriffes  könnte  er  es  immer  erreichen,  daß 
die  dynamische  Grundgleichung  mit  allen  aus  ihr  ge- 
zogenen Folgerungen^  sowie  das  Wechselwirkungs- 
gesetz erfüllt  sind.  Die  Abweichung  der  Gesetze  jener  an- 
deren Welt  gegenüber  der  unsrigen  würde  sich  erst  herausstellen, 
wenn  der  Beobachter  untersuchte,  was  für  Kräfte  unter  gegebenen 
Umständen  an  den  einzelnen  materiellen  Punkten  angreifen. 

Daraus  folgt  zugleich,  daß  auch  bei  dem  Aufbau  unserer 
Mechanik  die  Erfahrung  erst  an  dieser  Stelle  einsetzt,  während 
alles,  was  yorausgeht,  nicht  aus  der  Erfahrung  entspringt, 
sondern  durch  die  von  uns  gewählte  besondere  Darstellungs- 
methode hineingetragen  wird.  Das  gilt  auch  für  die  sogenannte 
„absolute'^  Bewegung,  nämlich  von  den  Bewegungen  der 
materiellen  Punkte  unserer  wirklichen  Welt  gegen  das  in  der 
vorher  beschriebenen  Weise  für  sie  konstruierte  Koordinaten- 
system, das  wir  auch  als  das  Hauptbezugssystem  bezeichnen 
wollen.  Ein  Gegensatz  zur  relativen  Bewegung  soll  damit 
nicht  hervorgehoben  werden,  wenn  hier  von  der  absoluten 
Bewegung  gesprochen  wird.  Vielmehr  wird  nur  unter  allen 
an  sich  möglichen  und  geometrisch  sonst  ganz  gleichberechtigten 
Arten,  die  Bewegungen  innerhalb  unserer  Welt  zu  beschreiben, 
eine  besonders  hervorgehoben,  weil  sie  zu  der  einfachsten  Fassung 
der  Kraftgesetze  führt,  und  ihr  ein  besonderer  Namen  gegeben, 
der  darauf  hinweisen  soll. 
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Man  kann  auch  umgekehrt  yerlangen^  tu  einem  in  beliebiger 
Weiae  bewegten  isolierten  Punkthaufen  ein  Bezugssystem  anf- 
zuanehen,  f&r  das  das  Wechselwirkungsgesetz  fcLr  die  zwischen 
den  Punkten  des  Haufens  auftretenden  inneren  Erafte  erfüllt 
ist^  und  zwar  natürlich  so,  daß  äußere  Kräfte  dabei  nicht  zu 
Hilfe  genommen  werden  müssen.  Das  vorher  besprochene 
Bezugssystem^  für  das  der  Schwerpunkt  ruht  imd  der  Drall 
stets  gleich  Null  bleibt^  genügt^  wie  wir  schon  wissen,  den 
Bedingungen  dieser  Aufgabe;  ab^  es  ist  nicht  das  einzige. 
Man  kann  auch  Koordinatensysteme  angeben,  deren  Ursprui^ 
ebenfalls  mit  dem  Schwerpunkt  zusammenfällt,  die  sich,  aber 
gegen  das  vorige  stets  so  drehen,  daß  der  Drall  dauernd  irgend 
einen  Vektor  von  beliebig  angenommener  Größe  und  Richtung 
darin  bildet.  Für  diese  ist  dann  27Vmlir  »  £,  worin  S  eine 
Konstante  bedeutet.  Durch  Di£Perentiation  nach  der  Zicit  findet 
man  aber  daraus,  wie  vorher,  2]\1^t »  0,  d.  h.  das  Wechsel- 
wirkungsgesetz ist  auch  in  allen  diesen  Fällen  erfüllt.  Die 
bloße  Forderung,  das  Wechselwirkungsgesetz  zu  er- 
füllen, reicht  daher  nicht  aus,  um  das  Bezugssystem 
eindeutig  festzulegen.  Das  Hauptbezugssystem  zeichnet 
sich  indessen  vor  den  übrigen,  die  die  genannte  Eigenschaft 
mit  ihm  teilen,  auch  noch  dadurch  aus,  daß  die  lebendige 
Ejraft  darin  den  angemessensten  Wert  erhält,  wie  ich  sofort 
näher  ausführen  werde. 


§  2.    Die  lebendige  Kraft  bei  <Ler  relativen  Bewegung. 

Wir  kehren  zurück  zu  dem  im  Anfange  des  vorigen  Para- 
graphen besprochenen  Falle  eines  isolierten  Punkthaufens,  dessen 
Bewegung  relativ  zu  einem  in  beliebiger  Weise  festgelegten 
Koordinatensystem  bereits  dai^estellt  sein  soll.  Wir  berechnen 
die  über  alle  Punkte  des  Haufens  erstreckte  Summe 

und  bezeichnen  sie  als  die  lebendige  Kraft  des  Punkthaufens 
in  bezug  auf  das  gewählte  Koordinatensystem. 


§  2.    Die  lebendige  Kraft  bei  der  relatiyeB  Bewegung.  H 

Zunächst  ist  leicht  einzusehen ,  daß  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft  för  diese  relative  Bew^^nng  seine  Gültigkeit 
in  der  gewohnlichen  Form  behalt^  obschon  ihm  jetzt  keines- 
wegs die  Bedeutung  eines  Naturgesetzes,  sondern  nur  eine 
formale  Bedeutung  zukommt,  weil  wir  uns  die  Kräfte  an  den 
materiellen  Punkten  nicht  besonders  gegeben  denken,  sondern 
sie  erst  aus  den  beobachteten  Beschleunigungen  ableiten.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  die  Kraft  am  Punkt  i  mit  f^^  und  das 
im  Zeitelemente  dt  relativ  zu  dem  gewählten  Koordinaten- 
system zurückgelegte  Wegelement  mit  c2l^,  so  hat  man 

woraus  bei  Summation  über  aUe  Punkte 

S^di-^dL  (1) 

folgt.  Diese  Gleichung  spricht  aber  den  Satz  von  der  lebendigen 
Kraft  aus,  der  somit  auch  für  die  relativen  Bewegungen  gilt, 
faUs  man  nur  die  Kräftie  an  jedem  Punkte  proportional  mit 
den  rektiyen  Beschleunigungen  wählt. 

Wir  fragen  ferner,  wie  sich  die  lebendige  Kraft 
ändert,  wenn  man  von  einem  Koordinatensystem  zu 
einem  anderen  übergeht.  Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir 
zuerst  aus  von  dem  Hauptbezugssysteme,  das  im  vorigen 
Paragraphen  eingeführt  war,  also  von  jenem,  in  dem  der 
Schwerpunkt  ruht  und  der  Drall  jederzeit  gleich  Null  ist.  Die 
Geschwindigkeit  von  m^  relativ  zu  diesem  sei  zum  Unterschiede 
mit  H/  bezeichnet.     Die  zugehörige  lebendige  Kraft  ist  dann 

r  =  4^2;»l^l'^  (2) 

Nun  sei  ein  anderes  Koordinatensystem  betrachtet,  das  mit 
dem  Hauptbezugssysteme  im  Ursprung  zusammenfällt  und  sich 
dagegen  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  ii  dreht,  die  irgend 
eine  Funktion  der  Zeit  sein  kann.  Auf  dieses  System  beziehe 
sich  die  Geschwindigkeit  H^;  dann  kann 

U.  -  u;  +  Vnr,  (3) 
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gesetzt  werden^  und  fOr  die  lebendige  Kraft  Lj  bezogen  anf 
das  neue  Koordinatensystem,  erhalt  man 

Das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  ist  gleich  L\  Das  zweite 
Glied  wird  zu  Null.  Um  dies  zu  zeigen,  machen  wir  von  dem 
Satze  der  Yektoranalysis 

llV»€-»V€tl  (4) 

Gebrauch,   der  in   den  früheren  Banden  dieses  Werkes   noch 

nicht  angewendet  wurde  und  daher  hier  zuerst  zu  beweisen  ist. 

Nach  der  Definition  des  äußeren  Produkts  (Band  I,  Gl.  53) 

hat  man 

V««  -  l(BiC,  -  5,C,)  +  \{B,C^  -  B,C,)  +  t(B,C,  -  B,C^), 
und  daher  wird 

«V»«  =  A,(B,C,  -  B,C,)  +  A,{B,C,  -  B,C,) 

+  A,{B,C,-B,C,). 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  läßt  sich  aber  durch 
andere  Zusammenfassung  der  Glieder  auch  in  der  Form 

schreiben,  was  mit  der  Entwicklung  von  OVdH  zusammen- 
fällt.    Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Wir  erhalten  nun  durch  Anwendung  dieses  Satzes 

wobei  der  konstante  Faktor  tt  herausgehoben  werden  konnte. 
Der  zuletzt  vorkommende  Summenausdruck  gibt  aber  den  Drall 
des  Punkthaufens  für  das  Hauptbezugssystem  an,  der  nach 
Definition  gleich  NuU  ist.  In  der  Tat  verschwindet  daher  das 
zweite  Glied  in  dem  Ausdrucke  für  L, 

Auch  für  die  Umformung  des  dritten  Gliedes  stützen  wir 
uns  auf  einen  Satz  der  Vektor-Algebra.  Nach  dem  vorher- 
gehenden Satze  hat  man  nämlich,  indem  man  H  in  Gl.  (4) 
durch  Yfßd  ersetzt. 
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und  andenratÜB  ist  nadi  ainem  ackon  in  Band  IV  (QL  118  dw 
3.  Aufl.)  bewieB«BeD  Säte 

Im  Ginzen  wird  daher 

(V»«)»  -  »•«'  -  (»  «)l  (5) 

Wenden  wir  dieaen  Sats  auf  das  dritte  Glied  in  dem  Aus- 
dmcke  f&r  L  an,  so  erhalten  wir 

^m(Vttt)*  -  «»2;mr*  -  £m(ut)K 

Setzen  wir  hierin  «  —  f«tt|,  verstehen  also  unter  ii|  den  in  der 
Richtung  von  ii  gezogenen  Einheitsrektor,  so  geht  dies  Ober  in 

Nun  ist  n^r  die  Projektion  von  r  auf  die  Richtung  von  tt,  und 
nach  dem  Pythagoreischen  Satze  steUt  daher  die  Summe  das 
Trägheitsmoment  des  Punkthaufens  in  bezug  auf  die  Achse  U 
dar.     Schreiben  wir  dafür  @,  so  wird  schließlich 

L^L'  +  \u^e.  (6) 

Da  die  Punkte  nicht  alle  in  einer  einzigen  Geraden  liegen 
sollten,  ist  0  für  alle  Achsen,  die  man  ziehen  mag,  eine  von 
Null  verschiedene  positive  Größe.  Es  ist  daher  bewiesen^ 
daß  die  lebendige  Kraft  für  das  Hauptbezugssystem 
kleiner  ist  als  für  jedes  andere  Koordinatensystem, 
das  mit  jenem  den  Ursprung  gemeinsam  hai 

Dieser  Satz  laßt  sich  sofort  auch  auf  jedes  andere  Koordi- 
natensystem übertragen,  bei  dem  die  angegebene  Beschränkung 
w^ällt  Zu  jedem  beliebig  festgelegten  Koordinatensysteme 
laßt  sich  nämlich  ein  zweites  angeben,  das  ihm  jederzeit 
parallel  bleibt,  dessen  Ursprung  aber  wie  vorher  mit  dem 
Schwerpunkt  des  Punktbaufens  zusammenfällt  Die  Geschwindig- 
keiten relativ  zu  dem  einen  unterscheiden  sich  dann  von  denen 
relativ  m  dem  andern  um  ein  konstantes  Glied  i,  das  die  äugen- 
blieUiche  Geschwindigkeit  der  Translationsbewegung  beider  Ko- 
ordinatensysteme gegen^nander  angibt.  Bildet  man  nun  von 
neuem  die  lebendige  Kraft,  so  erhält  man 
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Für  das  dauernd  mit  dem  Schwerpunkt  zusammenfallende 
Koordinatensystem  ist  aber  279nli»0.  Die  lebendige  Kraft 
in  bezug  auf  ein  beliebtes  Koordinatensystem  laßt  sich  daher^ 
wenn  wir  den  Buchstaben  L  jetzt  darauf  beziehen,  in  der  aus 
GL  (6)  hervorgehenden  Form 

i  =  Zr'  +  iw*0  +  \a^M  (7) 

anschreiben  und  daraus  folgte  daß  in  der  Tat  die  lebendige 
Kraft  für  das  Hauptbezugssjstem  kleiner  ist  als  für 
jedes  andere  mögliche  Bezugssystem,  unter  üf  ist  in 
der  Yorherhergehenden  Formel  natürlich  die  Gesamtmasse  des 
ganzen  Haufens  und  unter  a  der  Absolutbetrag  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeit a  zu  verstehen. 

Ein  Beobachter,  der  nur  mit  dem  ihm  gegebenen  isolierten 
und  unbekannten  Wirkungsgesetzen  unterworfenen  Punkthaufen 
zu  tun  hat,  der  dabei  aber  immerhin  weiß,  was  sich  in  einer 
anderen,  nämlich  in  unserer  wirklichen  Welt  schon  bewährt 
hat,  wird  bei  der  ihm  freistehenden  Wahl  des  Bezugssystems 
Bücksicht  darauf  nehmen,  daß  ein  Begriff,  der  fEir  uns  von  so 
großer  Bedeutung  geworden  ist,  wie  der  Energiebegriff,  wo- 
möglich auch  für  ihn  anwendbar  bleibt.  Wenn  die  lebendige 
Kraft  des  Punkäiaufens  aber  als  eine  „Energie^  angesehen 
werden  soU^  muß  sie  einen  nur  durch  die  relativen  Bewegungen 
der  Massen  zueinander  eindeutig  bestimmten  Wert  haben.  Durch 
diese  Forderung  wird  die  vorher  noch  bestehende  Willkür  in 
der  Wahl  des  Bezugssystems  aufgehoben;  nur  für  das  Haupt- 
bezugssystem,  wie  wir  es  vorher  schon  genannt  haben,  erhalt 
die  lebendige  Kraft  einen  solchen  ausgezeichneten  und  hiermit 
zugleich  eindeutig  bestimmten  Wert.  Ob  sich  in  einer  anderen, 
uns  ganz  fremden  Welt,  wie  sie  durch  d^ti  isolierten  Punkt- 
haufen angedeutet  werden  soll,  der  Eneigiebegriff  auch  noch 
als  ein  so  weit  reichendes  EKlfsmittel  zur  einfachen  Darstellung 
der  vorkommenden  Gesetzmäßigkeiten  bewähren  würde,  wie  bei 
uns,  ist  natürlich  ganz  ungewiß.  Aber  der  Beobachter,  der, 
aus  unserer  Welt  kommend,  sich  in  Aer  ihm  fremden  zurecht 
finden  soll,  kann  gar  nicht  anders  handeln,  als  auf  Grund  der 
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Torhergehenden  Erwägungen  das  Hauptbesngssystem  als  das 
vor  allen  anderen  ausgezeichnete  zu  wählen.  Es  steht  ihm 
dann  auch  frei,  die  darauf  bezogenen  Bewegungen  als  die  fdr 
ihn  „absolnten'^  zn  bezeichnen. 

§  3.    Zeit  und  ICaase. 

Wir  müssen  jetzt  auf  einige  Fn^en  zurückkommen,  über 
die  wir  bisher  stillschweigend  hinwe^egangen  sind.  Von  dem 
Beobachter  des  isolierten  Punkthaufens  war  vorausgesetzt,  dafi 
er  sich  im  Besitze  einer  Uhr  befinde,  mit  der  er  seine  Zeit- 
messungen vornehme.  Ob  die  ühr  richtig  gehe  oder  nicht, 
blieb  dahingestellt.  Wir  können  jetzt  noch  hinzufügen,  daß, 
selbst  wenn  die  Uhr  in  unserem  Smne  richtig  gehen  soUte, 
dies  für  den  isolierten  Punkthaufen,  der  eine  Welt  für  sich 
bilden  soll,  ganz  ohne  Bedeutung  ist.  Welches  Zeitmaß  das 
für  ihn  angemessenste  ist,  muß  der  Beobachter  erst  selbst 
herausfinden,  gerade  so  wie  er  sich  auch  das  angemessenste 
Bezugssystem  erst  selbst  schaffen  mußte.  Die  Uhr,  gleich- 
gültig ob  sie  richtig  oder  falsch  ging,  hatte  nur  den  Zweck, 
zunächst  einmal  einen  Satz  von  Beobachtungen  zu  ermöglichen, 
der  dann  später,  wenn  die  Abweichungen  des  Uhrganges  von 
einem  besser  geeigneten  Zeitmaße  festgestellt  sind,  auf  diese 
neue  richtigere  Zeit  umgerechnet  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  die  von  der  Uhr  abgelesene  Zeit  mit  t, 
die  „wahre'^  Zeit,  wie  wir  der  Kürze  halber  sagen  wollen,  mit 
T,  so  wird  zwischen  beiden  ii^nd  ein  Znsammenhang  bestehen, 
den  wir  in  der  Form 

zum  Ausdruck  bringen  wollen. 

Hatten  wir  nun  ein  Koordinatensystem  in  beliebiger  Weise 
festgelegt,  so  ergaben  sich  die  Belativgeschwindigkeiten  der 
materiellen  Punkte  gegen  dieses  Koordinatensystem  als  die 
Differentialquotienten  der  darauf  bezogenen  Radi^ivektoren 
nach  der  Zeit  Die  Zeit  aber  kann  entweder  die  Uhrzeit  t 
oder  die  wahre  Zeit  T  sein,  und  je  nachdem  wir  die  eine  oder 
die   andere  wählen,   erhalt   die   Geschwindigkeit   verschiedene 
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Werte.  Zwischen  beiden  Werten  besteht  indessen  der  einfache 
Zusammenhang 

dt        dt     dt  ,dt  /Qv 

jT^Tt'dT'^Vjl'  (P) 

Um  von  der  Uhrzeit  zur  wahren  Zeit  überzugehen^  genügt 
es  daher^  die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  mit  dem  für  alle 
Punkte  gleichen  Faktor  q>'  zu  multiplizieren^  der  selbst  freilich 
im  Laufe  der  Zeit  seinen  Wert  ebenfalls  ändern  kann.  Zu 
irgend  einer  bestimmten  Zeit  finden  wir  aber  z.  B.  den  auf  die 
wahre  Zeit  bezogenen  Drall  aus  der  früheren  Darstellung  durch 
einfache  Multiplikation  mit  dem  Faktor  q)',  während  die  lebendige 
Kraft  mit  dem  Quadrat  von  q>'  zu  multiplizieren  ist. 

Daraus  folgt  aber  sofort^  daß  es  für  die  früheren 
Betrachtungen^  die  zur  Festsetzung  des  Hauptbezugs- 
systems für  den  Punkthaufen  führten^  überhaupt  ganz 
gleichgültig  ist^  ob  dabei  eine  richtig  oder  eine  falsch 
gehende  Uhr  gebraucht  wurde.  Denn  die  Bedingung^  daß 
der  Drall  für  das  Hauptbezugssystem  jederzeit  verschwinden 
aoll,  bleibt  immer  noch  erfüllt  ^  wenn  man  auch  jedes  darin 
auftretende  Glied  mit  einem  konstanten  Faktor  multipliziert^ 
und  ebenso  bleibt  auch  Gl.  (7)  immer  noch  bestehen ,  wenn 
auch  jeder  Beitrag  zur  lebendigen  Kraft  des  Punkthaufens  mit 
dem  Quadrat  von  q)'  multipliziert  wird. 

Anders  ist  es  freilich  mit  den  Kräften^  denen  wir^  wenn 
die  Zeitmessung  geändert  wird,  ganz  andere  Werte  beilegen 
müssen  als  vorher.  Für  die  Beschleunigung  im  neuen  Zeit- 
maße erhält  man  nämlich^  wenn  die  Differentialquotienten  von 
g)  wieder  durch  Striche  bezeichnet  werden^ 

d*t       d^t       /j   .   dt    „  ,Qv 

Die  Kräfbe  an  den  verschiedenen  Punkten  werden  daher  nicht 
nvx  der  Größe,  sondern  auch  der  Richtong  nach  geändert  und 
zwar  in  verschiedenem  Maße. 

Da  nun  der  Beobachter  durch  andere  zwingende  Bück- 
sichten nicht  genötigt  wird,  eine  Art  der  Zeitzählung  vor  einer 
anderen  zu  bevorzugen,   so  bleibt  ihm  nur  übrig,   die  Wahl 
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danach  einzurichten,  daß  der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft 
einerseits  und  die  beschleunigenden  Kräfte  andererseits  mög- 
lichst einfache,  für  den  weiteren  Gebrauch  dienliche  Werte  er- 
langen. Es  hängt  daher  von  Umständen  ab,  über  die  wir  bei 
unserem  isolierten  Punkthaufen  keine  Voraussetzungen  gemacht 
haben,  wie  die  Zeitskala  zu  wählen  ist,  die  für  den  Beobachter 
als  die  angemessenste  erscheint  und  die  er  aus  diesem  Grunde 
dann  als  die  für  ihn  „wahre^^  Zeit  bezeichnen  wird. 

Ferner  haben  wir  angenommen,  daß  für  den  Beobachter 
des  isolierten  Punkthaufeos  alle  Massen  von  vornherein  gegeben 
seien.  Wenn  man  sich  die  Körper,  die  wir  als  materielle  Punkte 
betrachteten,  aUe  aus  demselben  Stoffe  bestehend  denkt,  kann 
man  dies  damit  rechtfertigen,  daß  die  Massen  dann  einfach 
dem  aus  der  Beobachtung  zu  entnehmenden  Volumen  proportional 
zu  setzen  sind.  Im  anderen  Falle  freilich  würde  für  den  Be- 
obachter, wenn  wir  ihn  ganz  unabhängig  von  uns  machen 
wollen,  die  weitere  Aufgabe  zufallen,  die  Verhältnisse  der  ein- 
zelnen Massen  zueinander  erst  selbst  noch  in  geeigneter  Weise 
festzustellen.  Für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  vermögen  wir 
ihm  ohne  eine  nähere  Kenntnis  des  besonderen  Verhaltens  des 
Punkthaufens  keine  Anweisung  mit  auf  den  Weg  zu  geben. 
Man  kann  nur  sagen,  daß  die  Wahl  jedenfalls  so  zu  treffen 
ist,  daß  die  Kraftgesetze,  zu  denen  er  bei  dieser  Wahl  gelangt, 
möglichst  einfach  und  leicht  übersehbar  ausfallen. 

§  4.    Trägheitsgesetz  und  absolute  Bewegung. 

Der  Zweck  der  vorhergehenden  Betrachtungen  besteht 
selbstverständlich  darin,  durch  möglichst  weitgehende  Ver- 
allgemeinerung der  Aufgabe,  sich  in  einem  isolierten  Punkt- 
haufen zurecht  zu  finden,  einen  Maßstab  für  die  Lösung  zu 
finden,  die  wir  selbst  davon  für  die  Vorgänge  in  unserer  wirk- 
lichen Welt  im  Laufe  der  geschichtlichen  Entwicklung  der 
Wissenschaft  gegeben  haben.  Wir  müssen  daher  jetzt  zusehen, 
was  zu  dem,  was  ganz  allgemein  gültig  ist,  in  unserem  be- 
sonderen Falle,  und  zwar  nicht  mehr  als  Folge  einer  bloß 
logischen   Verstandestätigkeit,    sondern    auf    Grund    der   Ver- 

Föppl,  höhere  Dynamik.  2 


18  Erster  Absclmitt.    Die  relaÜTe  Bewe^ng. 

Wertung  von  Beobachtungsergebnissen  in  unserer  wirklichen 
Welt  hinzugetreten  ist. 

Da  steht  voran  das  Tmgheitsgesetz^  und  wir  werden  uns 
vor  allem  danach  zu  fragen  haben^  welche  Bedeutung  ihm  im 
Sinne  der  vorhergehenden  Ausführungen  zukommt. 

Wenn  man  sagt,  ein  materieUer  Punkt,  an  dem  keine  Kraft 
angreift,  bleibe  entweder  in  Buhe  oder  er  setze  seine  Bewegung 
mit  unveränderter  Geschwindigkeit  in  der  gleichen  Richtung 
fort,  so  ist  diese  Au8S£^e  ohne  weitere  ergänzende  Zusätze 
ganz  bedeutungslos.  Zunächst  kommt  es  ganz  darauf  an, 
welches  Bezugssystem  wir  für  die  Beschreibung  der  Bewegung 
zugrunde  legen.  In  jedem  isolierten  Punkthaufen  können  wir 
es  durch  geeignete  Festlegung  des  Koordinatensystems  er- 
reichen, daß  ein  beliebiger  materieller  Punkt  entweder  ruht 
oder  eine  gleichförmig  geradlinige  Bewegung  beschreibt.  Nun 
haben  wir  freilich  gesehen,  daß  sich  in  jedem  isolierten  Punkt- 
haufen, wenn  wir  die  Massen  darin  als  gegebene  Größen  an- 
sehen dürfen,  ein  Hauptbezugssystem  angeben  läßt,  das  wir 
ohnehin  notwendig  wählen  müssen,  wenn  wir  die  wichtigsten 
Begriffe,  die  wir  zur  Beschreibung  der  Naturvorgänge  aus- 
gebildet haben,  darauf  anwenden  wollen.  Wir  können  daher 
unbedenklich  sagep,  daß  die  Aussage  des  Trägheitsgesetzes  auf 
dieses  Hauptbezugssystem  gemünzt  ist. 

Aber  auch,  wenn  sie  so  gedeutet  wird,  bleibt  die  Aussage 
des  Trägheitsgesetzes  zunächst  noch  inhaltsleer.  Gewiß  dürfen 
wir  im  Sinne  der  früheren  Ausführungen  sagen,  daß  an  einem 
materiellen  Punkte,  dessen  Bewegung  relativ  zu  dem  Haupt- 
bezugssysteme oder  (wie  wir  dafür  kürzer  sagen  können)  dessen 
absolute  Bewegung  geradlinig  und  gleichförmig  ist,  keine  Kraft 
angreift.  Aber  das  ist  dann  keine  Erfahrungstatsache,  sondern 
eine  Folge  der  Definition  des  Begriffes  der  Kraft.  In  der  Tat 
haben  wir  ja  gar  kein  anderes  Mittel,  um  die  Kräfte  fest- 
zustellen, die  zwischen  den  Himmelskörpern  auftreten,  als  sie 
aus  den  beobachteten  Beschleunigungen  abzuleiten. 

Und  doch  spricht  das  Trägheitsgesetz  eine  grundlegende 
Erfahrungstatsache    aus,    wie    wir    auch    ohne    eingehendere 
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Arndyse  Ton  Yomherein  sekon  fühlen.  Sie  besteht  in  folgendem. 
Die  Fonchnng  hat  uns  dazu  gef&hrt,  zwischen  den  Körpern 
bestimmte  Kräfte  ainzunehmen^  die  Ton  yerhaltnißmäßig  leicht 
übersehbaren  Umstanden  abhängen  und  die  einfachen  Wirkungs- 
gesetzen unterliegen.  Die  Physik  liefert  uns  ein  Verzeichnis 
dieser  Kräfte  und  die  Erfahrung  zeig^  uns^  daß  dieses  Ver- 
zeichnis in  der  Tat  ziemlich  vollständig  sein  muß.  Wir  können 
uns  nun  auf  Orund  dieser  Kenntnis  sehr  wohl  einen  materiellen 
Punkt  in  unserer  Welt  Torstellen^  der  sich  unter  solchen  Um- 
ständen befindet,  daß  die  in  jenem  Verzeichnis  aufgef&hrten 
Kräfte  entweder  überhaupt  (ganz  oder  nahezu^  wegfallen  oder 
sich  gegenseitig  aufheben.  Das  Trägheitsgesetz  sagt  uns  dann 
auS;  daß  der  materielle  Punkt  unter  diesen  Umständen  entweder 
(ganz  oder  nahezu)  eine  geradlinig  gleichförmige  Bewegung 
besehreibe  oder  daß  andemfaUs  das  Verzeichnis  der  £]räfte 
noch  nicht  rollständig,  sondern  einer  als  Aufgabe  der  Forschung 
zu  betrachtenden  weiteren  Ergänzung  bedürftig  sei. 

Als  Inhalt  des  Trägheitsgesetzes  ist  daher  der  Ausdruck 
der  Überzeugung  unserer  heutigen  Naturforschung  anzusehen^ 
daß  sie  mit  den  von  ihr  aufgestellten  Gesetzen  über  das  Auf- 
treten besonderer  Kräfte  die  Bewegungsvorgänge  im  Haupt- 
bezugssysteme (abgesehen  von  geringfügigen  Ausnahmen^  die 
noch  ihrer  Eingliederung  in  das  bestehende  System  harren 
mögen)  vollständig  darzustellen  vermiß.  Oder  mit  anderen 
Worten:  Bei  der  Aussage  des  Trägheitsgesetzes  ist  der 
Ton  auf  das  Wort  ^^Kraft^^  zu  legen  und  darunter  eine 
von  jenen  Kräften  zu  verstehen^  die  von  der  Physik 
anerkannt  und  näher  besprochen  sind.  Das  sind  also 
die  OberflächenkräftC;  die  zwischen  Körpern  übertragen  werden, 
die  in  Berührung  miteinander  stehen,  dann  die  Newtonsche 
Qravitationskraft  und  die  elektrischen  und  magnetischen  Fem- 
kräfte: Daß  eine  Kraft  eine  Beschleunigung  hervor- 
bringt, ist  also  nach  unserer  Darstellung  die  Folge 
der  Definition  des  Wortes  Kraft;  daß  aber  die  in  der 
wirklichen  Welt  zu  beobachtenden  Kräfte,  diese  be- 
zogen auf  das  Hauptbezugssystem,  sich  alle  in  diese 
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kurze  Liste  einreihen  lassen,  ist  ein  Ergebnis  der  ex- 
perimentellen Forschung,  und  nichts  anderes  als 
dieses  Ergebnis  kommt  im  Trägheitsgesetze  zum 
Ausdrucke. 

Wenn  eine  solche  theoretische  Darstellung  der  Bewegungs- 
Yoi^'ange  möglich  sein  soll,  muß  sie  mit  einer  bestimmten  Art 
der  Zeitmessung  verbunden  sein.  Wir  sahen  vorher,  daß  im 
isolierten  Punkthaufen  die  Zeitskala  von  vornherein  willkürlich 
ist  und  daß  die  Entscheidung  über  die  angemessenste  Art  der 
Zeitzählung  erst  aus  besonderen  .Erfahrungen  über  die  Einzel- 
heiten der  Bewegungs Vorgänge  abgeleitet  werden  kann.  In 
unserem  Falle  wird  durch  das  Trägheitsgesetz  darüber  ent- 
schieden. Ein  materieller  Punkt,  an  dem  keine  der  offiziell 
anerkannten  Kräfte  wirkt,  beschreibt  gegen  das  Hauptbezugs- 
system nach  dem  Trägheitsgesetze  eine  geradlinige,  gleich- 
formige  Bewegung.  Damit  ist  die  Zeitskala  festgelegt.  Wir 
müssen  unsere  Uhren  so  einrichten  oder  ihre  Angaben  nötigen- 
falls derart  verbessern,  daß  sie  um  gleich  viel  fortschreiten, 
während  ein  zu  unserer  Welt  gehöriger  materieller  Punkt  unter 
den  angegebenen  Umständen  gleiche  Wege  durchlaufen  hat. 
öleichbedeutend  damit  ist  auch  die  Forderung,  daß  ein  mate- 
rieller Punkt,  der  einer  Zentralkraft  unterworfen  ist,  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Sektorenflächen  beschreibt,  oder  daß  sich  ein 
starrer  Körper,  der  um  eine  Hauptträgheitsachse  rotiert,  in 
gleichen  Zeiten  um  gleiche  Winkel  dreht,  wenn  keine  Kräfte 
an  ihm  wirken,  oder  nur  solche,  die  sich  zu  einer  durch  den 
Massenmittelpunkt  gehenden  Besultierenden  zusammensetzen 
lassen.  Denn  daß  dies  so  sein  muß,  bUdet  eine  notwendige 
Folgerung  aus  dem  Trägheitssatze,  wie  schon  aus  den  Lehren 
des  vierten  Bandes  bekannt  ist. 

Die  früheren  Ausführungen  über  die  Bedeutung 
des  Trägheitsgesetzes  sind  daher  noch  dahin  zu  er- 
gänzen, daß  es  zugleich  eine  Anweisung  dafür  liefert, 
wie  die  Zeiten  zu  zählen  sind,  oder  mit  anderen  Wor- 
ten, was  wir  in  unserer  Welt  unter  der  „wahren"  Zeit 
zu  verstehen  haben. 
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Älmlich  ist  es  auch  mit  den  Massen.  Wenn  wir  einen 
Vorgang  zu  beobachten  vermögen^  bei  dem  nur  zwei  Körper^ 
die  wir  als  materiell^  Punkte  ansehen  können ,  Kräfte  auf- 
einander ausüben,  während  aUe  anderen  Kräfte  davon  aus- 
geschlossen sind,  folgt  das  Verhältnis  der  Massen  der  beiden 
Punkte  aus  dem  Verhältnisse  ihrer  Beschleunigungen  gegen 
das  Hauptbezugssystem.  Denn  das  Gesetz  der  Wechselwirkung 
ist,  wie  wir  schon  früher  erkannten,  bereits  durch-  die  Wahl 
des  Hauptbezugssystems  für  die  Oesamtheit  aller  Kräfte  er* 
füllt  und  muß  auch  noch  erfüllt  bleiben,  wenn  die  Krafte 
zwischen  diesen  Punkten  neu  hinzutreten,  woraus  hervorgeht, 
daß  auch  die  beiden  Kräfte  für  sich  dem  Wechselwirkungs- 
gesetze genügen. 

Natürlich  ist  es  nicht  möglich,  alle  Massen,,  mit  denen 
wir  zu  tun  haben,  auf  diesem  Wege  miteinander  zu  vergleichen. 
Hier  tritt  >  vielmehr  noch  die  Erfahrung  ergänzend  hinzu,  daß, 
sooft  wir  einen  solchen  Versuch  auch  erneuern  mögen,  sich 
dabei  immer  wieder  herausstellt,  daß  gleiche  Bauminhalte  von 
chemisch  und  phyi^ikalisch  gleichen  Stoffen  auch  gleiche  Massen 
besitzen/  .  .  - 

An  sich  sind  die  Kräfte  ihrer  Definition  nach  von  dem 
Koordinatensystem  abhängig,  auf  das  wir  die  Beschreibung  der 
Bewegungen  innerhalb  des  Punkthaufens  beziehen.  Es  war 
daher  schon  von  vornherein  darauf  hinzuweisen,  daß  jede  Aus- 
sage über  eine  £jraft  ein  bestimmtes  Bezugssystem  fordert  und 
daß  insbesondere  das  Trägheitsgesetz  dahin  zu  erläutern  ist, 
daß  das  Hauptbezugssystem  unseres  Weltalls  dabei  zugrunde 
gelegt  werden  muß.  Auch  alle  Aussagen  der  Experimental- 
physik über  die  imter  besonderen  Umständen  auftretenden 
Kräfte  sind  in  diesem  Sinne  zu  verstehen.  Hierbei  ist  jedoch 
zu  bemerken,  daß  es  bei  den  Kräften  nur  auf  die  Be- 
schleunigungen ankommt  und  daß  es  daher  für  sie  nichts 
ausmacht^  wenn  man  das  Hauptbezugssystem  mit  einem  andern 
Koordinatensystem  vertauscht,  in  dem  die  Beschleunigungen 
dieselben  Werte  behalten.  Das  trifft  bei  jedem  Koordinaten- 
systeme 2u,  das  gegen  das  Hauptbezugssystem  eine  geradlinige^ 
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gleichförmige  Translatiossbewegmig  beschreibt..  Jedes  Bezugs- 
system,  Ton  dem  dies  zutrifft^  vermag  daher  bei  der  Aussage 
des  Trägheitsgesetzes  das  Hauptbezugssystem  zu  ersetzen  und 
wird  aus  diesem  Orunde  als  ein  Inertialsystem  bezeichnet. 
Ferner  ist  auek  zu  bedenken^  daß  es  bei  der  experimentellen 
Bestimmung  von  Kräften^  die  stets  mit  unvermeidlichen  Yer- 
Buchsfehlem  behaftet  ist,  gewöhnlich  gar  nichts  ausmacht, 
wenn  man  die  Exäfte  anstatt  auf  ein  Inertialsystem  auf  ein 
anderes  Koordinatensystem,  das  etwa  mit  der  Erde  fest  ver- 
bunden ist,  bezieht,  falls  darin  die  Beschleunigungen  so  wenig 
von  denen  gegen  ein  Inertialsystem  abweichen,  daß  die  Ab- 
weichungen gegenüber  den  Messungsfehlern  unerheblich  sind. 

Die  im  Hauptbezugssysteme  oder  in  einem  Inertialsysteme 
festgestellten  Kräfte  kann  man  der  kürzeren  Ausdrucksweise 
wegen  als  die  ^^wirklich  vorhandenen^'  oder  die  „physi- 
kalischexistierenden'' Kräfte  bezeichnen.  Zu  ihnen  kommen, 
sobald  man  auf  ein  anderes  Koordinatensystem  übergeht,  die 
„Ergänzungskräfte  der  Relativbewegung",  wie  dies  schon 
im  vierten  Bande  ausführlich  besprochen  wurde.  Nachdem  sie 
beigefügt  sind,  ist  für  diese  neue  Aufstellung  des  Beobachters 
wieder,  die  dynamische  örundgleichung  mit  den  bereits  be- 
stimmten Kräften,  femer  auch  der  Flächensatz,  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  usf.  erfüllt.  Dagegen  ist  das  Wechsel- 
Wirkungsgesetz  nicht  mehr  allgemein  erfüllt  und  auch  die 
relative  lebendige  Kraft  kann  nicht  mehr  allgemein  als  eine 
Energiegröße  gedeutet  werden,  in  dem  Sinne  etwa,  daß  die 
Umwandlung  von  lebendiger  Kraft  in  Wärme  unter  allen  Um- 
ständen nach  einem  festen  Verhältnisse  erfolgen  müßte.  Darauf 
wird  noch  zurückzukommen  sein.  In  der  zuletzt  genannten 
Hinsicht  zeichnet  sich  das  Hauptbezugssy^tem  in  der  Tat  vor 
allen  anderen  und  zwar  auch  vor  den  übrigen  Inertialsystemen 
in  sehr  vorteilhafter  Weise  aus,  so  daß  wir  aUe  Ursache  haben, 
dies  durch  einen  besonderen  Namen  hervorzuheben,  indem  wir 
die  darauf  bezogenen  Bewegungen  als  die  absoluten  Be- 
wegungen bezeichnen. 

Das  jt^auptbezugssystem"  bildet  eine  Forderung  der  von 
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uns  gewählten  Darstellong  der  Bewegungsvor^nge  im  Weltall. 
Die  Anweiaungy  die  ursprünglich  zu  seiner  Ermittlung  auf- 
gestellt wurde,  läßt  sich  aber  praktisch  nicht  ausführen^  da 
wir  nicht  über  alle  Massen  und  ihre  Verteilung  im  ganzen 
Welträume  unterrichtet  sind.  Nimmt  man  jedoch  an,  daß  die 
Hauptmassen  mit  den  sichtbaren  Fixsternen  verbunden  sind,  so 
folgt,  daß  es  diesen  gegenüber  festzulegen  ist.  Ein  Koordinaten- 
system, das  in  geeigneter  Weise  gegen  den  Fixstemhimmel 
orientiert  ist,  kann  daher  keine  merkliche  Drehbewegung  gegen 
das  geforderte  Hauptbezugssystem  mehr  ausführen.  Als  eine 
Aufgabe  der  Astronomie  ist  es  zu  betrachten,  diese  Orientierung 
so  genau  als  möglich  zu  bewirken. 

Um  die  Betrachtungen  über  das  Trägheitsgesetz  nochmals 
kurz  zusammenzuÜEissen,  können  wir  sagen,  daß  es  sich  durch 
einen  einfachen  Satz  ebensowenig  vollständig  wiedergeben  läßt, 
wie  etwa  der  Inhult  eines  Buches  durch  die  Angabe  des  Titels. 
Das  Trägheitsgesetz  ist  nicht  ein  einfacher  Erfahrungs- 
satz, sondern  es  bildet  das  Programm,  nach  dem  wir 
unsere  Naturbeschreibung  durchzuführen  entschlossen 
sind:  freilich  ein  Programm,  das  nicht  willkürlich 
gewählt  ist,  für  das  wir  uns  vielmehr  nur  deshalb 
entscheiden,  weil  die  Erfahrung  uns  bereits  gelehrt 
hat,  daß  es  zu  einer  einfachen  und  fruchtbringenden 
Auffassung  der  Naturvorgänge  führt. 

§  5.    Zwei  Funkthaufen. 

Wir  wollen  jetzt  die  allgemeinen  Betrachtungen  über  den 
isolierten  Punkthaufen  noch  etwas  weiter  führen.  Dabei  nehmen 
wir  an,  daß  der  Beobachter  die  ihm  früher  gestellte  Aufgabe 
für  einen  ihm  empirisch  gegebenen  isolierten  Punktbaufen 
bereits  gelöst,  insbesondere  also  dessen  Hauptbezugssystem 
festgestellt  und  sich  für  ein  geeignetes  Zeitmaß  entschieden 
habe.  Außerdem  möge  es  ihm  auch  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  schon  gelungen  sein,  durch  die  Aufstellung  von  be- 
sonderen Kraftgesetzen,  die  von  den  unsrigen  natürlich  voll- 
standig  abweichen  können,  eine  ausreichende  Beschreibung  von 
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den  nun  für  ihn  als  ^^absolute^'  zu  bezeichnenden  Bewegungen 
zu  geben.  Nachdem  er  so  weit  gekommen  ist,  möge  er  plötz- 
lich bemerken,  daß  außer  dem  ersten  Punkthaufen  in  einiger 
Entfernung  davon  noch  ein  zweiter  vorhanden  ist,  der  seiner 
Beobachtung  bis  dahin  ganz  entgangen  war.  Wie  wird  er 
sich  nun  dieser  Entdeckung  gegenüber  zu  verhalten  haben? 

Die  nächsten  Schritte  sind  klar  vorgezeichnet.  Der  Be- 
obachter wird  vorerst  die  Bewegungen  innerhalb  des  zweiten 
Punkthaufens  feststellen,  und  wir  setzen  voraus,  daß  ihm  hierzn 
wie  im  früheren  Falle  die  Mittel  ohne  weiteres  zu  Gebote  stehen. 
Welches  Koordinatensystem  er  anfänglich  dazu  benutzt,  ist 
ziemlich  gleichgültig,  obschon  es  ihm  am  nächsten  liegt,  vor- 
läufig das  ihm  bereits  gewohnt  gewordene  Hauptbezugssystem 
des  ersten  Punkthaufens  zu  wählen.  Dann  wird  er  aber  ferner 
auch  für  den  zweiten  Punkthaufen  nach  denselben  Grundsätzen 
wie  früher  für  den  ersten  das  für  diesen  für  sich  gültige  Haupt- 
bezugssystem ableiten.  Und  endlich  wird  er  erwägen,  ob  es 
nicht  vorteilhafter  für  ihn  ist,  beide  Punkthaufen  zusammen 
als  ein  Ganzes  zu  betrachten  und  für  den  vereinigten  Punkt- 
haufen ebenfalls  dessen  Hauptbezugssystem  aufsuchen.  Dadurch 
gewinnt  er  drei  verschiedene  Aufstellungen,  die  wir  in  der  an- 
gegebenen Beihenfolge  als  die  erste,  zweite  und  dritte  bezeichnen 
wollen  und  deren  Bedeutung  nun  gegeneinander  abzuwägen  ist. 

Je  nach  der  Aufstellung  wirken  anöden  einzelnen  materiellen 
Punkten  verschiedene  Kräfte.  Wir  hatten  angenommen,  daß  für 
die  erste  Aufstellung  die  Kräfte  im  ersten  Punkthaufen  schon 
durch  einfache,  aus  den  Beobachtungen  abgeleitete  Kraftgesetze 
in  befriedigender  Weise  dargestellt  worden  seien.  Daraus  folgen 
dann  die  auf  die  dritte  Aufstellung  bezogenen  Kräfte  durch 
Beifügung  der  Ergänzungskräfte  nach  dem  Satze  von  Coriolis, 
denn  die  Bewegung  des  ersten  und  des  dritten  Bezugssystems 
gegeneinander  ist  auf  Grund  der  vorgenommenen  Beobachtungen 
als  bereits  bekannt  anzusehen.  Die  Mühe,  die  vorher  darauf 
verwendet  worden  war,  die  Kraftgesetze  innerhalb  des  ersten 
Punkthaufens  aufzustellen,  ist  also  durch  die  jetzt  eingetretene 
Erweiterung  der  Aufgabe  nicht  verloren  gegangen,  sondern  ihr 
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Ergebnis  kann  nach  einfacher  Umrechnung  mittels  des  Satzes 
Ton  Coriolis  sofort  übernommen  werden.  Dasselbe  trifft  auch 
für  den  zweiten  Punkthaufen  zu^  falls  sich  herausstellen  sollte, 
daß  sich  auch  für  die  in  ihm  vorkommenden  Bewegungen,  be- 
zogen auf  die  zweite  Aufstellung,  ähnlich  einfache  Erafligesetze 
angeben  lassen  wie  vorher  für  den  ersten. 

Aber  nun  entsteht  die  Frage,  welche  Aufstellungsart  weiter- 
hin den  Vorzug  verdient  oder  welche,  wie  man  in  solchen  Fällen 
zu  sagen  pflegt,  die  natui^emäße  ist.  Denn  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  beide  Punkthaufen  stets  so  weit  entfernt  vonein- 
ander bleiben,  daß  sie  stets  deutlich  voneinander  getrennt 
werden  können,  ist  es  offenbar  ganz  dem  Gutdünken  des  Be- 
obachters überlassen,  ob  er  jeden  Punkthaufen  unter  Zugrunde- 
legung der  ersten  und  zweiten  Aufstellung  für  sich  als  isolierten 
Punkthaufen  behandeln,  oder  ob  er  beide  von  vornherein  zu 
einer  höheren  Einheit  zusammenfassen,  also  sich  für  die  dritte 
Aufstellung  entscheiden  will. 

Ihre  Rechtfertigung  kann  die  zu  treffende  Entscheidung 
nur  darin  finden,  daß  für  sie  die  Eraftgesetze  einfacher  und 
namentlich  auch  genauer  in  Übereinstimmung  mit  den  Be- 
obachtungen ausfallen,  als  im  andern  Falle.  Es  könnte  sich 
z.  B.  zeigen,  daß  die  Ergänzungskräfte  der  Relativbewegung 
beim  Übergange  von  der  ersten  zur  dritten  Aufstellung  im 
Verhältnisse  zu  den  auf  die  erste  Aufstellung  bezogenen  Kräften 
nur  sehr  geringfügig  sind,  daß  aber  bei  ihrer  Zufügung  ein 
genauerer  Anschluß  an  die  Beobachtungen  gewonnen  wird  als 
er  vorher  bestand.  Das  triff!;  z.  B.  zu,  wenn  man  unsere  Erde 
unter  dem  ersten  Punkthaufen  versteht  und  unter  dem  zweiten 
die  ganze  übrige  Welt.  Bei  der  ersten  Aufstellung  genügen 
die  in  der  Physik  aufgestellten  Kraftgesetze  in  den  meisten 
FäUen  von  irdischen  Bewegungserscheinungen  zu  einer  be- 
friedigenden Erklärung.  Aber  die  seitliche  Ablenkung  fallender 
Körper  oder,  um  ein  anderes  Beispiel  zu  nennen,  die  Ebbe- 
und  Flutbewegung  lassen  sich  damit  nicht  erklären  und  man 
müßte  daher,  um  sie  mit  zu  umfassen,  die  Liste  der  Kraft- 
gesetze erweitem,  wenn  man  an  der  ersten  Aufstellung  festhalten 
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wollte.  Diese  Nötigung  fällt  dag^en  weg,  wenn  man  sich 
für  die  andere  Aufstellung  entscheidet. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  ferner  auch  der  Ausdruck 
f&r  die  lebendige  Kraft.  Für  die  erste  Aufstellung  sei  die 
lebendige  Kraft  innerhalb  des  ersten  Punkthaufens  bereits  be- 
rechnet und  wie  in  §  2  mit  U  bezeichnet.  Dann  liefert  fiir 
die  dritte  Aufstellung  der  erste  Punkthaufen  zu  der  darauf 
bezogenen  lebendigen  Kraft  nach  Gl.  (7)  S.  14  den  Beitrag 

und  ein  entsprechender  Ausdruck  gilt  auch  für  den  Beitrag 
des  zweiten  Punkthaufens.  Die  beiden  letzten  Glieder  auf  der 
rechten  Seite  geben  zusammen  die  lebendige  Ejraft  eines  starren 
Körpers  an  Ton  derselben  Masse  und  derselben  Gestalt,  die 
der  erste  Punkthaufen  zur  Zeit  grade  besitzt,  wenn  er  sich 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  u  und  der  Schwerpunkts- 
geschwindigkeit a  gegen  die  dritte  Aufstellung  des  Be- 
obachters bewegt. 

Diesem  Ergebnisse  kommt  eine  einfache  Bedeutung  zu. 
Die  gesamte  lebendige  Kraft  L  des  ersten  Punkthaufens  setzt 
sich  jetzt  aus  zwei  Teilen  zusammen,  von  denen  der  erste,  X', 
nur  Yon  den  Vorgängen  innerhalb  dieses  Punkthaufens  selbst 
abhängt,  wahrend  der  andere  Teil,  der  durch  die  Summe  der 
beiden  letzten  Glieder  gebildet  wird,  daher  rührt,  daß  noch 
ein  zweiter  Punkthaufen  besteht,  mit  dem  er  zu  einer  Einheit 
zusammengefaßt  werden  kann. 

Stellen  wir  uns  einmal  Yor,  es  wäre  ein  Eingriff  möglich 
in  der  Art,  daß  die  Bewegungen  innerhalb  des  ersten  Punkt- 
haufens durch  eine  Herstellung  starrer  Verbindungen  plötzlich 
gehemmt  würden.  Durch  den  unelastischen  Stoß,  der  damit 
yerbunden  ist,  würde  die  lebendige  Kraft  IJ  vernichtet  und, 
wie  wir  annehmen  woUen,  in  Wärme  verwandelt.  Das  gilt 
zunächst  für  die  erste  Aufstellung;  aber  mau  erkennt  leicht, 
daß  sich  auch  fär  die  dritte  Aufstellung  die  lebendige  Kraft 
um  denselben  Betri^  vermindert.  Der  auf  die  dritte  Auf- 
stellung  bezogene   Drall   des   ersten  Punkthaufens   kann   sich 


§  6.    Zwei  Pnnkthanfen.  27 

Bämlick  darch  den  Stoßrorgang  innerhalb  des  arsten  Punkt- 
hanfens  nickt  geändert  haben;  ebenso  muß  auch  die  Schwer- 
ponktsgeschwindigkeit  unverändert  bleiben.  Ans  den  schon 
in  §  1  angestellten  Überlegungen  folgt  aber^  daß  der  Drall 
¥or  Herstellung  der  starren  Verbindungen  gleich  war  der 
geometrischen  Summe  aus  dem  Drall  in  bezug  auf  die  erste 
Aufstellung  und  dem  Drall  eines  staiTcn  Körpers^  der  sich  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  u  und  der  Schwerpunktsgeschwindig- 
keit a  gegen  die  dritte  Aufstellung  bewegte.  Da  nun  die  erste 
Au&teUung  auf  dem  Hauptbezugssysteme  für  den  ersten  Punkt- 
haufen genommen  wurde^  so  ist  der  zugehörige  Drall  gleich 
Null  und  es  bleibt  nur  das  andere  Glied  übrig.  Aus  dieser 
Betrachtung  folgt;  daß  sich  der  starre  Körper^  der  durch  die 
Herstellung  der  starren  Verbindungen  aus  dem  ersten  Punkt- 
haufen hervorgegangen  ist,  unmittelbar  nachher  mit  derselben 
Winkelgeschwindigkeit  u  und  derselben  Schwerpunktsgeschwin- 
digk^t  a  gegen  die  dritte  Aufstellung  bewegt,  wie  vor  dem 
Stoße  das  Hauptbezugssystem  des  ersten  Punkthaufens.  Wenn 
wir  also  nach  dem  Stoße  die  lebendige  Erafk  für  die  dritte 
Aufstellung  von  neuem  berechnen,  so  fallt  aus  dem  Ausdrucke 
für  L  nur  das  Glied  L'  heraus,  wahrend  die  beiden  anderen 
Glieder  ihre  Werte  unverändert  behalten. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  es  für  die  Berechnung 
des  Verlustes  an  lebendiger  Kraft  durch  den  Stoß 
gleichgültig  ist,  ob  wir  dabei  die  erste  oder  die  dritte 
Aufstellung  zugrunde  legen.  Es  ist  daher  in  beiden 
Fällen  die  Umwandlung  von  lebendiger  Kraft  in  Wärme  nach 
demselben  festen  Verhältnisse  zu  erwarten.  Das  ist  aber  als 
Vorbedingung  dafür  zu  betrachten,  daß  man  die  in  der  einen 
oder  anderen  Weise  berechnete  lebendige  Kraft  in  jedem  FaUe 
als  eine  Energiegröße  ansehen  kaim. 

Aus  dem  jetzt  betrachteten  Zusammenhange  heraus  läßt 
sich  daher  kein  zwingender  Grund  für  die  Wahl  der  einen 
oder  anderen  Aufstellung  ableiten. 

Zu  einem  etwas  anderen  Ergebnisse  gelangt  man  dagegen, 
wenn   man  den  Flächensatz  heranzieht.     Für  die  dritte  Auf- 
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stellang  bleibt  ihrer  Definition  nach  der  Drall  für  die  Gesamtheit 
beider  Punkthanfen  dauernd  gleich  NuU.  Der  Drall  für  den 
ersten  Punkthanfen  allein  wird  dagegen  in  bezug  auf  die  dritte 
Aufstellung  im  allgemeinen  von  Null  verschieden  sein.  Zeigt 
es  sich  nun^  daß  sich  dieser  Drall  im  Laufe  der  Zeit  weder 
der  Größe  noch  der  Richtung  nach  ändert^  sa  sind  wir  auch 
bei  der  dritten  Aufstellung^  obschon  sie  Yon  vornherein  das 
Zusammenwirken  beider  Punkthaufen  ins  Auge  faßt^  nicht 
veranlaßt,  das  Bestehen  von  Kraften  zwischen  beiden  Punkt- 
haufen anzunehmen.  Wir  können  vielmehr  auch  dann  noch 
aUe  Bewegungen  innerhalb  jedes  Punkthaufens  ausschließlich 
auf  innere  Kräfte  zurückführen.  Die  Zusatzkräfte^  die  beim 
Übergange  von  der  ersten  zur  dritten  Aufstellung  beizufügen 
sind,  lassen  sich  also  dann  ebenfalls  durch  innere  Kräfte  inner- 
halb des  ersten  Punkthaufens  erklären. 

Im  anderen  Falle  muß  man  dagegen,  sobald  man  sich  nur 
überhaupt  einmal  für  die  dritte  Aufstellung  entschieden  hat, 
auch  „physikalisch  existierende*'  Kinlfte  (in  dem  fiüher  be- 
sprochenen Sinne)  zwischen  beiden  Punkthaufen  annehmen. 
Unter  diesen  Umständen  wird  man  viel  mehr  geneigt  sein,  den 
partikularistischen  Standpunkt  aufzugeben  und  sich  für  den 
unitarischen  zu  entscheiden. 

Immerhin  muß  aber  betont  werden,  daß  dieser  Grund 
keineswegs  zwingend  ist.  Entscheidend  wird  es  immer  bleiben, 
bei  welcher  Auffassung  man  zur  einfachsten,  dabei. aber  immer 
ausreichend  genau  mit  den  Beobachtungen  innerhalb  jedes  ein- 
zelnen Punkthaufens  übereinstimmenden  Erklärung  der  Er- 
scheinungen gelangt,  d.  h.  unter  welchen  Umständen  die  be- 
sonderen Kraftgesetze,  die  man  nach  dem  Vorbilde  der  in 
unserer  Physik  aufgestellten  Liste  zur  Ableitung  der  Be- 
wegungserscheinungen anzunehmen  hat,  am  einfachsten  aus- 
fallen. Nur  die  Vermutung  kann  ausgesprochen  werden,  daß 
der  unitarische  Standpunkt  in  dem  zuletzt  besprochenen  Falle 
die  besseren  Aussichten  bietet;  aber  erst  die  Einzeluntersuchung 
kann  lehren,  ob  dies  auch  zutrifft.  Dabei  kann  hinzugefügt 
werden,  daß  die  Erfahrung  in  unserer  Welt  allerdings  bereits 
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in  diesem  Sinne  entschieden  hat^  insofern  als  man  mit  ein- 
facheren Eraftgesetzen  auskommt^  wenn  man  nicht  die  Erde 
für  sich  als  isolierten  Punkthaufen  betrachtet,  sondern  sie  mit 
der  ganzen  übrigen  Welt  zu  einer  einzigen  Einheit  zusammen- 
faßt. Und  zwar^  wie  wohl  zu  beachten  ist^  auch  dann,  wenn 
man  sich  auf  die  Untersuchung  irdischer  BewegnngsTorgänge 
allein  zu  beschranken  beabsichtigt. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  daß  das,  was  hier  für 
zwei  Punkthaufen  besprochen  wurde,  auch  auf  das  Zusammen- 
sein von  drei  oder  mehr  Punkthaufen  sinngemäß  übertragen 
werden  kann. 

§  6.    Ein  Punkthaufen  und  ein  einzelner  materieller  Funkt. 

Die  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  sollen  jetzt 
auf  den  damit  schon  umfaßten  besonderen  Fall  angewendet 
werden,  daß  der  zweite  Punkthaufen,  von  dem  die  Bede  war, 
durch  einen  einzigen  materiellen  Punkt  ersetzt  wird.  Die  vor- 
her als  „zweite'^  bezeichnete  Aufstellung  des  Beobachters  ver- 
liert in  diesem  Falle  ihre  Bedeutung;  dagegen  sollen  die  beiden 
anderen  in  demselben  Sinne  wie  vorher  immer  noch  als  die 
„erste"  und  „dritte"  bezeichnet  werden. 

Wenn  der  neu  hinzutretende  Einzelpunkt  gegen  das  Haupt- 
bezugssjstem  des  ersten  Punkthaufeus  eine  geradlinige  gleich- 
formige  Bewegung  beschreibt,  liegt  der  Fall  vor,  von  dem  wir 
vorher  zuerst  sprachen,  nämUch  der  Fall,  in  dem  man  zunächst 
geneigt  sein  wird,  an  der  vor  der  Entdeckung  des  Einzelpunktes 
aufgestellten  Theorie  festzuhalten,  also  den  Punkthaufen  und 
den  Einzelpunkt  so  zu  behandeln,  als  wenn  sie  sich  gar  nichts 
angingen.  Das  ist  jedenfalls  zulässig;  ob  es  aber  zweckmäßig 
ist,  kann  sich  erst  durch  den  Versuch  herausstellen,  ob  man 
durch  die  Hereinziehung  des  Einzelpunktes  zu  einer  entweder 
einfacheren  oder  noch  genauer  mit  der  Beobachtung  überein- 
stimmenden „Kraftliste"  gelangt. 

Sieht  man  den  Einzelpunkt  als  gleichberechtigten  Bestand- 
teil des  Ganzen  an,  so  muß  man  von  der  ersten  zur  dritten 
Aufstellung  des  Beobachters  übergehen.    Das  dritte  Koordinaten- 
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sjstem  führt  gegen  das  erste  außer  einer  gleichförmigen  gerad- 
linigen Translationsbewegnng  auch  noch  eine  Drehung  aus.  Die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Drehbewegung  ist  aber  sowohl  der 
Richtung  als  der  Große  nach  veränderlich.  Für  irgend  einen 
bestimmten  Augenblick  kann  die  Winkelgeschwindigkeit  aus 
den  als  bekannt  anzusehenden  Stellungen  und  Geschwindigkeiten 
gegen  das  erste  Bezugssystem  nach  den  bekannten  Lehren  des 
vierten  Bandes  berechnet  werden.  Nachdem  dies  geschehen 
ist^  folgen  dann  auch  nach  dem  Satze  von  Goriolis  die  an 
jedem  Punkte  des  Haufens  anzubringenden  Ergänzungskräfte, 
die  zu  den  vorher  relativ  zum  ersten  Bezugssysteme  ermittelten 
Kräften  hinzutreten.  Da  weiterhin  die  Bewegungen  gegen  das 
dritte  Bezugssystem  als  die  absoluten  zu  bezeichnen  sind,  müssen 
dann  auch  die  auf  die  angegebene  Art  berechneten  Er^nzungs- 
kräfte  nachträglich  als  ^^physikalisch  existierende^^  betrachtet 
werden.  Diese  hängen  aber  von  der  Geschwindigkeit  des  neu 
hinzugetretenen  Einzelpunktes  gegen  das  erste  und  somit  auch 
gegen  das  dritte  Bezugssystem  ab. 

Diese  Überlegungen  reichen  aus^  um  die  Vermutung  zu 
begründen,  daß  man  zu  einer  logisch  besser  als  die  uns  ge- 
läufige be£riedigenden  Darstellung  der  Bewegungen  im  Welt- 
räume gelangen  könnte^  indem  man  Kräfte  zwischen  den  Welt- 
körpem  einführte  ^  die  von  den  Geschwindigkeiten  abhängen 
und  die  ich  aus  diesem  Grunde  bei  einer  früheren  Gelegenheit; 
als  ich  mich  zum  erstenmal  mit  diesen  Dingen  beschäftigte^ 
als  ^^Geschwindigkeitskräfte'^  bezeichnete.  Ich  wurde  da- 
durch auch  veranlaßt;  einen  Versuch  anzustellen^  ob  sich  solche 
Kräfte  etwa  unmittelbar  nachweisen  ließen.  Dazu  verwendete 
ich  ein  schnell  rotierendes  Schwungrad  ^  das  luftdicht  ein- 
gekapselt war  und  in  dessen  Nähe  ich  ein  Pendel  oder  eine 
Torsionswage  aufhängte.  Ich  dachte^  daß  es  vielleicht  möglich 
sein  würdC;  an  einem  Ausschlage  des  Pendels  oder  der  Torsions- 
wage eine  auf  die  Rotation  des  Schwungrads  zurückzuführende 
Kraft  nachzuweisen.  Dieser  Versuch  ist  mißlungen.  Als  ent- 
scheidend kann  dieser  Mißerfolg  aber  schon  deshalb  nicht  an- 
gesehen werden^  weil  es  ja  sehr  wohl  möglich  wäre^   daß  die 
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Kraft  bei  meiner  YerBn^hsanordnimg  nur  zu  klein  gewesen 
wSre^  nm  sie  beobachten  zn  können. 

Ich  habe  ausdrücklich  nnr  Ton  einer  ^yVerrnntung^  ge- 
sprochen^  die  uns  yeranlassen  könnte^  nach  Geschwindigkeits- 
kraften  zn  suchen.  Welche  Darstellung  unter  allen  ^  die  an 
sich  als  möglich  erkannt  sind;  tatsächlich  den  Vorzug  für 
unsere  wirkliche  Welt  verdient;  kann  dagegen  nur  die  Er- 
fahrung lehren. 

Immerhin  glaube  ich;  daß  die  hier  entwickelte  Anschauung 
einige  Beachtung  yerdient,  da  es  mir  keineswegs  ausgeschlossen 
erscheint;  daß  sie  noch  zu  fruchtbaren  Folgerungen  führen  könnte. 
Ich  verzichte  jedoch  darauf;  die  vorher  angedeutete  Rechnung 
über  die  Erganzungskräfte  hier  anzuschreiben;  da  sie  mich 
bisher  wenigstens  nur  zu  langen  Formeln  geführt  hat;  aus  denen 
es  mir  nicht  gelunge^  ist;  ein  einfaches  Ergebnis  abzuleiten. 
Der  schönste  Erfolg  würde  natürlich  darin  bestehen;  wenn  es 
etwa  gelingen  sollte ;  die  Newtonsche  Gravitationskraft  durch 
Geschwindigkeitskräfbe  zu  ersetzen  oder;  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt; sie  aus  solchen  herzuleiten.  Für  unmöglich  halte  ich 
dies  nicht  und  auch  nicht  einmal  für  unwahrscheinlich.  Die 
Zukunft  allein  wird  lehren  können;  ob  ich  damit  recht  habe. 

Zum  mindesten  aber  hoffe  ich,  daß  es  mir  gelungen  sein 
mögC;  den  Leser;  der  sich  die  Mühe  genommen  hat;  über  aUe 
vorhergehenden  Ausführungen  ernstlich  nachzudenken;  von  den 
Zweifeln  und  logischen  Schwierigkeiten  zu  befreien;  zu  denen 
der  Begriff  der  absoluten  Bewegung  so  leicht  zu  führen  vermag. 

Hierauf  verlasse  ich  diesen  Gegenstand  und  wende  mich 
zu  mehr  praktischen  Dingen. 

§  7.    Belativbewegungen  im  gleiohfönnig  rotierenden  Baum. 

Bei  den  praktischen  Anwendungen  der  Lehre  von  der 
Relativbewegung  handelt  es  sich  meistens  um  Bewegungen 
gegen  ein  Fahrzeug  (ein  Gefäß  u.  dergl.);  das  eine  Dreh- 
bewegung um  eine  feststehende  Achse  mit  gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit  beschreibt.  Bezogen  ist  diese  Fahr- 
zeugbewegung zunächst  auf  den  ;,ab8oluten'^  Raum  im  Sinne 
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der  Yorhergebenden  Darlegungen,  Wenn  das  Fahrzeug  sehr 
schnell  rotiert  im  Verhältnisse  zur  Winkelgeschwindigkeit  der 
Erde,  die  sich  in  jedem  Stemtage  nur  einmal  gegen  den  Fix- 
Sternhimmel  dreht^  macht  es  aber  praktisch  keinen  Unterschied, 
wenn  man  von  der  Bewegung  der  Erde  ganz  absieht  und  die 
Bewegung  des  Fahrzeugs  gegen  die  Erde  so  behandelt,  als 
wenn  sie  eine  absolute  Bewegung  wäre.  Das  soU  hier  geschehen. 
Die  allgemeine  Aussage  des  Satzes  von  Coriolis  vereinfacht 
sich  in  diesem  FaUe  erheblich,  insofern  als  sich  für  die  Be- 
schleunigung der  Fahrzeugbewegung  ein  sehr  einfacher  Aus- 
druck angeben  läßt.  In  Band  IV  wurde  dieser  Satz  durch 
Gl.  (209)  der  3.  Aufl. 

dt*    dt*  +  dt' +  ^  y  dt^  ^^^) 

ausgesprochen.     Darin  bedeutete  jr^  die  absolute,   ^  die  re- 

d*h 
lative  Beschleunigung  eines  bewegten  materiellen  Punktes,  j^ 

die  absolute  Beschleunigung  des  Fahrzeugpunktes,  mit  dem  der 
bewegte  materielle  Punkt  zur  Zeit  t  zusammenfällt,  und  tt  die 
Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  sich  das  Fahrzeug  dreht.     In 

unserem   besonderen  Falle   ist   zunächst   tt   konstant   und  die 

d'h 
Fahrzeugbeschleunigung  ^  besteht  in  einer  einfachen  Zentri- 
petalbeschleunigung, von  der  schon  in  Band  I,  §  14  der  3.  Aufl. 
gezeigt  wurde,  daß  sie  in  die  Richtung  der  von  dem  Punkte 
auf  die  Drehachse  gezogenen  Senkrechten  fäUt  und  gleich  u^B 
gesetzt  werden  kann,  wenn  unter  B  die  Länge  dieser  Senk- 
rechten oder  der  Halbmesser  des  von  dem  Fahrzeugpunkte 
beschriebenen  Kreises  und  unter  u  der  Absolutbetrag  der 
Winkelgeschwindigkeit  verstanden  wird. 

Multipliziert  man  Gl.  (10)  mit  der  Masse  m  des  materiellen 
Punktes,  so  folgt 


d»r         d*» 


-^S-2mV^u 


dt*        "dt*  dt*        ^"^  V  dt 


oder,  wenn  wir  mit  ^  die  physikalisch  existierende,  d.  h.  also 
die   auf  den    absoluten  Baum   bezogene,   an   dem  materiellen 
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Punkte  ugrei&nde  Kimft  und  mit  C  die  Zentrifugilfaaft  be- 
seichnen,  Ton  der  wir  bereits  wiesen,  wie  sie  in  einüeusher 
Weise  angegeben  werden  kann, 

«g-V  +  ^-^mV^«.  (11) 

Alle  Sätze  der  Dynamik  bleiben  daher  auf  die  Belativ- 
bewegnng  des  materiellen  Punktes  anwendbar,  wenn  wir  daran 
eine  Kraft  annehmeo,  die  sich  in  der  auf  der  reobten  Seite  der 
Gleichung  angegebenen  Weise  aus  drei  Gliedern  zusammensetzt 
Das  erste  Glied  i|^  ist  aus  der  ^^Kraftliste^'  der  Physik  zu  ent- 
nehmen und  daher  durch  die  näheren  Umstände  des  einzelnen 
Falles  bestimmt  und  hiermit  als  bekannt  zu  betrachten.  Die 
beiden  anderen  Glieder  liefern  die  Ergänzungskräfte  der  BelatiT-' 
bewegung,  die  in  der  weiteren  Behandlung  dieselbe  Bolle  spielen, 
als  wenn  sie  ebenfsdls  physikalisch  existierende  Eräfbe  und  zwar 
Femkräfte  wären,  die  an  dem  materiellen  Punkte  angreifen. 

Die  Kraft  ^  bedarf  noch  einer  näheren  Besprechung.  Zu* 
nächst  war  die  Anweisung  gegeben,  sie  aus  den  im  absoluten 
Baume  festgestellten  Verhältnissen  zu  entnehmen.  Wir  müssen 
aber  darnach  trachten,  uns  von  dieser  Beziehung  auf  den  ab- 
soluten Baum  so  weit  als  möglich  frei  zu  machen.  Gehört  die 
Kraft  ^  zu  einem  im  absoluten  Baume  feststehenden  stationären 
Kraftfelde,  so  ist  das  Kraftfeld  relativ  zum  Fahrzeuge  im  all* 
gemeinen  nicht  mehr  stationär,  sondern  nur  dann,  wenn  das 
Kraftfeld  im  absoluten  Baume  um  die  Drehachse  des  Fahrzeugs 
herum  symmetrisch  war.  Botiert  also  das  Fahrzeug  z.  B.  um 
eine  lotrechte  Achse,  so  darf  man  gewöhnlich  genau  genug 
annehmen,  daß  das  Schwerefeld  der  Erde  um  die  Achse  herum 
symmetrisch  und  überdies  homogen  ist,  und  dann  kann  jener 
Anteil  von  fp,  der  Ton  dem  Gewichte  des  materiellen  Punktes 
herrührt,  auch  relativ  zum  Fahrzeuge  als  der  Größe  und 
Bifshtung  nach  konstant  betrachtet  werden.  Bei  der  Botation 
Jim  eine  anders  gerichtete  Achse  würde  dagegen  das  Gewicht 
als  eine  der  Biohtung  relativ  zum  Fahrzeuge  nach  yeränder- 
liohe  Kraft  einzufiihren  sein. 

FOppl,  lifthere  Dynamik.  8 
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Außer  dem  Gewichte  Imgen  zu  ^  bei  den  gewöhnlichen 
Anwendungjen  nur  nodi  die  Oberflachenkrafte  bei^  die  von 
anderen  Körpern  herrühren^  deren  Bewegung  ebenfalls  relativ 
zum  Fahrzeuge  betrachtet  wird.  Diese  Kräfte  hapgen  aber 
ausschließlich  von  Umstanden  ab^  die  mit  der.  Bewegung  selbst 
unmittelbar  nichts  zu  tun  haben^  also  bei  den  elastisch-festen 
Körpern  yon  ihrer  dastischen  Formänderung,  bei  den  Gasen 
von  der  Temperatur  und  dem  spezifischen  Volumen  usf.,  so 
daß  es  gleichgültig  ist,  ob  wir  bei  ihrer  Feststellung  yom 
absoluten  Baume  öder  vom  Fahrzeuge  ausgehen. 

Es  wird  daher  in  der  Begel  leicht  möglich  sein,  bei  der 
Behandlung  einer  bestimmten  Aufgabe  die  Kraft  fß  derart  an-^ 
zugeben,  daß  dabei  der  absolute  Baum  weiterhin  außer  Betracht 
bleiben  kaiin^  sondern  alle  Angaben  mir  auf  den 'Fahrzeugraum 
bezogen  sind.  Erst  wenn  dies  geschehen  ist,  haben  wir  es  bei 
der  Untersuchung  der  Bewegungen  innerhalb  des  Fahrzeugs 
mit  einer  Aufgabe  zu  tun,  die  nach  Zufugung  der  Erg^ungs- 
kräfte  genau  so  behandelt  werden  kann,,  als  wenn  es  sich  dabei 
um  eine  absolute  Bewegung  handelte. 

Für  die  weitere  Durchführung  der .  Rechnung  wird  sich 
häufig  die  Benutzung  eines  Zylinder-Koordinatensystems  emp- 
fehlen, das  im  Fahrzeuge  so  festgelegt  ist,  daß  die  Zylinder- 
achse mit  der  Umdrehungsachse  des  Fahrzeugs  zusammenfällt. 
Die  Lage  des  bewegten  Punktes  relativ  zum  Fahrzeuge  wird 
dann  durch  Angabe  der  drei  Koordinaten  e,  B  und  tp  be- 
schrieben, von  denen  z  den  Abstand  des  Punktes  von  einer 
senkrecht  zur  Zylinderachse  gelegten  Ebene,  R  den  Abstand 
von  der  Zylinderachse  und  g)  den  Winkel  bedeutet,  den  eine 
durch  die  Zylinderachse  und  den  Punkt  gelegte  IJbene  mit 
eiiier  im  Fahrzeug  festgelegten  Ebene  (f^O  bildet.  Die  Ab- 
stände z  sollen  positiv  gerechnet  werden,  wenn  sie  in  jener 
Richtung  gehen,  nach  der  hier  der  Winkelgeschwindigkeits- 
vektor it  gemäß  den  dafür  früher  getroffenen  Festsetzungen 
abzutragen  ist.  Ebenso  soU  der  Winkel  q)  nach  jener  Richtung 
herum  positiv  gezahlt  werden,  iu  der  die  Drehung  des  Fahr^ 
zeugs  erfolgt.    Abgesehen  davon,  daß  es  nichts  ausmacht,  wenn 
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der  Winkel  9  um  2  st  öder  ein  VÜBlfachei  davon  yermehrt  oder 
Termindert  wird,  wd  die  Lage  des  Punktes  durch  die  Angabe 
der  drei  Zylinderkoordinaten  0,  B  und  (p  in  eindeut^er  Weise 
bescbriebeft;  der  Abstand  B  ist  dabei  stets  als  eine  positive 
Große  zu  betrachten. 

um  die  Yektorgleichung  (11)  in  drei  Komponenten- 
gleichungen  zu  zerlegen^  die  sich  auf  das  in  dieser  Weise  ein- 
geführte Koordinatensystem  beziehen  ^  setze  ich  zimächst  den 
Vektor  r,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Ursprung  dieses 
Koordinatensystems^   also   mit  dem  Punkte  z^O  der  Achse 

zusammenfällt^ 

t'^tz  +  mJB.  (12) 

so  daß  also  f  einen  mit  der  Zylinderachse  und  mit  it  gleich- 
gerichteten und  m  einen  anderen  Einheitsvektor  bedeutet,  der 
in  der  Richtung  von  12  und  zwar  von  der  Achse  auf  den  be- 
wegten Punkt  hin  geht.  Dann  erhält  man  für  die  relative 
Geschwindigkeit 

Hierbei  ist  nämlich  zu  beachten,  daß  sich  mit  der  Lage  des 
Punktes  gegen  das  Fahrzeug  auch  die  Richtung  von  m  ändert, 
während  I  konstant  ist  Bezeichnet  man  einen  dritten  Einheits- 
vektor, der  senkrecht  zu  m  und  zu  f  und  zwar  nach  jener 
Richtung  hin  gezogen  ist,  in  der  der  Winkel  (p  wächst,  mit 
lt,  so  hat  man 

da  m  dauernd  ein  Einheitsvektor  bleibt  und  daher  der  Zu- 
wachs dm,  den  m  erfährt,  zur  Richtung  von  m  senkrecht 
stehen  muß.     Die  Geschwindigkeit 

wird  hierdurch  in  drei  Komponenten  zerlegt,  die  man  der 
Reihe  nach  als  achsial,  radial  und  tangential  bezeichnen  kann. 

3* 
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Die    relatiTe   Betchleunigong    erlialt    man    daraus    duroh 
noohmalige  Differentiation  nach  der  Zeit  zn 


dt 


dV 


d'B  .  dm  dB 
dt* 


+  'dt'dt+^\^~S^^ 


d*(p    .   dB  d(p 


dn  -nätf 


dtlij+li^W 


Der  Vektor  it  ist  ein  Einheitsvektor^  der  stets  senkrecht 
zu  m  nnd  t  bleibt  und  sich  mit  m  zusammen  und  mit  der- 
selben Winkelgeschwindigkeit  um  die  f-Aohse 
dreht.   Aus  Abb.  1,  die  dies  rerdeutlicht^  folgt 


.--^ 


du  d(p 

'dt'^'^'di' 


(16) 


und  für  die  Beschleunigung  erhält  man  daher 


Abb.  1. 


(17) 


wodurch  sie  ebenfalls  in  eine  achsiale^  eine  radiale  und  eine 
tangentiale  Komponente  zerlegt  ist. 

Auch  alle  anderen  Glieder  in  61.  (11)  zerlegen  wir  in  der* 
selben  Weise  in  Komponenten.  Die  von  $  seien  mit  Py^fP^^P^ 
bezeichnet.  Die  Zentrifugalkraft;  d  geht  selbst  in  radialer 
Richtung  und  kann 

gesetzt  werden.     Femer  erhält  man 


V?i. 


ät 


B 


n 

m 

f 

d(p 

dB 

dz 

dt 

dt 

dt 

0 

0. 

U 

dB  -ndcp 


dt 


dt  ' 


da  die  Einheitsvektoren  ttmt  in  dieser  Reihenfolge  ein  Rechts- 
system im  Räume  bilden  ^  wie  aus  Abb.  1  hervorgeht  ^  wenn 
man  bedenkt^  daß  it  und  daher  f  in  dieser  Zeichnung  nach 
unseren  Yorzeichenfestsetaungen  senkrecht  zur  Papierfläche  auf 
den  Beschauer  hin  geht. 
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Setzt  man  diese  Werte  in  Gl.  (11)  ein,  so  enthalt  sie  nur 
noeli  Glieder,  die  in  den  Riehtungen  der  n,  M,  I  gehen.  D»» 
mit  zerfallt  sie  in  die  drei  folgenden  Eompoiientengleichnngen 


>> 


(18) 


die  sich  jetzt  wieder  der  Reihe  nach  auf  die  achsiale^  radiale 
und  tangentiale  Richtung  beziehen. 

Die  Bew^pingskomponente  parallel  zur  Zylinderachse  er- 
folgt genau  so,  als  wenn  das  Gef äfi  nicht  rotierte.  Setzt  man 
in  den  Gleichungen  nachträglich  U'^O,  so  sprechen  sie  zu- 
sammen die  dynamische  Grundgleichung  für  die  absolute  Be- 
wegung mit  den  Ausdrucksmitteln  der  Zjlinderkoordiiiaten  aus. 
Dieser  Zusammenhang  geht  noch  deutlicher  hervor,  wenn  man 
durch  geeignete  Zusammenfassung  der  Glieder  die  Gleichungen  (18) 
auf  die  folgende  Form  bringt 


(19) 


In  der  Tat  unterscheiden  sich  die  Gleichungen  far  die 
relative  Bewegung  von  denen  für.  die  absolute  Bewegung  nur 
durch  die  Zufügung  des  konstanten  Summanden  %^  zur  relativen 

Winkelgeschwindigkeit  -^  •     Die  Summe  u  +  -jt  giht   aber 

zugleich  die  Winkelgeschwindigkeit  an,  mit  der  sich  der  vor- 
her mit  m  bezeichnete  Vektor  gegen  den  absoluten  Raum  dreht. 
Bei  dieser  Deutung  gelten  daher  die  Gleichungen  (19)  auch  für 
die  absolute  Bewegung  des  materiellen  Punktes.  Aus  dieser 
Überlegung  heraus  hätte  man  die  Gleichungen  (19)  in  der  Tat 
sofort  ableiten  können,  ohne  von  dem  Satze  von  Cöriolis  Ge« 
brauch  zu  machen.     Die  Eoordinatentrai^sformation  von  dein 
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bewegten  auf  das  ruhende  Koordinatensystem/  aus  der  sich  der 
Säte  Yon  Cpriolis  stets  ableiten  läßt^  gestaltet  sieb  in  dem  vor- 
liegenden Falle  eben  besonders  einfach. 

Um  bier  sofort  wenigstens  an  einem  Beispiele  die  An- 
wendung der  YOrbergebenden  Gleichungen  zu  zeigen^  betrachte 
ich  die  geradlinige  harmonische  Schwingung  eines  materiellen 

Punktes  längs  eines  Halbmessers  im 
rotierenden  Fahrzeuge.  Der  Körper, 
der  als  materieller  Punkt  angesehen 
wird,  sei  durch  eine  in  radialer  Rich- 
tung gehende  Stange  gefuhrt,  so  daß 
er  sich  nur  in  dieser  Richtung  bewegen 
kann.  Als  physikalisch  existierende 
Ejraft  wirke  nur  noch  ein  Federzug  auf 
ihn  ein,  der  in  der  Lage  A  gleich  Null 
und  bei  der  Entfernung  x  von  A 
gleich  ex  ist  (Abb.  2).     In   diesem  Falle   fällt  die  erste  der 

Gleichungen  (19)  fort.    In  den  beiden  anderen  ist  ^  =  0  und 

Pg  =  —  crc  =  —  c{B  —  a) 
zu  setzen.    Die  zweite  Gleichung  geht  damit  über  in 

m  -jrr  =  niBu^  —  cB  +  ca. 

Die  Lösung  der  Gleichung  hängt  davon  ab,  ob  mu^  größer 
oder  kleiner  als  c  ist.  Im  ersten  Falle  wird  die  Gleichung 
durch  Exponentialfunktionen  gelöst.  Im  zweiten  Falle ,  der 
allein  zu  Schwingungen  führen  kann,  ist  die  Lösung 

Cd 

B'^  A  sin  al  +  B  COS  at  + 
wenn  unter  a  der  Wert 


c  —  mu*' 


V  m 


verstanden  wird.  Daraus  ergibt  sich  auch  sofort  die  Schwingungs- 
dauer und  aus  der  Formel  für  B  die  Gleichgewichtslage,  um 
die  sich  die  Schwingung  vollzieht.     Aus  der  dritten  der  Glei- 
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chimg^  (19)  folgt  hieirauf  die  Kraft  P,/  d.  h.  der  Ptßimngs- 
drück  zwischen  dem  bewegten  Körper  und  der  Fährungsstange. 
i'  Von  anderen  Anwendungen   der   Gleichungen  (19)   wird 
später  die  Rede  sein. 

~  §  8.    Belatiybeweg^ongen  im  iingleichfdrmig  rotierenden 

Banm. 

-       %• 

Wir  erweitem  jetzt  die  vorhergehenden  Betrachtungen^  in- 
dem wir-  die  Voraussetzung  fallen  lassen,  daß  die  Winkel- 
geschwindigkeit u  auch  der  Große  nach  konstant  sei.  Dagegen 
soll  immer  noch  n  der  Richtung  nach  konstant  sein  und  das 
Fahrzeug  stets   um   dieselbe  Achse   rotieren.     Dib  Fahrzeug- 

beschleunigung  ^  in  Gl.  (10)  setzt  sich  dann  aus  zwei  Kom- 

ponenten,  einer  radialen  und  einer  tangentialen,  zusammen. 
Die  radiale  Komponente  ist  ebenso  groß  wie  im  Yorhergehenden 

Falle,   während   die  tangentiale  Komponente  die  Größe  -K^r 

hat  Das  folgt  schon  aus  den  in  Banä  I,  §  14  angestellten 
Betrachtungen  über  die  kreisförmige  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes.  In  GL  (11)  ist  daher  dementsprechend  ein  weiteres 
Glied  beizufügen. 

Die  Gleichungen  (12)  bis  (17)  des  vorhergehenden  Para- 
graphen  können  ohne  Änderung  übernommen  werden,  da  bei 
ihrer  Ableitung  von  der  Voraussetzung,  daß  u  konstant  sei, 
kein  Gebrauch  gemacht  wurde.  Die  einzige  Änderung  in  den 
Gleichungen  (18)  besteht  daher  darin,  daß  in  der  letzten  von 
ihnen  noch  ein  Glied  hinzutritt,  das  von  der  tangentialen 
Komponente  der  Fahrzeugbeschleunigung  herrührt.  Die  Glei- 
chungen lauten  daher  jetzt,  wenn  wir  sie  sofort  in  der  ihnen 
in  (19)  gegebenen  Form  anschreiben, 


>• 


:(20) 
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Wir  können  nun  zii  einer  Anwendnng  dieeer  Oleiehnngeit 
übergehen^  die  der  am  Sohlmee  des  rorigen  Peragraplien  be» 
tprochenen  sehr  ähnlich  iet,  dabei  aber  zu  einem  erheblich 
wichtigeren  Ergebnisse  f&hrt  Wir  betrachten  nämlich  wiederum 
eine  in  radialer  Bichtong  yor  sich  gehende  geradlinige  Bew^^g 
dea  bewegten. materiellen  Punkte»  relativ  zum  Fahrzeuge^  yer- 
fügen  aber  über  die  veränderliche  Winkelgeschwindigkeit  u  in 
der  Art,  daß  der  Führungsdmck^  der  vorher  notig  war,  um  die 
geradlinige  Bewegung  zu  erswingen^  jetzt  zu  Null  wird.  Auch 
jetzt  fällt  wieder  die  erste  Gleichung  ganz  fort  und  die  beiden 

anderen  lauten^  nachdem  sowohl  ^    als  P,  gleich  Null  ge- 
setzt isty 


w^^  =  mBu*+P« 


,    dt  dt 


>  • 


(21) 


Über  die  radiale  Eraft  P,  machen  wir  einstweilen  keine 
bestimmte  Yoraussetzung;  sie  kann  entweder  wie  früher  von 
einem  Federzuge  herrühren  oder  auch  einem  anderen  Gesetze 
folgen. 

Die  letzte  der  Gleichungen  (21)  wird  sofort  integrabel, 
wenn  man  sie  in  der  Form 

anschreibt    Die  Integration  liefert 

21gii  +  lgu-*const 

oder  in  anderer  Form 

uB^^C^,  (22) 

Entnimmt  man  hieraus  ü  und  setzt  den  Wert  in  die  erste  der 
Gleichungen  (21)  ein,  so  erhält  man 

'»??"=»»¥  +  ^«-  (23) 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  -jr,  so  geht  sie  über  in 

i      m  d/dB\^         fi'  dB    ,    j^  dB 
■      ?Xddt;""^Ä«   dt  '^^^  dt^ 
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-woraus  dnrch  eine  Integration  nach  t  folgt 

Die  Integrfttionskonstante  ist  in  dem  unbestimmten  Integrale 
Ton  Pg  mit  enthalten. 

Ans  diesen  Formeln  lassen  sich  nun  yerschiedene  wichtige 
Folgerungen  ziehen/  indem  man  fflr  das  bisher  unbestimmt 
gelassene  Gesetz,  dem  die  radiale  Kraft  Pg  folgen  soU^  ver-» 
schiedene  Annahmen  macht.  Setzen  wir  zunächst  noch  all- 
gemeiner voraus,  daß 

P^^KR^  (25) 

ist,  worin  n  irgend  eine  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet, 
so  läßt  sich,  wenn  wir  dabei  der  Einfachheit  halber  von  dem 
besonderen  Falle  n  ««  — - 1  absehen,  GL  (24)  ersetzen  durch 

und  man  sieht  leicht  ein,  wie  die  Gleichung  nochmals  integriert 
werden  kann. 

Die  Bedeutung  dieser  Betrachtungen  ergibt  sich,  wenn 
man  die  absolute  Bewegung  des  materiellen  Punktes,  der  diese 
relative  Bewegung  ausführt,  ins  Auge  faßt.  Gegen  den  ab- 
soluten Raum  bewegt  sich  der  materielle  Punkt  in  einer  Kurve 
und  zwar  unter  dem  alleinigen  Einflüsse  der  „physikalisch 
existierenden^'  Kraft  P^.  Wir  sind  daher  nach  AusfCLhrung 
dcff  vorher  besprochenen  Integrationen  in  den  Stand  gesetzt» 
auch  die  kruounlinige  Bewegtmg  eines  materiell«!  Punktes 
anzugeben,  der  dem  Einflüsse  einer  Zentralkräft  ausgesetzt  ist^ 
die  eine  beliebige  Funktion  der  Entfernung  sein  kann. 

Die  Betrachtung  ^r.  relativen  Bewegung  hat  bei  dieser 
Anwendung  nur  die  Bedeutung  eines  Kunstgriffes  zur  ein- 
fa<dieren  AusfUhruUg  der.  Integration  der  dynamischen  Grund* 
gleichung .  für  eine  solche  Zentralbewegung.  GL  (22)  kann 
dahin  gedeutet  werden,  daß  die  veränderliche  Winkelgesehwindigr 
keit  des  rotierenden  Koordinatensystems  so  zu  wählen  ist,  wie 
^s  durch  den  Flachensatz  gefordert  wird,  denn  u^B  gibt  ja  in 
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der  Tat  das  Doppelte  der  Sektorengeschwindigkeit  der  zu  unter- 
suchenden  Zentralbewegung  an.  Die  damit  erreichte  Zurück- 
f£lhrung  der  krummlinigen  absoluten  Bewegung  auf  eine  gerad- 
linige Bewegung  relativ  zum  rotierenden  Koordinatensysteme 
bildet  aber  eine  erhebliche  Erleichterung  für  die  Ausführung 
der  Integrationen. 

Nehmen,  wir  zunächst  einmal  an^  die  Kraft  Pg  sei  eine 
Anzierhung,  die  umgekehrt  proportional  der  dritten 
Potenz  der  Entfernung  von  dem  auf  der  Achse  ge- 
legenen Anziehungszentrum  ist.     Dann  haben  wir 

p=^^ 

zu  setzen  und  an  Stelle  von  öl.  (26)  erhalten  wir 

dB 


dt 


1/^(1-''.')+^ 


Die  Integration  der  Oleichimg^  die  nach  Trennung  der  Yariabeln 
leicht  vorgenommen  werden  kann^  liefert 

?  20,  Y   m  ^     '     w  'S? 

woraus  man  JR  sofort  als  Funktion  von  t  erhalten  kann.  Nach- 
dem dies  geschehen  ist,  folgt  auch  u  aus  61.  (22).  Die  Inte- 
grationskonstanten C^y  C^y  C^  ergeben  sich  aus  den  Anfangs- 
bedingungen^ indem  für  ^  ^  0  sowohl  «*  als  B  und  -^  gegeben 

Bein  müssen,  wenn  man  den  weiteren  Yerlauf  der  Bewegc&g 
voraussagen  soU.  Hierauf  ist  die  Bewegung  durch  die  vorher* 
gehenden  Formeln  vollständig  beschrieben. 

In  derselben  Weise  ist  auch  fQr  jedes  ändere  Gesetz  zu 
verfahren,  dem  die  Zentnilkraft  P,  unterworfen  ist.  Schwierig- 
keiten können  sich  dabei  nur  insofern  ergeben,  als  die  Quadratur, 
die  zur  Integration  der  61.  (24)  erforderlich  ist,  nicht  immer 
in  geschlossener  Form  ausgeführt  oder  nicht  in  den  gewöhn- 
lichen einfachen  Funktionen  ausgedrückt  werden  kann. 

"  Von  besonderer  Bedeutung  ist  natürlich  wegen  der  An- 
wendung, die  davon  auf  die  Planetenbewegung  gemacht  werden 
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kann,  der  Fall,  daß  P,  amgekehrt  proportional, mit  der 
zweiten  Potenz  der  Entfernung  Tom  Anziehnngs- 
zentrum  ist     In  diesem  Falle  ist 

zu  setzen  nnd  GL  (26)  geht  damit  über  in      ' 


dB 
dt 


Setzen  wir  den  Wert  auf  der  rechten  Seite  gleich  Null 
imd .  losen  die  dadurch  entstehende  quadratische  Gleichung 
nach  £  auf;  so  erhalten  wir/  unter  der  Voraussetzung^  daß  die 
Wurzeln  reell  sind,  den  größten  und  den  kleinsten  Wert^  die 
12  während  der  Bewegung  annimmt.  Wir  können  aber  auch 
umgekehrt  yerfahren,  nämlich  mit  Rücksicht  auf  das  Ziel 
unserer  Untersuchung  die  beiden  Extremwerte  i2|  und  ü, 
von  12  als  gegeben  ansehen  und  die  bisher  unbestimmt  ge- 
bliebenen Integrationskonstanten  C^  und  G^  in  ihnen  aus- 
drücken.    Die  beiden  Gleichungen 

2J5:      fi«     ^fi  ^0 

liefern  durch  Auflösen  nach  C^^  und'Og 

^^^=■¥•^5      G^'-B^r  (28) 

and  wenn  man  dies  einsetzt,  geht  GL  (27)  über  in 

dt        V  m\R      b^b^  +  b;^      ^  +  ^/'  ^  ^ 

Wir  trennen  die  Yariabeln  und  bringen  die  Gleichung  auf  die  Form 

BdB  ,. 


l/2jr/  B,B,  i?«     \ 

r    w  V        -Bi  +  Ä,      b,+bJ 
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Die  Integration  kann  jetzt  leicht  auigeftlhrt  werden.    Sie  liefert 

Da  aresin  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion  ist,  gehören  zii 
einem  bestimmten  Werte  von  R  unendlich  viele  Werte  von  t 
Wenn  die  Gleichung  für  zwei  Werte  von  R  und  t  erfüllt  war, 
bleibt  sie  auch  noch  erfüllt,  wenn  man  bei  demselben  Werte 
von  R  die  Zeit  t  um  ein  ganzes  Vielfaches  des  Betrages  T 
▼enaehrt  oder  vermindert,  der  einer  Änderung  des  arosin  auf 
der  linkra  Seite  der  Gleichung  um  29r  entspricht.  Die  Be- 
wegung ist  damit  als  eine  periodische  erkannt  Die  Schwingung»- 
dauer  T  erhalten  wir  aus  der  Gleichung 


V    m 


2K        1 
m 


tÄ  +  -ß«)  •  2flc, 


also,  wenn  wir  an  Stelle  von  R^  +  R^  kürzer  2  a  schreiben, 


T»2«]/?^".  (31) 

Bei  der  absoluten  Bewegung  beschreibt,  wie  sich  alsbald 
zeigen  wird,  der  materielle  Punkt  während  der  Zeit  T  eine 
geschlossene  Bahn,  und  es  kann  daher  schon  jetzt  darauf  hin- 
gewiesen werden,  daß  Gl.  (31)  das  dritte  Eeplersche  Gesetz 
für  die  XJmlaufsdauer  eines  Planeten  um  die  Sonne 
ausdrückt. 

Um  die  Bahnkurve  der  absoluten  Bewegung  zu  erhalten, 
bezeichnen  wir  mit  ^  den  Winkel,  den  der  niu^h  dem  bewegten 
Punkt  gezogene  Radiusvektor  R  zur  Zeit  t  mit  einer  im  ab- 
soluten Raum  festgehaltenen  Anfangslage  bildei  Hnsere  Auf- 
gabe besteht  dann  darin,  R  als  Funktion  des  Winkels  ^  dar- 
zustellen. Zunächst  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ii,  mit  der 
sich  das  bewegte  Koordinatensystem  gegen  den  absoluten 
Raum  dreht,  , 


u 


dt 
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zu  seteen.    Ferner  UUt  sieh  jetart^  wenn  JS  ali  Funktion  ron  ^ 
engesehen  wird, 

dB^dB    d^^    dB 
<J*  "  <lt  '  <**  ""  ^d^ 

schreiben  oder  aach,   wenn  man  u  aus  GL  (22)  und  C^  aas 
Gtl  (88)'  entnimmt, 

dB     c^  ds      1  dfii/^k  b^bT' 

"3T  *"  in  3^  "  in  S^  VH'  B,  +  B, ' 
Diesen  Wert  fOhren  wir  in  61.  (29)  ein.    Sie  geht  damit  über  in 
1     dB  '\/^S~  jBtJB,         -1/2^/1  BjB^  1       \ 

Durch  ein&che  Umformungen  und  mit  Benutzung  der 
vorher  schon  eingefOhrten  Abkürzung  2a  für  JS^  +  i!,  wird 
daraus 


ay] 


B^  x2|  2^  x^ 


Die  Integration  laßt  sich  mit  Hilfe  bekannter  Integral- 
formeln sofort  ausfahren  und  liefert,  wie  man  sich  auch  durch 
Ausführung  einer  Differentation  an  der  nachfolgenden  Formel 
nachtraglich  leicht  überzeugen  kann, 

•         022'— At.S«  ,     /nr 

arcsm  —         ^  ^  _  =«  if;  +  C- . 

Das  ist  gleichbedeutend  mit 

aB-B,B,    ^si^(^^g)^ 

Um  die  Integrationskonstante  C^  zu  bestimmen,  wollen 
wir  festsetzen,  daß  der  Winkel  ^  von  jener  Lage  an  gerechnet 
werden  soll,  in  der  B  =-  JS^  war.  Für  diesen  Wert  von  R 
nimmt  die  linke  Seite  der  Gleichung  den  Wert  1  an,  wie  man 
erkennt,  wenn  man  sich  der  Bedeutung  von  a  erinnert  Da 
für   diesen   Fall   ^ » 0   sein   soll,    ist   daher   C^   ein  rechter 

Wink^  d.  h.  gleich  ^  •     ^^^  ^^i  auf  der  rechten  Seite  der 
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Gleichung  läfit. sich,  wenn  man  dies  beachtet,  durch  cos^  err 
setzen.     Die  Auflösung  der  Gleichung  nach  i2  liefert  hierauf 

E^  .  A^       _  (32) 

und  damit  ist  die  Gleichung  der  Bahnkurve  in  Polarkooi):dinaten 
gefunden.  Das  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ellipse, 
von  der  ein  Brennpunkt  mit  dem  Eoordinatenursprunge 
zusammenfällt.  Um  sie  auf  die  übliche  Form  zu  bringen, 
braucht  man  nur 


8 


11^=^  a  +  6]    R^'^  a  —  e    und    6*  =  a*  —  e 

ZU  setzen,  womit  die  neu  eingeführten  Eonstanten  e  und  b 
definiert  sind.    Die  Gleichung  geht  dann  über  in 

JB==         ^'     ,  (33) 

und  der  Vergleich  mit  der  in  der  analytischen  Geometrie  ab- 
geleiteten EUipsengleichung  zeigt  uns,  daß  a  die  große,  b  die 
kleine  Halbachse  der  Ellipse  und  e  die  Exzentriziiät,  d.  h.  die 
Entfernung  des  Brennpunktes  yon  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  ist. 

Nachdem  die  Bahnkurve  ermittelt  ist,  kehren  wir  noch- 
mals zu  Gl.  (30)  zurück,  um  die  Zeit  t  als  Funktion  des 
Winkels  ^  darzustellen,  der  von  ^  »  0  an  durchlaufen  wurde. 
Durch  Einsetzen  der  inzwischen  bestimmten  Werte  erhalten 
wir  zunächst 

B(B,  +  -Rj)  -  Üi-Bg  -  JB*  =  2aJB  -  6«  -  B»  -  c«  ~  (B  -  a)« 

\a  —  eco8i/F/  ""  (a  —  ecos'^)* 

(a  —  ccos'^)"  (a  —  ecoso^)* 

GL  (30)  läßt  sich  daher  auch  auf  die  Form  bringen 


^y2a'   '^'^^ 


a  —  ecoaijj 


a  '  arcsm  — = — r  \  **  ^  V  — — r  ^a* 
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Wenn  wir  die  Zeit  t  Von  dem  Aagenblick  an  zählen,  in  dem 
^  -=  0  war,  folgt  far  C, 

Für  die  Zeit  t  erhalt  man  daher 

<  —  1/  -^^  { a  — ^  +  a  arcsm f }      (34) 

mit  dem  Vorbehalte,  daß  für  die  unendlich  vieldeutige  Funktion 
aresin  jener  Wert  einzusetzen  ist,  der  bei  stetigem  Wachstum 

von  if  aus  dem  Werte  — —  für  ^  =»  0  hervorgeht.     DaS  der 

Ausdruck,  von  dem  der  aresin  zu  nehmen  ist,  für  alle  Werte 
von  i>  zwischen  —  1  und  +  1  liegt,  wie  es  sein  muß,  damit 
der  Ausdruck  reell  bleibt,  U£t  sich  leicht  zeigen.  Da  a  größer 
ist  als  6,  wird  bei  von  Null  an  wachsendem  i>  der  Bruch,  der 
zuerst  den  Wert  —  1  hatte,  dem  Absolutbetrage  nach  zunächst 
kleiner,  bis  er  bei  einem  gewissen  spitzen  Winkel  zu  NuU  wird, 
worauf  er  bei  weiterem  Wachsen  von  ^  positiv  und  immer 
größer   und   für  ^  =  ;r  zu  +  1   wird.      Der   hierzu   gehörige 

aresin  ist  gleich  -\-  —  ixi  setzen.    Wächst  jetzt  ^  noch  weiter, 

so  durchläufb  der  Bruch,  von  dem  der  aresin  zu  nehmen  ist, 
die  vorige  Wertreihe  von  neuem  in  umgekehrter  Richtung, 
während  der  aresin  selbst  weiter  wächst.  .  Wenn  endlich  ^  den 
Wert  2n  erreicht,  wird  der  Bruch  wieder  wie  zu  Anfang  gleich 

-*-  1,  der  .aresin  davon  ist  aber  jetzt  nicht  gleich  — g-,  sondern 

gleich  -^  zu  setzen.     Ebenso  wäre,  wenn  man  das  Wachsen 

des  Winkels   ^   noch   über   2%  liinaus   verfolgen  wollte,  bei 

^  -=  43r  der  aresin  (—  1)  gleich  -5-  zu  setzen  usf. 

Für  einen  vollen  Umlauf  des  bewegten  Punktes  längs  der 
elliptischen  Bahn  findet  man  daher 


in  Übereinstimmung  mit  GL  (31),  womit  die  an  diese  Gleichung 
vorläufig  als  Behauptung  angeschlossene  Bemerkung  nachträg- 


lich bewie3en  ist. 
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SncUioli  soll  noch  al«  drittes  Beispiisl  die  Bewegung 

besprochen  werden^  die  der  materielle  Punkt  ausführt, 

wenn  die  Kraft  P,  eine  Anziehung  ist,  die  proportional 

mit  dem  Abstände  B  von  der  Achse  wächst.    Wir  haben 

dann 

Pj  =  --  KB, 

womit  GL  (26)  übergeht  in 


dt 


Drücken  wir  auch  jetzt  wieder  die  Integrationskonstanten 
G^  und  C^  in  den  beiden  Extremwerten  B^  und  B^  von  B  aus, 
so  wird  daraus 

B^^y^iB\B,r+B,')-B*~B,'B^').        (35) 

Betrachtet  man  i2^  als  die  Integrationsvariable,  so  läßt  sich 
die  Gleichung  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  sofort  inte- 
grieren.    Man  erhält  dann 

oder  auch,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  B^  auflöst, 

_R,_V±^  +  VzLVgi„^2*l/?^C,).        (36) 

Zählt  man  die  Zeit  von  einem  Augenblicke  an,  in  dem 
iJ  =  jB^  war,  so  folgt  aus  dieser  Grenzbedingung  C?«  =■  v,  ^^^ 
die  Gleichung  läßt  sich  daher  auch  schreiben 

2  '  2  V  m 

Um  die  Bahnkurven  im  absoluten  Baume  zu  finden,  setzen 

wir  wie  früher 

dB        fi    dB 

dt   *°  B*  dip  ^ 
oder,  wenn  wir  den  hier  zutreffenden  Wert  voä  C^  einführen, 

dB        1    dB     T<  T,  ^fK 
Üf-B^-d^'^^Vm' 
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Hiamiit  geht  ÖL  (SS)  über  in 

r>r>  BdE ^^  Ati 

Auch  hier  läßt  sich  die  Integration  ansführen,  wenn  man  R^ 
als  Variable  betrachtet^  und  man  erhält 

Wird  der  Winkel  t  von  jener  Lage  aus  gezählt^  in  der  JS  =  i?^ 
war,  so  folgt  Q  =  — ,  und  durch  Auflösen  der  Gleichung 
nach  B^  erhalt  man  daher 


B«  = 


2Äi*22,* 


i2i •  +  22,*  —  (i?!  *  —  22,«)  cos  2t/> ' 
wofür  man  auch  nach  Entwicklang  yon  cos  2^ 

B  *B  * 

^    ^  jBi«8in*i/;  +  Ä,«  008*1^  (^'^) 

schreiben  kann.  Man  überzeugt  sich  leicht^  daß  dies  die 
Gleichung  einer  Ellipse  in  Polarkoordinaten  ist^  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  Pole  zusammenfällt. 

Damit  hat  man  nur  ein  früher  schon  (in  Band  IV)  auf 
viel  einfacherem  Wege  abgeleitetes  Ergebnis  wieder  gefunden. 
Bei  dem  letzten  Beispiele  bringt  daher  die  Behandlung  mit 
Hilfe  der  Relativbewegung  keine  Erleichterung,  sondern  viel- 
mehr eine  Erschwerung  der  Lösung,  ganz  im  Gegensatz  zu 
dem  vorhergehenden  Beispiele,  das  .sich  auf  die  Planeten- 
bewegung bezog.  Es  schien  indessen  wünschenswert,  trotz  der 
dadurch  bedingten  umständlicheren  Rechnung,  zur  besseren 
Erläuterung  des  ganzen  Verfahrens,  auch  die  elliptische 
harmonische  Schwingung  auf  diesem  Wege  zu  behandeln. 

§  9.    Fadenpendel  im  ungleichförmig  rotierenden  Baum. 

In  Band  IV  habe  ich  die  Bewegung  des  gewöhnlichen 
Fadenpendels  für  größere  Ausschläge  nur  unter  der  Voraus- 
äetzung  behandelt,  daß  es  ebene  Schwingungen  ausführe;  Im 
allgemeinen  Falle   beschreibt   aber   der   materielle  Punkt   des 

Föppl,  höhere  DTiiamik.  4 
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• 

Fadenpendels  eine  doppelt  gekrümmte  sphärische  Kurve.  Darauf 
werde  ich  später  bei  der  Theorie  der  Kreiselbewegong^  mit  der 
die  Pendelbewegimg  sehr  eng  verwandt  ist;  nochmals  zurück- 
kommen. An  dieser  Stelle  soU  aber  gezeigt  werden^  wie  man 
die  Differentialgleichungen  für  die  allgemeine  Bewegung  des 
Fadenpendels  nach  der  Methode  der  Belativbewegung,  also 
nach  dem  schon  im  vorigen  Paragraphen  angewandten  Yer- 
fahren,  unabhängig  von  aUen  anderen  Betrachtungen  auf- 
stellen kann. 

Wir  lassen  also  ein  Koordinatensystem  um  die  durch  den 
Aufhängungspunkt  gezogene  Lotrechte  derart  rotieren^  daß  das 
Pendel  relativ  zu  diesem  Koordinatensystem  ebene  Schwingungen 
ausführt.  Wir  können  dann  die  Aufgabe  dadurch  lösen,  daß 
wir  nach  Einführung  der  Ergänzungskräfte  der  Belativbewegung 
das  Gesetz  aufsuchen^  dem  diese  ebenen  Schwingungen  gehorchen. 

Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  rotierenden  Baumes  auch  in  diesem  Falle^ 
wie  schon  in  Gl.  (22),  der  Gleichung 

uB^  =  (7i  (38) 

genügen  muß,  wenn  die  Buchstaben  die  frühere  Bedeutung 
behalten.  Anstatt  die  frühere  Betrachtung  auf  die  Pendel- 
bewegung zu  übertragen,  genügt  es  zum  Beweise  dafür,  den 
Flächensatz  in  bezug  auf  die  durch  den  Auf  hängepunkt  gezogene 
Lotrechte  als  Achse  für  die  absolute  Bewegung  des  Pendels 
anzuwenden.  Die  beiden  einzigen  Kräfte,  die  an  dem  materieUen 
Punkte  angreifen,  das  Gewicht  und  die  Fadenspannung  haben 
beide  das  Moment  Null  für  diese  Achse,  und  daher  muß  auch 
das  statische  Moment  der  Bewegungsgröße  für  diese  Achse 
konstant  bleiben.  Zerlegt  man  nun  die  Geschwindigkeit  in 
zwei  Komponenten,  von  denen  die  eine  in  der  durch  den  Faden 
gelegten  Lotebene  enthalten  ist,  während  die  andere  dazu  senk- 
recht steht,  so  tragt  die  erste  Bewegungskomponente  zum  DraU 
nichts  bei,  weil  die  Richtungslinie  der  Geschwindigkeit  die 
Momentenachse  schneidet,  und  die  andere  Bewegungskomponente 
mit  der  Geschwindigkeit  uB  liefert  den  Drall  muB^,  womit 
Gl.  (38)  von  neuem  bewiesen  ist. 
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Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  Relativbewegung 
über^  80  sind  an  dem  bewegten  Punkte  zum  Gewichte  und  der 
Fadenspannung  noch  die  Ergänzungskriifte  anzubringen.  Die 
zweite  Erganzungskraft  steht  stets  senkrecht  zur  Belativ- 
geschwindigkeit^  also  hier  senkrecht  zur  Bewegungsebene.  Die 
erste  Erganzungskraft  können  wir^  wie  es  schon  im  vorigen 
Paragraphen  geschehen  war^  in  zwei  Komponenten  zerlegen^ 
von  denen  die  eine  die  Zentrifugalkraft  und  daher  in  der 
Bewegungsebene  enthalten  ist,  während  die  andere  senkrecht 
ZU  dieser  Ebene  steht.  Wir  wissen  aber  schon  ^  daß  diese 
Komponente  mit  der  zweiten  Erganzungskraft  im  Gleichgewicht 
stehen   muß^   da   das  Pendel  nicht   aus  ^ 

der  Bewegungsebene  heraustritt  und  die 
anderen  Kräfte  alle  in  dieser  Ebene  ent-  >< 

halten  sind.    Die  ebene  Pendelbewegung  >/-"'%/ 

erfolgt  daher  unter  der  Einwirkung  von  ^^   /^ 

den  drei  Kräften :  Gewicht,  Fadenspannung  ^^'       / 

und  Zentrifugalkraft.  O^  X 

In  Abb.  3  sind  die  drei  Kräfte  ein-        \  X 

gezeichnet.     Die  Bewegungsgleichungen  ^^^^  R 

können  jetzt  in  derselben  Weise  aufgestellt    m  » '  ä  T^  -^ 

werden  wie  früher  bei  der  Theorie  der  X  ^  "^  — 

ymg 

ebenen  Pendelschwinimmren.  Wir  wenden 
dazu  den  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  an. 

Der  größte  Pendelausschlag  sei  mit  a  bezeichnet.  Die  lebendige 
Kraft  des  materiellen  Punktes  relativ  zum  rotierenden  Baume 
ist  an  dieser  Stelle  gleich  NuU.  Die  lebendige  Kraft  in  der 
durch  den  Winkel  x  bezeichneten  Lage  ist  daher  gleich  der 
Arbeit  der  Kräfte  beim  Übergange  aus  der  einen  in  die  andere 
Lage  zu  setzen.  Die  Fadenspannung  leistet  keine  Arbeit,  da 
sie  stets  senkrecht  zum  Wege  steht.  Die  Arbeit  des  Ge- 
wichtes mg  läßt  sich  sofort  angeben.  Die  Arbeit  der  Zentri- 
fugalkraft muß  dagegen  erst  noch  berechnet  werden.  Mit  Bücksicht 
auf  Gl.  (38)  erhält  man  für  die  Zentrifugalkraft  den  Ausdruck 
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xmA  die  Arbeit  beim  Übei^^ange  aus  einer  Li^  in  eine  be- 
nachbarte wird  daraus  dureb  Multiplikation  mit  dR  gefunden. 
Gebt  daber  das  Pendel  ans  der  Lage  x  üi  die  Lage  a  über^ 
so  wird  die  Arbeit  der  Zentrifugalkraft  gleich 


a 


gefunden.  Bei  der  Bewegung  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
ist  das  Vorzeichen  umzukehren.  Die  Gleichung  von  der  lebendigen 
Kraft  liefert  daher^  mit  Weglassung  des  aUen  Gliedern  gemein- 
samen Faktors  m 

i-(?^5y=<7Kco8x-cosa)-g;(^^-^).     (39) 

Eine  Lösung  der  Gleichung  ist  zunächst  %^  a]  aber  dann 
darf  a  nicht  ein  beliebig  gegebener  Wert  sein^  sondern  es  muß 
der  Gleichgewichtslage  des  Pendels  im  rotierenden  Raunte  mit- 
sprechen. Bei  dieser  Gleichgewichtslage  geht  die  Resultierende 
aus  dem  Gewichte  und  der  Zentrifugalkraft  in  der  Richtung 
des  Fadens y  oder  mit  anderen  Worten:  das  statische  Moment 
des  Gewichtes  in  bezug  auf  den  Aufhängepunkt  muß  gleich 
dem  statischen  Moment  der  Zentrifugalkraft  sein.  Bezeichnet 
man  den  der  Gleichgewichtslage  entsprechenden  Winkel  mit  ß^ 
so  folgt  ß  aus  der  Momentengleichung 

G  * 
m  -^  Z  cos  ß  =  mgBj 

wenn  darin  i2»Zsin/3  gesetzt  wird.    Die  Gleichung  geht  dann 

über  in  ^  j 

tg^sin»^  =  ^.  (40) 

Wenn  (7^  fest  gegeben  ist,  kann  man  immer  einen  und 
nur  einen  spitzen  Winkel  angeben,  der  dieser  Gleichung  genügt, 
da  sowohl  sin'/3  als  tg  ß  bei  wachsendem  ß  innerhalb  des 
Quadranten  fortwährend  von  0  an  und  zwar  igß  bis  zu  <x>  zu- 
nehmen. Das  gilt  allgemein;  in  dem  besonderen  Falle ^  daß 
X^  ß  bleibt,   läßt  sich  aber  die  Gleichung  erheblich  verein- 
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ffttäien;  indem  dann  nach  GL  (S8)  u  konstant  ist.  Man  kann 
dann  C^  in  u  ausdrücken  nnd  erhalt  an  Stelle  Ton  Gl.  (40) 

COB^^^j.  (41) 

Im  absoluten  Räume  beschreibt  das  Pendel  in  diesem  Falk 
eins  Kreiskegelfläche,  d.  h.  es  bandet  sich  dann  um  das  scäiion 
im  ersten  Band«  behandelte  ZentrifugalpendeL  Damit  diese 
Bewegung  möglich  ist,  muß,  wie  schon  damals  besprochen 
wurde,  u  groß  genug  sein,  um  den  auf  4^t  rechten  Seite 
stehenden  Bruch  zu  einem  echten  zu  machen. 

Eine  besondere  Beachtung  yerdient  aber  ferner  eine 
Pendelbewegung,  die  der  soeben  besprochenen  stets 
eng  benachbart  bleibt,  so  also,  daß  die  ebenen  Pendel- 
schwingungen im  rotierenden  Baume. kleine  Schwin- 
gungen um  die  jetzt  aus  Gl.  (40)  zu  berechnende  Gleich«' 
gewichtslage  ß  bilden.  In  diesem  Falle  yereinfacht  sich 
Gl.  (39)  erheblich,  wenn  wir 

X^ß  +  Xi 
setzen   und  Xi  ^^^   ^^^^   kleine  Größe  ansehen,   deren   höhere 
Potenzen    gegenüber    der    ersten    und    zweiten    vernachlässigt 
werden  dürfen.     Auch  a  wird  dann 

und  a^  ist  ebenfalls  eine  kleine  Größe,  von  der  dasselbe  gUt 
wie  von  Xi'  ^^^  ^^^  dann,  wenn  man  bis  auf  Glieder,  die 
von  der  zweiten  Ordnung  klein  sind,  nach  dem  Taylorschsn 
Satze  entwickelt, 

cos X  ■*  cos ß  —  Xi^^^ß  ^2    ^^^ ^ 

cos  X  —  cos  a  =  («1  —  Xi)  sin  /3  +  ^  (a^*  —  ^i*)  cos  ß 

8in«;t  "  si»*^        ^^  «n»/5   "^2    Un'^  "^    ein*^/ 

ßin>X       ein»«        sin»^  ^^       ^^^  ^  ^^        ^^  J  Un«^  ^    m^ ^  ) 

Diese  Werte  setzen  wir  in  Gl.  (39)  ein  und  ebenso  den 
aus  Gl.  (40)  folgenden  Wert  von  G,*.    Es  zeigt  sich  dann,  daß 
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sich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  die  von  der  ersten 
Ordnung  kleinen  Glieder  gegeneinander  wegheben.  Das  war 
von  Yomherein  zu  erwarten,  da  ja  auch  die  linke  Seite  von 
der  zweiten  Ordnung  klein  ist,  und  darin  besteht  auch  der 
Grund,  aus  dem  es  nötig  war,  vorher  die  Entwicklung  nach 
i&ax  Taylorschen  Satze  bis  zu  den  Gliedern  von  der  zweiten 
Ordnung  fortzusetzen.  Nach  einfachen  Umformungen  geht 
GL  (39)  über  in 


c 


dtj        "^  1        ^1^      l  cos^ 


Die  Integration   läfit   sich   nun   leicht  ausführen,   indem  man 
zunächst 


äi^/LS 


schreibt,  worauf  man 


aresin  ?ä-  =  C  + ^1/4-.  i+^^ 

erhält.  Zählen  wir  die  Zeit  yon  einem  Augenblicke  an,  in 
dem  %i  =  0  war,  so  folgt  für  die  Integrationskonstante  0  =  0 
Die  Gleichimg  läßt  sich  dann  schreiben 


«1  =  «1  srn^y  f  .    \^^p    ''•  (43) 

Daraus  schließen  wir  zunächst,  daß  %^  zwischen  den 
Grenzen  —  «i  und  +  a^  schwankt.  Das  Pendel  schlägt  also 
nach  der  einen  Seite  von  der  Gleichgewichtslage  /3  um  ebenso- 
yiel  aus  als  nach  der  anderen.  Die  Amplitude  a^  ist  im 
übrigen  beliebig,  abgesehen  natürlich  dayon,  daß  sie  als  klein 
anzusehen  war.      Für  die  Dauer  T  einer  vollen  Schwingung 

erhält  man  

r^2«T/J-.    _^7^,.  (44) 

f     g      1  +  8  cos*  p  ^      ^ 

Bezeichnet  man  mit  u^  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
rotierenden  Raumes  in  dem  Augenblicke,  in  dem  das  Pendel 
durch  die  Gleichgewichtslage  /3  hindurchgeht,  so  ist  nach  Gl.  (38) 

Ci=Wo^^sin*/5, 
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und  Idermit  folgt  aas  GL  (40)^  ganz  wie  früher  in  GL  (41)^ 

COS/J--V,  (45) 

SO  daß  GL  (44)  auch  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann. 

Dabei  ist  jedoch  zu  beachten^  daß  diese  Formel  nur  unter 
der  Voraussetzung  gilt^  daß  u^  groß  genug  ist,  um  den  auf 
der  rechten  Seite  von  GL  (45)  stehenden  Bruch  nicht  größer 
als  die  Einheit  werden  zu  lassen  ^  da  andernfalls  die  hier  be- 
trachtete Schwingung  überhaupt  nicht  möglich  ist. 

Für  u  findet  man  aus  GL  (38) 

^  "  ^OBin«(?  +  y,)  =-  ^o(l  -  Hl  cotg  ß), 

und  hiermit  kann  der  ganze  Bewegungsvoi^ang  bereits  als 
genügend  beschrieben  angesehen  werden.  Es  mag  nur  noch 
darauf  hingewiesen  werden,  daß  T  nach  GL  (46)  kleiner  ist  als 
die  Dauer  eines  Umlaufs  des  rotierenden  Baumes,  die  gleich 

—  gesetzt  werden   kann.     Da   beide   Zeiten   im   allgemeinen 

nicht  kommensurabel  miteinander  sind,  beschreibt  der  materielle 
Punkt  im  absoluten  Räume  auch  keine  in  sich  zurücklaufende  Bahn, 
um  GL  (39)  allgemein  zu  integrieren,  bringt  man  sie  auf 
die  Form 

t^    C  ^^^-        ^  ^     r  +  C,.        (47) 

/   "1/2  4-  (COB  l  —  COS  Of) ^r-  i-r—^ ^-^ 

Das  Integral  ist  ein  elliptisches,  von  dessen  weiterer  Be- 
handlung hier  abzusehen  ist. 

§  10.    Zwangläufige  Fendelaoliwingungen  im  gleichförmig 

rotierenden  Baum. 

Hier  betrachten  wir  ein  Pendel,  das  an  einer  vertikal 
stehenden  WeUe  derart  aufgehängt  ist,  daß  es  die  mit  gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit  vor  sich  gehende  Botation  der 
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Welle  mitmaclien  muß  und  daneben  relatir  zur  Wi^Uß 
Scl^wingungen  in  einer  durch  die  ümdrehungsachse  gelegten 
Ebene  ausfuhren  kann.  Außer  den  Auflagerkräften  an  der 
Aufhängung,  die  das  Pendel  zu  der  ihm  geometrisch  vor- 
geschriebenen Bewegungsart  zwingen,  soll  von  physikalisch 
existierenden  Kräften  nur  noch  das  Eigengewicht  an  ihm  an- 
greifen. Reibungen  in  der  Aufhängung  und  der  damit  w- 
bundenen  Führung  sind  «war  nicht  zu  vermeiden;  wir  wollen 
uns  aber  damit  begnügen,  die  Bewegung  unter  der  Voraus^ 
Setzung  zu  untersuchen,  daß  sie  vernachlässigt  werden  können. 
Von  der  Dämpfung  der  Pendelschwingungen,  die  durch  die 
Beibungen  hervorgebracht  "wird,  soll  also  der  Einfachheit 
wegen  abgesehen  werden;  obschon  hinzugefügt  werden  muß, 
daß  es  keine  besonderen  Schwierigkeiten  macht,  sondern  nur 
erheblich  längere  Rechnungen  verursacht,  wenn  man  die 
BaibuBgen  ^nd  die  von  ihnen  herl^igeführte  Dämpfung  ebß:a- 
fall«  berücksichtigen  will. 

Außerdem  wollen  wir  für  den  Anfang  die  Untersuchung 
dädi;rch  noch  weiter  vereinfachen,  daß  wir  das  Pendel  aus 
einer  Stange  und  einer  daran  befestigten  Kugel  bestehend  an- 
nehmen^ das  Gewicht  und  die  Masse  der  Stange  gegenüber 
dem  d^r  Kugel  vernachlässigen  und  die  Kugel  als  einen  einzigen 
materiellen  Punkt  auffassen.  Das  Pendel  gleicht  dann  im 
übrigen  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten 
Fadenpendel,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  daß  die  Stange  in- 
folge ihrer  Biegungssteifigkeit  den  an  ihr  befestigten  materiellen 
Punkt  zur  EinH^iltung  der  ebenen  Pendelschwingungen  relativ 
zu  dem  gleichförmig  rotierenden  Räume  zwingt,  während  wir 
beim  Fadenpendel,  bei  dem  dieser  Zwang  fehlte,  zur  Erzielung 
ebener  Schwingungen  eine  ungleichförmige  Drehbewegung  des 

>  

Koordinatensystems  annehmen  mußten.  Wir  wollen  femer  noch 
annehmen,  daß  die  Biegungssteifigkeit  der  Stange  groß  genug 
ist,  um  merkliche  Yerbiegungen  auszuschließen.  Späterhin 
w^deii  wir  dies«  Voraussetzungen  jedoch  fallen  lassen! 

Um  den  zunächst  zu  untofsuchenden  Fall  nicht  gar  zu 
weit  einzuschränken,  wollen  wir  aber  nicht  voraussetzen,  daß 
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der  Drehpunkt  des  Pendele  anf  der  Drdiachse  dee  rotierenden 
.Raumes  li^e,  sondern  zulassen ,  daß  er  in  einon  Abstände  a 
Yon  dieser  angebracht  seL  Um  auf  den  engeren  Fall  zu 
kmaaien^  braucht  man  in  den  folgenden  Entwickelungen  nur  a 
nachtiBglich  gleich  Null  zu  setzen. 

In  Abb.  4  ist  das  Pendel  in  der  durch  den  Winkel  %  ge- 
kennzeichneten Lage  zur  Zeit  t  angegeben.  Die  erste  Ei^anzimgs- 
kraft  der  Belatiybewegung  be- 
steht jetzt  ausschließlich  aus 
der  Zentrifugalkraft  C,  während 
die  früher  durch  die  ungleich- 
iormige  Rotation  hervoigebrachte 
Komponente  senkrecht  zur  Be- 
wegungsebene jetzt  wegfällt.  Die 
zweite  Ergänzungskraft  ist  daher 
die  einzige  äußere  Kraft,  die  wir 
bei  der  Untersuchung  der  Relativ-  c 
bewegung  senkrecht  zur  Be- 
wegungsebene  an  dem  Pendel  an- 
zubringen haben.  Sie  ist  es,  die 
zur  Yerbiegung  der  Pendelstange 
fährt.  In  Abb.  4  projiziert  sie 
sich  als  Punkt  und  brauchte  daher  nicht  angegeben  zu 
werden. 

Auch  hier  wollen  wir  uns  zur  Aufstellung  der  Beweguxigs- 
gleichung  des  Satzes  yon  der  lebendigen  Kraft  bedienen.  Be- 
zeichnen wir  den  größten  Ausschlag,  den  das  Pendel  während 
der  Schwingung  erreicht,  mit  a,  so  ist  die  lebendige  Kraft  in 
der  Lage  %  gleich  der  Arbeit  der  Kräfte  Q  und  C  bei  der 
Bewegung  aus  der  Lage  a  in  die  Lage  %  ^^  setzen.  Die 
Arbeit  sowohl  der  zweiten  Ergänzungskraft  als  auch  der  Auf- 
lagerkräfte ist  nämlich  gleich  Null,  weil  diese  Ejräfte  senkrecht 
zu  den  Wegen  ihrer  Angriffspunkte  stehen.  Von  den  Kräften 
an  der  Aufhängung  gilt  dies  deshalb,  weil  wir  die  Beibungen 
Temachlässigen  wollten;  im  andern  Falle  wäre  die  Arbeit  der 
Reibungen  ebenfalls  in  Ansatz  zu  bringen. 


Abb.  4. 
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Die  Arbeit  der  Zentrifugalkraft  bei  der  Bewegung  aus  der 
Lage  ;^  in  die  Lage  a  ist  gleich 


/- 


mvfUdH  «  ^  \ß.%  ^m'^iia^l  sin  a?  -  (a  +  ?  sin  jf) 


2     L*-  IX        '•-   2 


2 


(2aZ  (sin  a  —  sin  %)  +  P  (sin*  a  —  sin*  ;|r)) . 


Bei  der  Bewegung  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ist  das 
Vorzeichen  umzukehren. 

Die  Arbeit  des  Gewichtes  mg  folgt  wie  früher  durch 
Multiplikation  von  mg  mit  dem  Höhenunterschiede.  Der  Satz 
von  der  lebendigen  Kraft  liefert  daher  mit  Weglassung  des 
allen  Gliedern  gemeinsamen  Faktors  m  die  Bewegungsgleichung 

—  -^  {2al (sin a  —  sin ;|r)  +  V (sin* a  —  sin* j;) } • 

Sie  läßt  sich  sofort  in  die  integrabele  Form 

^^  ^^  _  =  dt    (48) 

T/-^(cos;f — cosof) — t*'-=-(8inof — sin;^) — t**(sin*a  —  sin'x) 

bringen.  Wenn  a  »  0  ist^  läßt  sich  die  Integration  auf  der 
linken  Seite  in  verhältnismäßig  einfacher  Weise  mit  Hilfe  von 
elliptischen  Integralen  ausführen^  obschon  die  Reduktion  auf 
die  Normalform  auch  schon  etwas  umständliche  Rechnungen 
erfordert.  Im  allgemeineren  Falle,  bei  dem  a  von  Null  ver- 
schieden ist^  ist  die  Integration  erheblich  schwieriger,  und  wir 
wollen  daher  von  vornherein  darauf  verzichten,  die  Integration 
für  endliche  Schwingungswege  auszuführen.  Wie  man  sich 
schon  bei  den  gewöhnlichen  einfachen  Pendelschwingungen 
meist  auf  die  Anwendung  der  für  kleine  Ausschläge  gültigen 
Näherungsformeln  beschränken  kann,  wird  man  auch  in  unserem 
Falle  mit  der  Untersuchung  kleiner  Schwingungen  um  die  Gleich- 
gewichtslage für  die  praktische  Anwendung  gewöhnlich  voll- 
ständig ausreichen. 
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Die  Gleichgewichtslage  des  Pendels,  die  zur  Winkel- 
geschwindigkeit u  gehört,  sei  mit  ß  bezeichnet  Man  findet  sie 
aus  der  Bedingung,  daß  das  Moment  des  Gewichts  fQr  den 
Drehpunkt  gleich  dem  Momente  der  Zentrifagalkraft  ist,  also 
durch  Auflösung  der  Gleichung 

—  gl  sin/J  +  u\a  +  l  sin/J) Z  cos/J  -*-  0,  (49) 

Die  Gleichung  ist,  wenn  man  darin  sin/3  als  Unbekannte 
ansieht,  vom  yierten  Grade.  Auf  eine  nähere  Untersuchung 
ihrer  Wurzeln  können  wir  verzichten  und  uns  mit  der  Be- 
merkung begnügen,  daß  jedenfalls  immer  zwei  reelle  Lösungen 
möglich  sein  jnüssen,  die  zu  einem  Werte  yon  sin/}  fuhren, 
der  zwischen  —  1  und  +  1  liegt,  da  ohne  weiteres  klar  ist, 
daß  mindestens  zwei  Gleichgewichtslagen  bestehen:  eine,  bei 
der  das  Pendel  in  Abb.  4  nach  links,  und  eine,  bei  der  es  nach 
rechts  hin  ausschlägt.  Wir  kümmern  uns  jetzt  nur  um  eine 
Gleichgewichtslage  /},  in  der  ß  positiv  ist,  und  betrachten  diese 
weiterhin  als  gegeben,  oder  durch  Auflösung  von  GL  (49)  durch 
Probieren  ermittelt. 

Wie  schon  im  vorigen  Paragraphen  können  wir  auch  jetzt 

wieder 

X^ß  +  Xi     und     «  =  /}  +  «! 

setzen  und  Xi  ^^d  a^  als  kleine  Größen  ansehen,  worauf  der 
Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  in  GL  (48)  in  der  schon 
früher  benutzten  Weise  bis  auf  Größen,  die  von  der  zw;eiten 
Ordnung  klein  sind,  entwickelt  werden  kann«  Es  zeigt  sich 
dabei,  daß  die  Glieder  von  der  ersten  Ordnung  mit  Bücksicht 
auf  die  Bedingungsgleichung  (49)  für  ß  gegeneinander  weg- 
fallen.    Die  Gleichung  (48)  geht  dann  über  in 

^^'  =  dt.     (60) 


l/(ai'  — Zi*) { -f- C08  |J  + 1*' y  sin/J —  «« cos  2|j| 

Zur  Abkürzung  schreiben  wir  für  den  konstanten  Faktor 

^cos/J  +  M^  j  sin/3  -  w«  cos 2/}  «  Ä^,  (51) 
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womit  aus. der  vorhergebenden  Gleidiung  dareh  Integration  folgt 

aresin  —  =  -4^  +  (7, 

oder  \m  Auflösung  naeh  x^ 

Xi  ==  «1  sin(J.^+  C). 

Beolmen  wir  die  Zeit  t  von  einem  Augenblicke   an^   in  dem 

Xt='0  war,  so  ist  die  Integratiouskonstante  C  ==  0  zu  setzen 

und  mau  erhält  . .  ,-ö\ 

Xi  ^  ^1  ^^^  ^^'  (^^) 

Die  Schwingungsdauer  T  für  eine  volle  Schwingung 
folgt  daraus,  wenn  man  für  Ä  wieder  seinen  Wert  einsetzt 

r=     ^  ^"^  -^ (53) 


1/  y-  COB  jJ  +  w* ^  Bin  p  —  «*  cos  2^ 


Das  Pendel  führt  daher,  solange  man  die  Schwiur 
gungeu  als  kleiu  betrachten  darf,  einfacJae  harmonische 
und  isochrone  Schwingungen  um  die  Gleichgewichts- 
lage aus. 

"     Seist   man  a »  0,   so  vereinfachen  sich  die  Gl^ehungen 
wie  folgt.     Aus  Gl.  (49)  erhält  man  entweder 

sin  /3  =Ä  0     oder     cos  ß  «=  -fy  • 

Wenn  u^l  größer  ist  als  g,  kommt  nur  die  zweite 
Losung  in  Beträcht,  da  dann  die  erste  einer  instabilen  Gleich- 
gewichtslage entspricht.  Gl.  (53)  geht,  wenn  man  diesen  Wert 
von  cos/)  einsetzt,  über  in 

Ist  dagegen  u^l  kleiner  als  g,  so  ist  ß  =^0  zu  setzen 
und  Gl.  (53)  geht  damit  über  in 

Für  uH  =  g  wird  T  ==  oo  und  die  Lage  /3  =  0  entspricht  einer 
indifferenten  Gleichgewichtslage. 
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Soweit  es  für  die  praktiBetten  Anwendungen  erforderlich 
scheint,  kann  die  zuerst  gefteUke  Au^be  hiermit  als  gelöst 
betrachtet  werden. 

Wir  erweitem  jetzt  die  Betrachtung  anf  ein  Pendel, 
das  als  eine  ia  der  Bewegungsebene  liegende  Scheibe 
angesehen  werden  kann.  Die  Dicke  der  Scheibe  oder  die 
Miusendichte  innerhalb  der  Scbeibenebene  kann  dabei  für  Tei> 
schiedene  Stelleu  Tersohieden  und  beliebig  g^ben  sein.  Im 
übrigen  halten  wir  an  ^ 

den  Yoranssetzungen 
fwt,  die  wir  bei  dem 
ein&chN«n  Beispiele 
zagrnode  gelegt  hatten. 

AnSteUevonAbb.4 
tritt  jetzt  Abb.  5,  in  der 
iS  den  Schwerpunkt  der 
Schübe  bedeutet.  Das  . 
Gewicht  der  ganzen  { 
Scheibe  sei  jetzt  mit 
Mg  "bezeichnet,  während 
unter  m  die  Masse  eines 

Scheibenelements    ver-  i 

standen     werden     soll. 

Um  die  Bewegungsgleichnng  aufzustellen,  verfahren  wir 
genau  wie  im  Torhergehenden  Falle,  berechnen  also  zuerst,  wie 
groß  die  Arbeit  der  Zentrifbgalkräfte  fär  den  Übergang  aus 
der  Lage  %  in  die  Lage  a  ist,  womit  wir  wie  firilher  den 
größten  AuBBcblag  bezeichnen  wollen,  den  das  Pendel  während 
seiner  Schwingung  erreicht.  Die  Zentrifugalkraft  an  dem  be- 
liebig herausgegrifiFenen  Massenteilchen  m  ist 
C— '  mu'R  —  mu*(a  -j-  y). 

Wenn  %  ^''^  ^X  anwächst,  beschreibt  der  Angriffspunkt 
von  C  ein  Bogenelement  rdx,  dessen  Projektion  auf  die 
horizontale  Richtung  von  C  gleich  edx  gesetzt  werden  kann. 
Die  Bedeutung  der  Buchstaben  ist  aus  der  Abbildung  zu  ent- 
nehmen. 
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Die  Arbeit  von  C  ist  daher  gleich 

und  die  Arbeit  aller  Zentrifugalkräfte  an  allen  Massenteilchen 

folgt  daraus  zu 

u^  •  dx{(i '  Ms  cos X  +  2Jmyis! ] . 

Hierbei  konnte  nach  dem  Schwerpunktssatze  Urne  gleich 
Ms  cos  X  gesetzt  werden.  Das  zweite  Glied  in  der  Klammer 
gibt  das  Zentrifugalmoment  der  ebenen  Massenverteilung  in 
bezug  auf  die  durch  den  Drehpunkt  gezogene  y-  und  jsr-Achse 
an.  um  dieses  Zentrifagalmoment  ebenfalls  als  Funktion  des 
Winkels  x  darzustellen,  ziehen  wir  zwei  zueinander  senkrechte 
Achsen  durch  den  Drehpunkt,  von  denen  die  eine  durch  den 
Schwerpunkt  S  geht  und  die  wir  als  die  y'-  und  -er'-Achse 
bezeichnen  wollen,  derart,  daß  für  X"^  ^  ^^®  V'  ^^^  ^-Achse 
damit  zusammenfallen.  Nach  den  Untersuchungen  über  die 
Trägheits-  und  Zentrifugalmomente  von  Querschnittsflächen  in 
Band  III,  die  sich  auf  den  vorliegenden  Fall  ohne  weiteres 
übertragen  lassen,  können  wir  nach  61.  (53)  S.  90  der  3.  Aufl. 
dieses  Bandes 

Umyis  -=  -— g— ^  sin  2x  +  ^y,^,  cos  2x  (54) 

setzen.  Sollte  die  durch  den  Schwerpunkt  geführte  /-Achse 
eine  Hauptträgfaeitsachse  sein,  was  oft  zutreffen  wird,  so  fällt 
Oy,^,  weg.  Wir  wollen  aber  an  dem  allgemeinen  Falle  fest- 
halten und  mit  Einführung  der  Abkürzungen  p  und  q  die 
vorhergehende  Gleichung  in  der  Form 

Zmyz  =  jp  sin  2;t  +  g  cos  2;|r 

anschreiben.     Die  Koeffizienten  p  und  q  hängen  nur  von  der 

Gestalt  und  Massenverteilung  des  Pendelkörpers  und  nicht  von 

der  durch  denWinkel  x  beschriebenen  augenblicklichen  Lage  ab ;  sie 

können  weiterhin  als  gegebene  konstante  Größen  betrachtet  werden. 

Die  Arbeit    der  Zentrifugalkräfte   für   die  Bewegung  aus 

der  Lage  x  ^^  ^^^  Lage  u  berechnet  sich  hiermit  zu 

tt 

u^J  [  aMs  cos  ;|r  +  p  sin 2%  -f  g  cos  2;t }  dx 
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oder^  wenn  man  die  Integration  ausführt^  zu 

M* { aMs  (sin  a  —  sin ;|r)  —  4-|}  (cos 2a  —  cos  2%) 

+  -J-g(sin2a  —  sin2;|r)}. 

Bezeichnen  wir  das  polare^  d.  h.  das  auf  die  Drehachse 
der  Scheibe  bezogene  Trägheitsmoment  mit  6^,  wobei  zu  be- 
achten ist,  daß  a     X   a 

^p  ""  ^y'  +  ^»^ 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  nach  dem  Satze  von  der 
lebendigen  Eraft  die  Bewegungsgleichung 

T  ^p  ©'"^  ^^^  (^^®  ^  ""  ^^®  «)  -  wM  «^«  (sin  a  -  sin  x)    .^^. 
+  p  (sin*  tt  —  sin*  z)  +  1 2  (sin  2a  —  sin  2%) } , 

die  genau  wie  früher  auf  eine  integrable  Form  gebracht  werden 
kann.  Wir  wissen  schon,  daß  die  Ausführung  der  Integration 
für  endliche  Pendelschwingungen  zu  viel  Schwierigkeiten  machen 
würde,  und  beschränken  uns  daher  auf  die  Betrachtung 
kleiner  Schwingungen  um  die  durch  den  Winkel  ß  an- 
gegebene Gleichgewichtslage  des  Pendels.  Der  Winkel  ß 
ist  durch  die  auf  den  Drehpunkt  bezogene  Momentengleichung 

-  Mgs  sin  /3  +  u^(aMs  cosß+p  sin 2/S  +  g  cos 2/3)  ==  0     (56) 

bestimmt,  die  hier  an  die  Stelle  von  Gl.  (49)  tritt.    Setzen  wir 

nun  wieder 

X^ß  +  Xi     nnd     a^ß  +  a^ 

und  entwickeln  bis  auf  Größen,  die  von  der  zweiten  Ordnung 
klein  sind,  so  geht  die  Bewegungsgleichung  über  in 

—  u^p  cos  2/3  +  u^q  sin  2j3 } • 

Die  Gleichung  kann  nun  in  derselben  Weise  weiter  be- 
handelt werden  wie  vorher  Gl.  (50).  Ich  begnüge  mich  damit, 
die  Schwingungsdauer  T  anzuschreiben,  zu  der  man  dabei  an 
Stelle  von  GL  (53)  geführt  wird: 

T^=2n\/ — •  (bS) 

V  Mgs  cos  ß  '\'U^aM8  sin  ß  —  2u^pcoB2ß-\- 2u^qsm2ß'  ^     ^ 
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Besonders  zu  beachten  ist,  daß  man  eine  reduzierte 
Pendellänge,  wie  sie  bei  den  gewöhnlichen  Pendel- 
schwingungen zur  Zurückführung  der  Schwingungen 
des  physischen  Pendels  auf  die  des  einfachen  Faden- 
pendels benutzt  wird,  bei  den  Pendelsehwingungen 
im  rotierenden  Räume  nicht  anzugeben  rermag.  Viel- 
mehr wird  für  jeden  andern  Ausschlagwinkel  ß  des  physischen 
Pendels  die  Länge  des  gleichschwingenden,  aus  einer  gewichts- 
losen Stange  und  einem  materiellen  Punkte  bestehenden  ein- 
fachen Pendels  yerschieden  gefanden.  Kur  in  dem  be- 
sonderen Falle,  daß  die  Scheibe  durch  einen  Stab 
ersetzt  wird,  über  dessen  Länge  sich  die  Massen  in  beliebiger 
Weise  verteilen  können,  läßt  sich  eine  für  alle  Winkel- 
geschwindigkeiten u  und  hiermit  für  alle  Gleichgewichtslagen  ß 
gleichbleibende  reduzierte  PendeUänge  angeben.  In  diesem  Falle 
wird  nämlich 

und  GL  (68)  schreibt  sich  daher  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  i 
für  den  Trägheitshalbmesser 


=  2^l/< 


t* 


Der  Vergleich  mit  Gl.  (53)  liefert  für  die  reduzierte  Pendel- 
länge  Zred  in  diesem  Falle  den  Ausdruck 

genau  wie  bei  den  gewöhnlichen  Pendelschwingungen  im 
ruhenden  Baume.  Es  muß  aber  ausdrücklich  betont  werden, 
daß  diese  einfache  Beziehung  nur  für  das  stabfÖrmige  Pendel 
und  nicht  für  das  scheibenförmige  gültig  ist. 

Endlich  soll  noch  der  Fall  betrachtet  werden,  daß  der 
Pendelkörper  eine  beliebige  Gestalt  und  Massen- 
yerteilung  besitzt.  Durch  den  Schwerpunkt  S  und  die 
Umdrehungsachse  des  rotierenden  Raumes  sei  eine  Ebene 
gelegt  und  Abb.  5  stelle  jetzt  die  Projektion  des  Pendelkörpers 
auf  diese  Ebene   dar.     Von   der  Aufhängeachse  des  Pendels 
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nehme  ich  an,  daß  sie  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehe,  sich 
also  in  Abb.  5  wiederum  als  Punkt  projiziere.  Ein  beliebiges 
Massenteilchen  m  hat  dann  einen  Abstand  B  yon  der  Um- 
drehungsachse  des  Baumes,  der  nicht  in  der  Projektionsebene 
enthalten  ist,  dessen  Projektion  aber  wiederum  gleich  a  +  y 
gesetzt  werden  kann,  wenn  diese  beiden  Buchstaben  die  in 
Abb.  5  ausgewiesene  Bedeutung  beibehalten.  Die  Zentrifugal- 
kraft C  liegt  ebenfalls  nicht  in  der  Projektionsebene;  ich  zer- 
lege sie  in  eine  Komponente,  die  zu  dieser  Ebene  senkrecht 
steht,  und  eine,  die  parallel  zu  ihr  geht.  Die  letztgenannte 
Komponente  hat  dann  die  Größe  mu^(a  +  y).  Auf  die  senk- 
recht zur  Projektionsebene  stehende  Komponente  kommt  es 
nicht  an,  da  sie  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  bei  der 
Belativbewegung  des  Pendels  steht  und  daher  keine  Arbeit 
leistet.  Aus  demselben  Grunde  leistet  auch  die  zweite  Er- 
gäoizungskrafl;  der  Belativbewegung  keine  Arbeit. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt,  daß  die  Be- 
wegungsgleichung für  das  dreifach  ausgedehnte  Pendel 
genau  mit  der  Bewegungsgleichung  für  das  scheiben- 
förmige Pendel  übereinstimmt,  das  man  durch  Ver- 
legung aller  Massen  nach  ihren  Projektionen  in  der 
Projektionsebene  erhält.  Dieser  Fall  ist  daher  durch  die 
vorhergehende  Untersuchung  schon  zugleich  mit  erledigt. 

Anders  wäre  es  freilich,  wenn  die  Aufhängeachse  des 
Pendels  zu  der  durch  den  Schwerpunkt  und  die  Umdrehungs- 
achse  des  rotierenden  Baumes  gelegten  Projektionsebene  nicht 
senkrecht  stehen  sollte.  Es  würde  keine  besonderen  Schwierig- 
keiten machen,  die  Bewegungsgleichung  auch  für  diesen  Fall 
auf  dem  vorher  benutzten  Wege  abzuleiten.  Ich  sehe  aber 
davon  ab,  weil  sich  bei  den  praktischen  Anwendungen  schwer- 
lich ein  Bedürfois  nach  einer  näheren  Untersuchung  dieses  all- 
gemeineren Falles  herausstellen  dürfte. 

Hierzu  bemerke  ich  noch,  daß  man  nach  dem  hier  gegebenen 
Muster  auch  eine  Pendelbewegung  untersuchen  kann,  bei  der 
neben  dem  Gewichte  oder  auch  an  Stelle  des  Gewichtes  ein 
Federzug  an  dem  Pendelkörper  angreift,   der  ihn  in  die  Lage 

Föppl,  höhere  Dynamik.  5 
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X'^O  zurückzufahren  sucht.  Anordnungen  dieser  Art  kommen 
bei  den  Regulatoren  der  Kraftmaschinen  sehr  häufig  vor.  Es 
würde  mich  aber  zu  weit  führen,  die  rerschiedenen  hierbei 
möglichen  Fälle  im  einzebien  durchzusprechen;  es  muß  viel- 
mehr genügen,  daß  eine  Anleitung  dafür  gegeben  ist,  wie  man 
solche  Aufgaben  zu  behandeln  hat. 

§  11.    Schwingungen  von  sohnell  umlaufenden 

Hängespindeln. 

unter  einer  Hängespindel  soll  hier  ein  Pendel  verstanden 
werden  von  derselben  Art,  wie  es  im  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  war:  also  ein  Pendel,  das  aus  einer  als 
gewichtslos  zu  betrachtenden  Stange  und  einem  daran  be- 
festigten materiellen  Punkt  zusammengesetzt  ist  und  dessen 
horizontale  Aufhängeachse  gezwungen  ist,  die  mit  gleich- 
formiger  Winkelgeschwindigkeit  erfolgende  Rotation  um  die 
vertikale  Achse  mitzumachen,  während  das  Pendel  zugleich 
Schwingungen  relativ  zum  rotierenden  Räume  um  die  Auf- 
hängeachse auszuführen  vermag.  Überdies  soll  hier  der  in 
Abb.  4,  S.  57  mit  a  bezeichnete  Abstand  gleich  Null  sein,  der 
Auf  hängepunkt  der  Pendelstange  also  auf  der  Umdrehungsachse 
des  rotierenden  Raumes  liegen. 

Dagegen  lasse  ich  jetzt  die  früher  gemachte  Vor- 
aussetzung fallen,  daß  man  die  Pendelstange  als  starr 
betrachten  könne.  Diese  Voraussetzung  ist  nämlich  nur 
so  lange  zulässig,  als  die  Winkelgeschwindigkeit  des  rotierenden 
Raumes  nicht  zu  -groß  wird.  Mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
wachsen  die  Gorioliskräfte,  die  von  der  Stange  aufgenommen 
werden  müssen,  um  die  früher  betrachteten  ebenen  Pendel- 
schwingungen relativ  zum  rotierenden  Räume  zu  erzwingen, 
und  wenn  diese  Eräfte  groß  genug  werden,  bringen  sie  eine 
Verbiegimg  der  Stange  hervor,  die  nicht  mehr  vernachlässigt 
werden  darf,  wenn  man  eine  befriedigende  Erklärung  des  Ver- 
haltens  einer   schnell   umlaufenden  Hängespindel  liefern  wilL 

Die  Hängespindeln  zeigen  nämlich  eine  Erscheinung,  die 
als    sehr   merkwürdig   bezeichnet   werden   darf.      Bei   kleinen 
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Winkelgeschwindigkeiten  bildet  die  lotrechte  Lage  eine  stabile 
Gleichgewichtslage  des  Pendels^  die  aber  zu  einer  labilen  wird, 
sobald  die  Winkelgeschwindigkeit  einen  gewissen  verhältnis- 
maßig  niedrigen  Wert^  der  aus  den  früheren  Betrachtungen 
bereits  bekannt  ist^  überschritten  hat.  Wenn  aber  die  Winkel- 
geschwindigkeit noch  bedeutend  größer  wird^  zeigt  sich,  daß 
die  lotrechte  Lage  des  Pendels  wiederum  zu  einer  stabilen 
Gleichgewichtslage  wird,  um  die  das  Pendel  Schwingungen 
auszufahren  vermag,  die  keineswegs  zu  einer  fortwährenden 
Vergrößerung  des  Pendelausschlags  fuhren,  wie  es  bei  einer 
starren  Pendelstange  sein  müßte,  sondern  dauernd  in  mäßigen 
Grenzen  bleiben,  yielmehr  durch  die  Bewegungswiderstönde, 
die  in  der  Rechnung  nicht  berücksichtigt  sind,  allmähUch  er- 
löschen. Diese  auch  für  manche  praktische  Anwendungen 
recht  wichtige  Erscheinung  ist  eng  verwandt  mit  den  schon 
im  vierten  Bande  behandelten  Biegungsschwingungen  von 
schnell  umlaufenden  schwanken  Wellen,  wie  sie  bei  den 
Dampfturbinen  vorkommen. 

Die  Theorie  des  Vorgangs  habe  ich  schon  vor  langer  Zeit 
veröffentlicht.  Dabei  ging  ich  von  der  Betrachtung  der  ab- 
soluten Bewegung  des  schwingenden  materiellen  Punktes  aus. 
Von  anderer  Seite  (ich  weiß  nicht  genau  von  wem  zuerst) 
wurde  dann  darauf  hingewiesen,  daß  man  die  Rechnung  er- 
heblich abkürzen  kann,  wenn  man  die  Schwingungen  relativ 
zum  rotierenden  Räume  untersucht.  Das  ändert  an  dem  Er- 
gebnisse selbst  natürlich  nichts;  da  aber  in  der  Tat  eine  Ver- 
einfachung der  Ableitung  damit  verbunden  ist,  schließe  ich 
mich  dieser  Art  der  Behandlung  jetzt  ebenfalls  an. 

Wenn  wir  uns  auf  die  Betrachtung  von  kleinen  Schwin- 
gungen um  die  lotrechte  Gleichgewichtslage  beschränken, 
brauchen  wir  auf  die  von  höherer  Ordnung  kleinen  Bewegungs- 
komponenten in  vertikaler  Richtung  nicht  zu  achten.  Wir 
können  vielmehr,  wie  schon  in  der  gewöhnlichen  Näherungs- 
theorie für  das  einfache  Pendel  (Band  IV,  §  11,  S.  77  der 
3.  Aufl.),  die  Bewegung  als  eine  ebene  ansehen.  Abb.  6  zeigt 
eine  Projektion  des  Pendels  auf  die  horizontale  Bewegungsebene 
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Abb.  6. 


des  materiellen  Punktes  in  der  Stellung  des  Pendels  zur  Zeit  t, 
Punkt  0  ist  die  Projektion  der  Umdrehungsaclise  des  rotierenden 

Raumes^  ^  J.  die  Projektion  der 
Auf  hängeachse  des  Pendels^  die 
ihre  Richtung  auch  weiterhin 
beibehält,  wenn  wir  die  Be- 
wegungen relativ  zum  rotieren- 
den Räume  untersuchen.  Wenn 
die  Pendelstange  nicht  verbogen 
wäre,  müßte  der  materielle 
Punkt  m  auf  der  za  ÄA  senkrecht  gezogenen  X-Achse  liegen. 
Die  Ordinate  y  gibt  daher  den  Biegungspfeil  der  Pendelstange 
zur  Zeit  t  an.  Die  punktiert  gezeichnete  Linie  von  0  nach  m 
soll  die  Projektion  der  elastischen  Linie  der  gebogenen  Pendel- 
stange andeuten. 

Wir  fragen  uns  zunächst,  was  für  Kräfte  an  m  angreifen 
müßten,  um  die  Pendelstange  dauernd  in  der  angegebenen  Lage 
festzuhalten,  wenn  keine  Rotation  um  die  Achse  0  hinzukäme. 
Die  Verbiegung  wird  durch  eine  horizontale  Kraft  P^  aufrecht 
erhalten,  die  parallel  zur  Achse  ÄÄ  gehen  muß,  wenn  sie 
keine  Drehung  des  Pendels  hervorbringen  soll.  Sie  kann  gleich 
cy  gesetzt  werden,  wenn  man  unter  c  jene  Kraft  versteht,  die 
eine  Ausbiegung  der  bei  AA  eingespannten  Stange  von  der 
Längeneinheit  hervorbringt.  Kommt  nun  weiter  das  Gewicht 
mg  an  m  hinzu,  so  muß  noch  eine  zweite  Kraft  P^  angebracht 
werden,  die  eine  Drehung  des  Pendels  durch  das  Gewicht  ver- 
hindert. Da  nur  eine  horizontale  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  bei  einer  Gleichgewichtsstörung  in  Betracht  kommt, 
haben  wir  P^  in  horizontaler  Richtung  anzunehmen.  Dagegen 
kann  man  zunächst  im  Zweifel  sein,  ob  Pg  parallel  zur  X-Achse 
oder  in  der  Richtung  Om  in  Abb.*6  anzunehmen  ist.  Um  uns 
darüber  Klarheit  zu  verschaffen,  bedenken  wir,  daß  unsere  Be- 
trachtung für  jeden  Wert  der  Biegungssteifigkeit  der  Stange 
Gültigkeit  behalten  soll,  also  in  der  Grenze  auch  fär  den  FaU, 
daß  die  Biegungssteifigkeit  gleich  Null  ist,  womit  das  Pendel 
in  ein  Fadenpendel  übergeht.     Li  diesem  Falle  muß  aber  die 
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Kraft  Pj  ^  ^®^  durch  den  Faden  gelegten  Lotebene  enthalten 
sein,  also  in  die  Richtung  Om  im  Grundrisse  fallen.  Wir 
nehmen  daher  die  Kraft  Pj  ^^^  Tomherein  in  dieser  Richtung  an. 
Zerlegen  wir  die  Kraft  Pg  in  zwei  Komponenten  parallel 
zu  den  beiden  Koordinatenrichtungen,  so  folgt  fiir  die  parallel 
zur  X- Richtung  gehende  Komponente  aus  einer  Momenten- 
gleichung für  die  Aufhängeachse  ÄÄ  der  Wert 

mg-}, 

woraus  weiter  für  die  andere  Komponente,  die  mit  der  ersten 

zusammen   eine   in   der  Richtung  Om   gehende   Resultierende 

bilden  soll,  y 

'  mgj 

folgt.  Hierbei  ist  die  Pendellänge  mit  l  bezeichnet  und  zu 
beachten,  daß  der  Höhenunterschied  von  ÄÄ  und  m  bei  kleinen 
Pendelausschlägen  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung  genau  gleich  l 
gesetzt  werden  kann. 

Fehlen  die  beiden  horizontalen  Kräfte  P^  und  Pj,  die  nötig 
wären,  um  das  Pendel  in  d^r  betrachteten  Lage  im  Gleich- 
gewicht zu  halten,  so  setzen  sich  die  an  m  angreifenden  physi- 
kalisch existierenden  Kräfte,  also  das  Gewicht  und  die  von  der 
verbogenen  Stange  auf  m  übertragene  Kraft  zu  einer  Resul- 
tierenden zusammen,  die  mit  den  in  entgegengesetzter  Richtung 
genommenen  Kräften  P^  und  P^  gleichwertig  ist.  In  Abb.  6 
sind  die  Kräfte  P^  und  Pj  schon  mit  den  Pfeilen  eingetragen, 
die  ihnen  zukommen,  wenn  man  sie  als  Ersatz  der  Resultierenden 
der  an  m  angreifenden  physikalisch  existierenden Kräfte  betrachtet. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  Schwingungen  des  Pendels  relativ 
zum  rotierenden  Räume  über,  so  bleiben  die  physikalisch  exi- 
stierenden Kräfte  davon  unberührt.  Außerdem  haben  wir  aber, 
um  die  Bewegungsgleichungen  anschreiben  zu  können,  noch  die 
beiden  Zusatzkräfte  an  m  anzubringen.  Die  erste  Zusatzkraft 
ist  die  Zentrifugalkraft,  die  wir  nach  den  Koordinatenrichtungen 
in  zwei  Komponenten  von  den  Ghrößen 

mu^x    und    mu^y 
zerlegen  können.     Auch  die   Geschwindigkeit   des  materiellen 


70  Enter  Abschnitt.    Die  lelaÜTe  Bewegung. 

PankteB  zerlegen  wir  in  zwei  Komponenten  ^  und  ^,  womit 
die  zweite  Zasatzkraft  in  die  Komponenten 

2mu-^  in  der  a;-Richtnng  und 

—  2mu  jj  in  der  j^-Richtnng 

zerfällt.  Bei  der  Bestimmung  der  Vorzeichen  ist  vorausgesetzt^ 
daß  sich  der  rotierende  Baum  so  dreht^  daß  die  Drehrichtung 
in  Abb.  6  mit  dem  Uhrzeigersinne  übereinstimmt  Bei  enir 
gegengesetzter  Drehung  lassen  sich  jedoch  dieselben  Ausdrücke 
benutzen,  wenn  man  darin  u  einen  negativen  Wert  beilegt. 

Nachdem  die  Komponenten  aller  Kräfte  festgestellt  sind, 
erhalten  wir  die  Bewegungsgleichungen  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  nach  dem  dynamischen  Grundgesetze.  Dividieren 
wir  sofort  mit  m,  so  lauten  die  Gleichungen 


>  • 


(59) 


Um  die  Unbekannte  y  daraus  zu  eliminieren,  differentiieren 
wir  die  zweite  Gleichung  nach  t  und  setzen  darauf  den  aus  der 

ersten  Gleichung  zu  entnehmenden  Ausdruck  für  ^  in  sie  ein. 

Dadurch  erhält  man 

f;'+(2»'+¥+:)';'+(i-«*)(Ä+f-»')-»-  m 

Eliminirt  man  umgekehrt  x,  was  in  derselben  Weise  geschehen 
kann,  so  überzeugt  man  sich,  daß  y  ebenfalls  der  Differential- 
gleichung (60)  genügen  muß. 

Differentialgleichungen  dieser  Art  sind  schon  im  vierten 
Bande  bei  der  Untersuchung  von  Schwingungen  von  Körpern 
mit  zwei  Freiheitsgraden  wiederholt  vorgekommen.  Wir  wissen 
daher  schon,  daß  es  nur  von  den  Werten  der  in  der  Gleichung 
auftretenden  konstauten  Koeffizienten  abhängt,  ob  dadurch  zwei 
übereinander  gelagerte  einfache  harmonische  Schwingungen  oder 
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eine  aperiodische  Bewegung  mit  fortdauernd  wachsendem  Aus* 
schlage  dargestellt  wird.  Eine  periodische  Bewegung 
entsteht^  wenn  sich  die  Lösung  von  Gl.  (60)  in  der  Form 

X  =>  Ä^srnkj^t  +  B^GOsl^t  +  Ä^  sin l^t  +  jB,  cos  Ag^       (61) 

mit  reellen  Werten  der  Eonstanten  A^  und  ^  ansetzen  läßt. 

Unter  J.^jß^^2^2  ^^^  ^^  ^^^  ^^^  Grenzbedingungen  abhängigen 
Integrationskonstanten  zu  verstehen^  während  X^  und  X^  die  beiden 
positiven  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 

,._(2««  +  y  +  l)A»+(f-«*)g  +  f-««)  =  0      (62) 

sind.  Es  kommt  also  nun  darauf  an^  ob  diese  Wurzeln  beide 
reell  sind. 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung  Gl.  (62)  in  der  Form 

so  liefert  die  Auflösung 

a    ,    1 


Dabei  ist  der  mit  a  bezeichnete  Koeffizient  in  Gl.  (62)  auf 
jeden  Fall  eine  positive  Größe,  während  b  sowohl  positiv  als 
negativ  sein  kann,  je  nach  dem  Werte  der  Winkelgeschwindig- 
keit u.  Wird  b  negativ,  so  fällt  der  mit  dem  unteren  Wurzel- 
vorzeichen versehene  Wert  von  A*  negativ  aus  und  die  Wurzel 
daraus  wird  imaginär.  In  diesem  Falle  ist  daher  die  in  Gl.  (61) 
angeschriebene  Lösung  in  reeller  Form  nicht  möglich;  an  ihre 
Stelle  tritt  vielmehr  eine  Lösung  mit  Exponentialfunktionen. 
Periodische  Bewegungen  der  Hängespindel  um  die  lotrechte 
Gleichgewichtslage  sind  alsdann  ausgeschlossen,  d.  h.  die  lot- 
rechte Lage  ist  eine  labile  Gleichgewichtslage. 

Wenn  b  positiv  ist,  bleibt  dagegen  die  Lösung  in 
Gl.  (61)  zu  Recht  bestehen  und  die  lotrechte  Lage  der  Hänge- 
spindel ist  eine  stabile  Gleichgewichtslage.  Freilich  darf  bei 
einem  positiven  Werte  von  b  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen a*  —  46  nicht  negativ  werden,  weil  sonst  A*  imaginär 
würde.    Setzt  man  aber  die  Werte  ein,  für  die  zur  Abkürzung 


u 
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a  und  h  «gesolirieben  war^  so  erhalt  man  nach  einfachen  Um- 
formungen 

«■-"-(2»'  +  ¥  +  ;)'-Mf-»')(s  +  f-«') 

und  das  ist;  da  g,  ly  Cy  m  nur  positive  Werte  haben  können, 
auf  jeden  Fall  ein  positiver  Betrag.     Imaginäre  Losungen  für 
A^  sind  daher  tatsächlich  ausgeschlossen. 
Setzen  wir 

,-]/f      und     „,=.]/|  +  ^,  (63) 

SO  sind  Schwingungen  von  der  betrachteten  Art  mög- 
lich;  solange  u  dem  Absolutbetrage  nach  (auf  das  Vor- 
zeichen kommt  es,  wie  aus  GL  (62)  hervorgeht,  nicht  an)  ent- 
weder unter  u^  oder  über  u^  liegt.  Dagegen  sind  diese 
Schwingungen  nicht  möglich  und  die  lotrechte  Lage 
ist  daher  eine  labile  Gleichgewichtslage  der  Hänge- 
spindel, wenn  u  zwischen  u^  und  u^  liegt. 

Damit  sind  die  vorher  aufgestellten  Behauptungen  über 
das  Verhalten  der  Hängespindel  bei  großen  Umlaufsgeschwindig- 
keiten, die  über  u^  liegen,  bewiesen.  Auch  die  Schwingungs- 
dauern  T^  und  T^  der  beiden  harmonischen  Schwingungen,  in 
die  sich  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  zerlegen  läßt, 
lassen  sich  sofort  angeben,  wenn  c,  l,  m  und  u  gegeben  sind, 
denn  man  hat  dafür 

Ti  =  |^    und     T,-^. 

Besondere  Beachtung  verdient  noch  der  Grenzfall 
c  =  0,  bei  dem  die  Hängespindel  in  ein  einfaches  Faden- 
pendel übergeht.  Dann  werden  u^  und  t^  einander  gleich. 
Daß  für  das  Fadenpendel  die  lotrechte  Lage  immer  eine  stabile 
Gleichgewichtslage  ist,  sieht  man  ohne  weiteres  ein,  wenn  man 
bedenkt,  daß  bei  ihm  überhaupt  kein  Zwang  von  der  rotierenden 
WeUe  ausgeübt  werden  kann,  die  Rotation  mitzumachen;  die 
absolute  Bewegung  erfolgt  daher  genau  so,  als  wenn  die  Welle 
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nicht  rotierte.    Da  nun  die  absolute  Bewegung  nicht  zu  großen 

Ausschlägen  führen  kann,  wenn  sie  mit  kleinen  Geschwindig- 

keiten  in  der  Nahe  der  lotrechten  Lage  begonnen  hatte,  folgt 

sofort^  daß  auch  die  Ausschläge  relatiy  zum  rotierenden  Räume 

nicht  fortdauernd  wachsen  können. 

Dies  folgt  auch  aus  den  hier  aufgestellten  Formeln  mit 

c  =»  0  für  alle  Geschwindigkeiten^  die  von  u^  verschieden  sind. 

Setzt  man  aber  ferner  noch  u^u^f&o  gehen  die  Gleichungen  (59) 

über  in  j»  j  j«  j 

^-2«,^     und    ^^s- 2«,^ 

und  die  Elimination  von  y  liefert  an  Stelle  von  Gl.  (60) 


+  4V9^  =  0, 


woraus  durch  Integration  nach  t 

-^  =  -  4  V^  +  C', 

also  die  Differentialgleichung  der  einfachen  harmonischen 
Schwingung  erhalten  wird,  woraus  dann  folgt,  daß  auch  ftir 
M  =  Ml  die  lotrechte  Lage  bei  c  =  0  eine  stabile  Gleichgewichts- 
lage ist. 

Gerade  der  Umstand,  daß  das  Fadenpendel  als  Grenzfall 
der  Hängespindel  mit  biegsamer  Pendelstange  betrachtet  werden 
kann,  erleichtert  das  Verständnis  dafür,  daß  auch  für  ein  von 
Null  verschiedenes  c  bei  sehr  großen  Umlaufsgeschwindigkeiten 
die  lotrechte  Lage  wieder  zu  einer  stabilen  Gleichgewichts- 
lage wird. 


Zweiter  Abschnitt, 

Die  Bewegangsgleichangen  für  mehrläufige  Yerhände. 

§  12.    Stelliing  der  Aufgabe. 

Der  Hauptinhalt  des  vierten  Bandes  wird  von  der  Dynamik 
des  materiellen  Punktes  und  des  starren  Körpers  gebildet.  Dabei 
konnte  der  starre  Körper  entweder  völlig  frei  oder  gewissen 
Bewegungsbeschnlnkungen  unterworfen  sein^  die  durch  eine  teil- 
weise Stützung  oder  eine  Auflagerung  in  einem  unbeweglich 
festgehaltenen  Gestell  herbeigeführt  wurden.  In  diesem  Falle 
bildete  bereits ;  wie  wir  jetzt  sagen  wollen,  der  starre  Körper 
zusammen  mit  dem  Gestell  einen  ^^Yerband^',  dem  bestimmte 
geometrische  Bedingungen  vorgeschrieben  sind.  Ich  gebrauche 
hier  das  Wort  ,,Verband''  an  Stelle  des  sonst  gewöhnlich  be- 
nutzten Wortes  „System"  für  den  gleichen  Zusammenhang. 

Einem  freien  starren  Körper  kommen,  wie  schon  im  ersten 
Bande  näher  besprochen  wurde,  sechs  Freiheitsgrade  der  Be- 
wegung zu.  Durch  die  Herstellung  des  Verbandes  wird  diese 
Zahl  herabgesetzt,  je  nach  dem  Grade  der  Fesselung.  Wenn 
die  Verbindung  so  eng  ist,  daß  nur  noch  ein  Freibeitsgrad 
der  Bewegung  übrig  bleibt,  wird  der  Verband  als  „zwang- 
läufig" bezeichnet.  Um  zu  einer  bequemeren  Ausdrucksweise 
zu  gelangen,  wollen  wir  einen  zwangläufigen  Verband  auch 
einen  „einläufigen"  nennen,  im  Gegensatz  zu  einem  „mehr- 
läufigen" Verbände,  bei  dem  die  Zahl  der  Freiheitsgrade 
größer  ist  als  Eins,  und  zwar  nennen  wir  den  Verband  n-läufig, 
wenn  n  voneinander  unabhängige  Bewegungsmöglichkeiten  vor- 
handen sind. 

Wir  wollen  uns  aber  jetzt  nicht  auf  die  Betrachtung  von 
Verbänden   beschränken,   in   denen   außer   dem  festgehaltenen 
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Gestell  nur  noch  ein  einziger  bewegter  starrer  Körper  vor- 
kommt;  sondern  die  Zahl  der  Glieder,  aus  denen  sich  der  Ver- 
band zusammensetzt,  beliebig  groß  annehmen.  Zi;^der  Auf-  cl 
Stellung  des  Begriffes  „Verband'^  oder  „System^^  hat  als  Vorbild 
die  Betrachtung  der  Maschinen  geführt,  bei  denen  die  Zahl 
der  bewegten  Glieder  ebenfalls  beliebig  groß  sein  kann.  Frei- 
lich bilden  die  Maschinen  meistens  zwangläufige  Verbände  oder 
sie  lassen  sich  wenigstens  in  erster  Annäherung  als  solche  an- 
isehen.  Doch  gilt  das  nicht  immer.  So  bildet  z.  B.  eine  ein- 
fache, mit  einem  Regulator  ausgerüstete  Dampfmaschine  bereits 
einen  zweiläufigen  Verband,  da  der  Hub  des  Regulators  nicht 
durch  geometrische  Bedingungen  von  der  augenblicklichen 
Stellung  des  Kurbelgestänges  abhängig  ist. 

Außerdem  kann  es  aber  auch  nötig  werden,  eine  Maschine, 
die  in  erster  Annäherung  als  zwangläufig  erscheint,  für  den 
Zweck  einer  genaueren  Untersuchung  als  einen  mehrläufigen 
Verband  zu  betrachten,  um  nämlich  den  elastischen  Form- 
änderungen ihrer  Glieder,  falls  sich  ein  Bedürfnis  dazu  heraus- 
stellt, in  ausreichender  Weise  Rechnung  tragen  zu  können. 

Wenn  man  eine  Definition  des  Verbandes  haben  will,  ' 
wird  man  zu  sagen  haben,  daß  darunter  eine  Vereinigung 
Ton  Körpern  oder  Massen  zu  verstehen  ist,  zwischen  denen 
geometrische  Bedingungen  bestehen,  die  zu  Bewegungs- 
beschränkungen führen.  Wir  wollen  aber  absichtlich  den  Be- 
griff so  weit  als  möglich  fassen  und  auch  einen  einzelnen  freien 
starren  Körper  nicht  davon  ausschließen.  In  der  Tat  können 
wir  ihn,  ohne  dem  Worte  Verband  Gewalt  anzutun,  als  einen 
sechsläufigeu  Verband  auffassen,  da  der  starre  Körper  eine 
Vereinigung  von  Massen  bildet,  zwischen  denen  die  geometrische 
Bedingung  besteht,  daß  sie  ihre  gegenseitigen  Abstände  nicht 
ändern  können. 

Bei  den  praktischen  Anwendungen,  die  man  von  den  Lehren 
dieses  Abschnitts  zu  machen  wünscht,  wird  die  Art  der  geo- 
metrischen Bedingungen  und  hiermit  auch  die  Zahl  der  Frei- 
heitsgrade, d.  h.  die  Zahl  der  voneinander  unabhängigen  Be- 
wegungsmöglichkeiten, in  der  Regel  von  vornherein  als  gegeben 
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zu  betrachten  sein.  Freilich  kann  es  Torkoniinen,  daß  man 
zunächst  zweifelhaft  darüber  ist,  wie  groß  die  Zahl  der  Frei- 
heitsgrade sein  muß;  auf  die  man  zu  achten  hat,  um  einen 
bestimmten  physikalischen  Vorgang  mit  hinlänglicher  Genauig- 
keit darzustellen.  Das  gilt  namentlich  in  dem  vorher  schon 
erwähnten  Falle,  daß  man  die  elastische  Formänderung  eines 
Yerbandgliedes  berücksichtigen  muß,  weil  sich  auf  Grund  einer 
vorher  mit  Vernachlässigung  dieser  Formänderung  angestellten 
Berechnung  herausgestellt  hat,  daß  diese  Annäherung  nicht  aus- 
reichend ist,  um  das  tatsächliche  Verhalten  einer  Maschine 
genügend  wiederzugeben.  Aber  dabei  handelt  es  sich  um  Vor- 
erwägungen, bei  denen  man  zunächst  schätzungsweise  vorgehen 
muß  und  die  bereits  zu  einem  mindestens  vorläufigen  Ab- 
schlüsse geführt  haben  müssen,  ehe  man  dazu  übergehen  kann, 
für  den  durch  sie  näher  definierten  idealisierten  Verband  die 
Bewegungsgleichungen  aufzustellen. 

Die  Aufgabe,  mit  der  wir  es  hier  allein  zu  tun  haben, 
besteht  demnach  darin,  für  einen  in  dieser  Weise  mit  be- 
stimmten einfachen  Eigenschaften  ausgestatteten  Verband,  der 
mit  dem  physikalisch  gegebenen  nicht  in  allen  Stücken,  son- 
dern nur  in  den  Hauptzügen  übereinzustimmen  braucht,  die 
Bewegungsgleichungen  aufzustellen,  d.  h.  Gleichungen,  die 
ausreichen,  um  zusammen  mit  den  gegebenen  Anfangsbedingungen 
die  weitere  Bewegung,  die  der  Verband  ausführt,  daraus  ermitteln 
zu  können.  Selbstverständlich  muß  man,  um  diese  Aufgabe 
lösen  zu  können,  über  die  Kräfte,  unter  deren  Einfluß  die  Be- 
wegung erfolgt,  genügend  unterrichtet  sein. 

Aufgaben  dieser  Art  haben  wir  schon  früher  wiederholt 
gelöst,  so  z.  B.  bei  der  Pendelbewegung  oder  bei  der  B^reisel- 
theorie.  Die  Bewegungsgleichungen  wurden  in  diesen  Fällen 
mit  Hilfe  der  dynamischen  Grundgleichung  und  der  aus  ihr 
abgeleiteten  Folgerungen,  insbesondere  des  Satzes  von  der 
lebendigen  Kraft  und  des  Flächensatzes  gefunden.  Diese  Hilfs- 
mittel reichen  auch  in  erheblich  verwickeiteren  Fällen  in  der 
Regel  vollständig  aus,  wenn  man  sie  geschickt  anzuwenden 
versteht.     Aber   der   glückliche  Gedanke,   der   nötig  ist,   um 
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damit  zum  Ziele  zu  kommen^  stellt  sich  manchmal  nicht  zur 
rechten  Zeit  ein.  Es  ist  daher  von  Vorteil,  daß  man  all- 
gemeine Methoden  gefunden  hat,  nach  denen  die  Bewegungs- 
gleichungen stets  gebildet  werden  können,  ohne  daß  dabei  ein 
besonderer  erfinderischer  Gredanke  für  die  Behandlung  jedes 
einzelnen  Falles  erforderlich  wäre.  Die  wichtigste  dieser 
Methoden  ist  die  von  Lagrange  angegebene,  und  von  ihr  wird 
daher  in  diesem  Abschnitte  auch  vorwiegend  die  Rede  sein. 

Die  Bewegungsgleichungen,  zu  denen  man  durch  die  un- 
mittelbare Anwendung,  sei  es  der  von  früher  her  bekannten 
Hilfsmittel,  sei  es  durch  das  Verfahren  von  Lagrange,  gelangt, 
sind  Differentialgleichungen  nach  der  Zeit,  und  zwar  gewöhn- 
lich von  der  zweiten  Ordnung.  Nur  bei  der  Anwendung  des 
Satzes  von  der  lebendigen  Kraft  erhält  man  sofort  eine  Gleichung 
von  der  ersten  Ordnung.  Auf  jeden  Fall  müssen  diese  Gleichungen 
nachher  noch  integriert  werden,  um  die  Bewegung  des  Verbandes 
vollständig  angeben  zu  können.  Aber  diese  weitere  Behandlung 
der  Differentialgleichungen  wollen  wir  als  eine  Aufgabe  für  sich 
betrachten,  die  mit  dem,  was  hier  zu  besprechen  ist,  unmittel- 
bar nichts  zu  tun  hat.  Als  die  Aufgabe  dieses  Abschnittes 
betrachten  wir  vielmehr  nur  die  Aufstellung  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  oder  kurz  gesagt  der  Bewegungs- 
gleichungen. Bei  den  Beispielen  zur  Erläuterung  der  Theorie 
werde  ich  freilich  auch  die  Lösung  der  aufgestellten  Bewegungs- 
gleichungen geben,  soweit  dies  möglich  ist;  aber  diese  bildet 
nicht  die  Hauptsache,  um  die  es  uns  hier  zu  tun  ist.  Das 
Wichtigste  bleibt  vielmehr  stets,  die  Differential- 
gleichungen selbst  zu  finden;  denn  wenn  es  sich  nachher 
auch  als  unmöglich  herausstellen  sollte,  sie  streng  zu  inte- 
grieren, so  wird  man  trotzdem  eine  Reihe  wertvoller  Schlüsse 
aus  ihnen  ziehen  oder  Näherungslösungen  aus  ihnen  ableiten 
können,  mit  denen  man  sich  für  die  praktische  Anwendung 
zufrieden  geben  kann. 
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§  13.    Freiheitsgrade  und  allgemeine  Koordinaten. 

Um  die  angenblickliche  Stellung  eines  Verbandes  zu  be- 
schreiben ^  wird  man  eine  gewisse  Zahl  von  richtungslosen 
Größen  q^  ^2  -  •  •  ?n  anzugeben  haben.  Diese  Größen  kann 
man  in  verschiedener  Weise  auswählen  und  man  wird  die 
Wahl  im  einzelnen  Falle  so  zu  treffen  suchen,  daß  sie  zu. einer 
möglichst  einfachen  Darstellung  fuhrt.  Gewöhnlich  werden  sich 
dazu  bestimmte  Winkel  oder  Längen  am  besten  eignen.  Jeden- 
falls muß  aber  die  Wahl  so  getroffen  werden,  daß  alle  q  von- 
einander unabhängig  sind,  also  so,  daß  man  wiederum  zu  geo- 
metrisch möglichen  Stellungen  des  Verbandes  gelangt,  wenn 
man  alle  übrigen  q  ungeändert  läßt,  während  eine  der  Größen  q 
wenigstens  innerhalb  gewisser  Grenzen  beliebige  Werte  annimmt. 
Diese  Größen  q  nennt  man  die  allgemeinen  Koordinaten 
des  Verbandes. 

In  den  meisten  Fällen  ist  die  zur  eindeutigen  Beschreibung 
einer  bestimmten  Stellung  des  Verbandes  notwendige  und  hin- 
reichende Zahl  der  allgemeinen  Koordinaten  q  gleich  der  Zahl 
der  Freiheitsgrade  des  Verbandes.  Doch  ist  dies  nicht  un- 
bedingt notwendig.  Wenn  es  zutrifft,  kann  man  den  Verband 
aus  einer  allgemeinen  Stellung  g'i  g'2  •  •  •  Ö'n  ^^  ö"^®  Nachbar- 
stellung, für  die  nur  ein  g^,  etwa  g,.,  um  einen  unendlich  kleinen 
Betrag  äq.  geändert  ist,  unmittelbar  überführen,  d.  h.  die  durch 
die  angegebene  Anfangs-  und  Endlage  beschriebene  Bewegung, 
während  alle  anderen  q  konstant  sind,  gehört  zu  den  geo- 
metrisch möglichen  oder,  wie  man  dafür  sagt,  zu  den  vir- 
tuellen Bewegungen  des  Verbandes.  Der  Begriff  der  Frei- 
heitsgrade, wie  er  früher  eingeführt  wurde,  bezieht  sich  nämlich 
auf  die  Zahl  der  unabhängig  voneinander  bestehenden  Be- 
wegungsmöglichkeiten in  unendlich  nahe  benachbarte  Lagen, 
so  daß  sich  jede  andere  Bewegung  aus  ihnen  zusammensetzen 
läßt.  Also  nur,  wenn  sich  auch  in  der  Tat  jedes  q  einzeln 
um  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  bei  konstanten  Werten 
der  übrigen  q  durch  einen  möglichen  Bewegungsvorgang  ändern 
läßt,  stimmt  die  Zahl  der  Freiheitsgrade  mit  der  Zahl  der  all- 
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gemeinen  Koordinaten  überein.  Größer  kann  die  erste  Zahl 
anf  keinen  Fall  sein  als  die  zweite;  wohl  aber  kleiner.  Ge- 
wöhnlich sind  aber  beide  einander  gleich.  In  diesem  Falle 
sagt  man  nach  einer  von  Hertz  eingeführten  Bezeichnung,  daß 
demV  erbande  nur  ^^holonome^'  Bedingungen  vorgeschrieben  sind. 

Um  den  Sinn  dieser  Bemerkungen  besser  zu  verstehen^  ist 
es  nötige  ein  Beispiel  zu  betrachten,  bei  dem  eine  ,,nicht- 
holonome^^  Bedingung  vorkommt.  Ein  solches  liefert  ein  auf 
einer  rauhen  Ebene  rollendes  Rad,  das  nicht  darauf  zu  gleiten 
vermag.  Diese  letzte  Bedingung  ist  eine  nicht-holonome.  Der 
Verband,  der  aus  dem  Rad  und  der  Unterlage,  etwa  dem  Fuß- 
boden, gebildet  wird,  bedarf  zur  Beschreibung  seiner  augen- 
blicklichen SteUung  vier  voneinander  unabhängiger  allgemeiner 
Koordinaten,  und  trotzdem  hat  das  Rad,  weil  es  nicht  gleiten 
kann,  nur  drei  Freiheitsgrade.  Wir  wollen  dieses  Sachverhältnis 
noch  etwas  imher  besprechen. 

Um  die  augenblickliche  Stellung  des  Rads  zu  beschreiben, 
kann  man  etwa  die  zwei  rechtwinkligen  Koordinaten  xy  des 
Berührungspunktes,  femer  den  Winkel  9?,  den  die  in  den  Fuß- 
boden fallende  Kreistangente  mit  der  o;- Achse  bildet,  und  end- 
lich den  Winkel  ^  angeben,  den  die  Radebene  mit  der  Fuß- 
bodenebene bildet.  Alle  vier  Größen  sind  unabhängig  von- 
einander, da  man  jede  einzelne  von  ihnen  ändern  kann,  während 
die  andern  konstant  bleiben,  und  dabei  jedesmal  wieder  zu  einer 
neuen  möglichen  Lage  des  Rades  geführt  wird.  In  der  Tat 
kann  auch  das  Rad  aus  jeder  Lage  x^y^tp^tl)^  im  allgemeinen 
in  jede  neue  Lage  ^2^2  ^2^2  übergeführt  werden,  wenn  man  es 
einen  passenden  Weg  durchlaufen  läßt.  Dagegen  ist  es  nicht 
möglich,  aus  der  Lage  x^yi(p^ilf^  in  die  Nachbarlage  x^  +  8x^, 
Vi)  9^1;  ^1  durch  eine  Bewegung  zu  gelangen,  während  deren 
t/1^1'^1  ^^^  Werte  unverändert  behalten.  Denn  mit  dieser 
Bewegung  wäre  ein  Gleiten  des  Rades  auf  dem  Fußboden  ver- 
bunden, und  wir  hatten  vorausgesetzt,  daß  dies  ausgeschlossen 
sein  soll.  Damit  das  Rad  bei  der  Bewegung  aus  einer  Lage 
in  eine  unendlich  benachbarte  nur  roUt  imd  nicht  gleitet,  muß 
der  Berührungspunkt  in  der  Richtung  der  in  die  Fußbodenebene 
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fallenden  Kreistangente  fortschreiten,  d.  h.  für  eine  virtuelle 
Bewegung  muß  zwischen  den  Änderungen  der  allgemeinen 
Koordinaten  die  Bedingungsgleichung 

dy^dx'ig(p  (64) 

erfüllt  sein.  Während  also  die  vier  Koordinaten  xytpil;  seihst 
voneinander  unabhängig  sind,  besteht  zwischen  den  vier 
Änderungen,  die  sie  bei  einer  virtuellen  Bewegung  erleiden 
können,  die  angegebene  Bedingungsgleichung,  womit  sich  die 
Zahl  der  Freiheitsgrade  auf  drei  vermindert. 

Der  Grund  für  dieses  besondere  Verhalten  des  rollenden 
Bades  ist  darin  zu  erblicken,  daß  eine  geometrische  Bedingung, 
die  das  Gleiten  unter  allen  Umständen  zu  verhüten  vermöchte, 
überhaupt  nicht  besteht.  Unter  geeigneten  Umständen  wird 
vielmehr  tatsächlich  ein  Gleiten  eintreten,  so  daß  das  rollende 
Rad  eigentlich  vier  Freiheitsgrade  oder,  wie  man  nachher  sehen 
wird,  sogar  fünf  besitzt.  Unter  den  gewöhnlich  beim  Rollen 
des  Rades  bestehenden  Verhältnissen  tritt  nur  deshalb  kein 
Gleiten  ein,  weil  die  Reibung  ausreicht,  um  es  zu  verhüten. 
WiU  man  sich  nun  darauf  beschränken,  die  Bewegung  nur  für 
solche  Fälle  zu  untersuchen,  bei  denen  tatsächlich  kein  Gleiten 
zu  erwarten  ist,  so  ist  es  bequem,  diese  einschränkende 
Voraussetzung  dadurch  in  den  Ansatz  eintreten  zu 
lassen,  daß  man  eine  zwingende  Bedingung,  die  von 
vornherein  gar  nicht  vorhanden  ist,  fingiert  und  sie 
so,  wie  es  geschehen  ist,  durch  eine  Differential- 
gleichung, der  die  virtuellen  Koordinatenänderungen 
unterworfen  werden  sollen,  zum  Ausdruck  bringt. 

Wenn  überhaupt  keine  Reibungen  in  Betracht  kämen, 
hätte  das  rollende  Rad,  wie  schon  bemerkt,  sogar  fünf  Frei- 
heitsgrade, denn  dann  könnte  es  bei  gleichbleibenden  Werten 
der  vier  vorher  genannten  Koordinaten  immer  noch  eine 
Drehung  um  seinen  Mittelpunkt  ausführen,  bei  der  es  über 
den  Fußboden  gleitet.  Es  müßte  daher  noch  eine  fünfte  Ko- 
ordinate zur  Beschreibung  seiner  augenblicklichen  Stellung  ein- 
geführt werden,  etwa  der  Winkel,  den  irgend  ein  auf  dem  Rad 
festgelegter  Radius  mit  dem  nach  dem  Berührungspunkt  gehenden 
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bildet.  Der  Bedingung,  daß  eine  Bewegung,  bei  der  sich  nur 
diese  fünfte  Koordinate  ändert,  durch  die  Reibung  verhindert 
wird,  konnte  aber  bei  unserem  Ansätze  schon  dadurch  genügend 
Rechnung  getragen  werden,  daß  wir  die  fünfte  Koordinate  über- 
haupt nicht  einführten,  da  die  übrigen  bereits  vollständig  ge- 
nügen, um  alle  in  Aussicht  zu  nehmenden  Bewegungen  darzu*- 
stellen. 

Endlich  muß  noch  hinzugefügt  werden,  daß  es  von  Vor- 
teil sein  kann,  beim  rollenden  Rad  noch  eine  zweite  nicht- 
holonome  Bedingung  zu  der  früheren  hinzuzunehmen,  derart, 
daß  dem  Rade  nur  noch  zwei  Freiheitsgrade  zugestanden 
werden.  Im  vierten  Bande  habe  ich  nämlich  bereits  bei  der 
Besprechung  des  rollenden  Rades  (S.  255  der  3.  Aufl.)  darauf 
hingewiesen,  daß  man  wegen  der  bohrenden  Reibung,  die  sich 
der  dort  als  „Wendebewegung"  bezeichneten  Drehung  um  die 
durch  den  Berührungspunkt  zur  Fußbodenebene  gezogenen 
Normalen  entgegensetzt,  in  vielen  Fällen  von  vornherein  an- 
nehmen darf,  daß  dieser  Bewegungsanteil  überhaupt  aus- 
geschlossen ist.  Man  kann  dies  dann  mit  demselben  Recht 
wie  in  dem  früheren  Falle  durch  eine  den  Koordinaten- 
änderungen auferlegte  Bedingungsgleichung  zum  Ausdruck 
bringen.  Diese  Gleichung  lautet,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugen kann,  im  vorliegenden  Falle 

cos^da;  +  acos^?^^)  =  0,  '     ,^    (65) 

und  sie  tritt  zu  der  früheren  hinzu. 

Auch  diese  Gleichung  ist,  wie  es  dem  Sachverhalt  nach 
sein  muß,  eine  nicht  integrable  Gleichung  zwischen  den  Ko- 
ordinatenzu wüchsen,  und  immer,  wenn  Bewegungsbeschränkungen 
in  dieser  Form  ausgesprochen  werden,  spricht  man  von  nicht- 
holonomen  Bedingungen. 

Diese  erfordern  eine  gesonderte  Behandlung.  Im  folgenden 
werde  ich  aber,  da  der  andere  Fall,  bei  dem  nur  holonome  Be- 
dingungen vorkommen,  der  für  die  praktischen  Anwendungen 
weitaus  wichtigere  ist,  der  Einfachheit  der  Darstellung  wegen, 
wenn  nichts  anderes  ausdrücklich  gesagt  ist,  immer  nur  von 
diesem  Falle  reden.     Es  wird  also  vorausgesetzt,  daß  bei  dem 

EOppl,  höhere  Dynamik.  6 
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Yerbande^  den  wir  betrachten^  die  Zahl  der  Freiheitsgrade  mit 
der  Zahl  der  allgemeinen  Koordinaten^  die  zur  Beschreibung 
genügen,  übereinstimme. 

§  14.    Die  lebendige  Kraft  des  Verbandes. 

Für  das  Folgende  brauchen  wir  eiuen  auf  die  allgemeinen 
Koordinaten  bezogenen  Ausdrück  für  die  lebendige  Kraft  des 
ganzen  Verbandes;  die  sich  aus  der  Summe  der  lebendigen 
Kräfte  für  alle  einzelnen  Glieder  zusammensetzt,  und  den  Aus- 
druck dafür  wollen  wir  zunächst  aufstellen.  Dabei  gehen  wir 
aus  Ton  der  die  Definition  der  lebendigen  Kraft  aussprechenden 

Gleichung  L  =  ^2;mt.«,  (66) 

in  der  m  irgend  ein  Massenteilchen  und  H  seine  Geschwindig- 
keit bedeutet.  Die  Summierung  hat  sich  über  alle  Massen  des 
ganzen  Verbandes  zu  erstrecken. 

Die  augenblickliche  Lage  von  m  kann  durch  einen  Badius- 
yektor  t  beschrieben  werden^  der  von  einem  beliebig  gewählten 
festen  Anfangspunkte  nach  m  gezogen  ist.  In  einer  bestimmten 
Stellung  des  Verbau  des^  die  man  als  seine  Normalstellung  an- 
sieht; etwa  in  der  Ausgangsstellung  zur  Zeit  ^  =  0,  sei  t  »  Tq. 
Durch  die  Angabe  von  Xq  wird  dann  das  Massenteilchen  näher 
bezeichnet;  das  man  grade  ins  Auge  gefaßt  hat.  In  einer 
späteren  Stellung  ist  t  von  Xq  verschieden;  und  zwar  ist  X  ein- 
deutig bestimmt  durch  die  Angabe  der  allgemeinen  Koordi- 
naten q,  die  der  späteren  Stellung  entsprechen.  Mit  Benutzung 
eines  Funktionszeichens  f  drücken  wir  diese  Abhängigkeit 
analytisch  durch  die  Gleichung 

t-/'(to«i&...3n)  (67) 

aus.  Die  Geschwindigkeit  H  des  betrachteten  Massenteilchens 
erhalten  wir  aus  x  durch  eine  Differentiation  nach  der  Zeit. 
Hierbei  ist  zu  beachten;  daß  Xq  konstant  bleibt;  während  die  q 
ihrer  Bedeutung  nach  eindeutige  und  stetige  Funktionen  der 
Zeit  sind.     Wir  finden  daher 

.  dq,      dt   ^  dq^      dt   ^        ^dq„      dt  ^"^""^ 
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Die  Differentialquotienten  toxi  x  nach  den  Koordinaten  q 
sind  Funktionen  von  Tq  und  allen  q  und  für  jede  Stellung  des 
Verbandes   eindeutig   bestimmte  Größen.     Um   sich   über  die 

Bedeutung  des  Differentialquotienten  ^—  klar  zu  werden^  braucht 

man  sich  dem  Verbände  nur  eine  virtuelle  Verschiebung  aus 
der  augenblicklichen  Stellung  in  eine  Nachbarstellung  erteilt 
zu  denken,  bei  der  sich  q^  um  Sq^  ändert,  während  alle  anderen 
q  konstant  sind.  Das  Verhältnis  der  Verschiebung  dt,  die  das 
Massenteilchen  hierbei  erfährt,   zu  dq^   gibt  nach  GrröSe  und 

Richtung   den  Differentialquotienten  ^ —  an.      Er   wird   daher 

im  einzelnen  Falle  in  anschaulicher  Weise  sofort  angegeben 
werden  können,  ohne  daß  es  nötig  wäre,  vorher  die  Funktion  f 
in  Gl.  (67)  durch  eine  analytische  Formel  auszudrücken. 

Setzt  man  den  Wert  von  H  in  61.  (66)  ein,  so  erhält  man 
für  die  lebendige  Kraft 

i=i-2'«»(||-Ji+g-&  +  ---  +  |^«»)'-       (69) 

Dabei  ist  von  einer  Schreibweise  für  die  Differential- 
quotienten  der  q  nach  der  Zeit,  also  für  die  Anderungs- 
geschwindigkeiten  der  Koordinaten  Gebrauch  gemacht,  die 
schon  von  Newton  herrührt  und  bei  Betrachtungen  dieser  Art 
sehr  bequem  ist.  Die  Differentation  nach  der  Zeit  ist  nämlich 
durch  einen  über  die  betreffende  Größe  gesetzten  Punkt  aus- 
gedrückt. 

Durch  Ausführung  der  Quadrierung  und  Spaltung  der 
Summe  in  ihre  einzelnen  Bestandteile  geht  Gl.  (69)  über  in 

X  -  i  «1*  Ai  +  i  &'^»  +  •  •  •  +  i  «,*  A,  1 

wobei  zur  Abkürzung  geschrieben  wurde 

^.  =  ^-©*;     ^,-^-1^^  (71) 

usf.    Die  lebendige  Kraft  ist  hiermit  als  eine  homogene  Funktion 

zweiten  Grades  der  Geschwindigkeiten  g,  mit  denen  sich  die 

Koordinaten  ändern,   dargestellt.     Die   Koeffizienten  A  dieser 

6* 


(70) 
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Funktion  haben  im  allgemeinen  verschiedene  Werte  fiir  jede 
andere  Lage  des  ganzen  Verbandes,  sind  also  Funktionen  der  g; 
dagegen  sind  sie  unabhängig  von  den  Geschwindigkeiten,  mit 
denen  sich  die  Bewegungen  vollziehen. 

Wenn  g^  eine  Länge  ist,  bedeutet  (^ — j  eine  Verhältnis- 
zahl und  Ä^^  hat  dann  die  Dimension  einer  Masse.  Man  be- 
zeichnet diese  Masse  häufig  als  die  auf  die  Koordinate  q^ 
reduzierte  Masse  des  ganzen  Verbandes.  Von  dieser  Be- 
zeichnung wird  namentlich  dann  Gebrauch  gemacht,  wenn  der 
Verband  zwangläufig  ist,  so  daß  die  Koordinate  q^  die  augen- 
blickliche Lage  des  Verbandes  schon  vollständig  beschreibt. 
Es  steht  aber  nichts  im  Wege,  die  Bezeichnung  auch  auf  den 
allgemeinen  Fall  zu  übertragen.  Man  darf  sich  durch  die 
Wahl  des  Wortes  nur  nicht  darüber  täuschen  lassen,  daß  A^^ 
eine  mit  der  Stellung  des  Verbandes  veränderliche  Größe  ist 
(und  zwar  im  allgemeinen  auch  bei  einem  zwangläufigen  Ver- 
bände), während  man  sonst  gewohnt  ist,  bei  einer  Größe,  die 
als  „Masse^^  bezeichnet  ist,  vorauszusetzen,  daß  sie  sich  während 
der  Bewegung  nicht  ändert. 

Bedeutet   dagegen   q^    einen   Winkel,   so    hat    l^)      die 

Dimension  des  Quadrats  einer  Länge  und  Ä^^  die  Dimension 
eines  Trägheitsmoments.  Li  diesem  Falle  kann  Ä^^^  als  das 
auf  die  Koordinate  q^  reduzierte  Trägheitsmoment  des 
Verbandes  bezeichnet  werden.  Die  vorhergehenden  Bemerkungen 
über  die  Abhängigkeit  von  der  Stellung  des  Verbandes  trefifen 
aber  auch  hier  zu. 

Sind  q^  und  q^  beide  Längen,  so  hat  auch  A^^  die 
Dimension  einer  Masse,  die  dann  als  die  auf  beide  Koordi- 
naten reduzierte  Masse  des  ganzen  Verbandes  bezeichnet 
werden  kann.  Sind  dagegen  q^  und  q^  beide  Winkel,  so  läßt 
sich  Ai2  ^s  ^^s  auf  diese  Koordinaten  reduzierte  Zentri- 
fugalmoment des  Verbandes  bezeichnen.  Wenn  q^  eine  Länge 
und  ^2  ^^^  Winkel  ist  (oder  umgekehrt),  läßt  sich  eine  an- 
schauliche Bezeichnung  dieser  Art  für  A^^j  ^^®  ^^  ^^^  früher 
her  gewohnte  Vorstellungen  unmittelbar  anknüpft,  zwar  nicht 
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angeben;  doch  ist  es  auch  in  diesem  Falle  nicht  schwer^  sich 
Yon  der  Bedeutung  dieser  Größe  Rechenschaft  zu  geben.  Wenn 
der  Verband  gegeben  ist,  wird  man  sie  nach  Vorschrift  von 
Gl.  (71)  entweder  genau  durch  Ausführung  einer  Integration 
über  aUe  Massen  oder  zum  mindestens  näherungsweise  durch 
eine  Summierung  endlicher,  passend  eingeschätzter  Teile  be* 
rechnen  können.  Auf  jeden  Fall  sind  aUe  Ä  richtungslose 
Größen,  die  weiterhin  als  genügend  bekannt  angesehen  werden 
dürfen. 

§15.    Bednktion  der  äußeren  Kräfte  auf  die  Koordinaten. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  bereits  einen 
Weg  eingeschlagen,  der  jetzt  in  derselben  Richtung  weiter  zu 
verfolgen  ist.  Er  besteht  darin,  alle  für  die  Bewegung  maß- 
gebenden Größen  auf  die  allgemeinen  Koordinaten  des  Ver- 
bandes zu  beziehen  oder  sie,  wie  man  dafür  sagt,  auf  die 
Koordinaten  zu  reduzieren.  Nachdem  dies  mit  den  Massen 
bereits  geschehen  ist,  führen  wir  diese  Reduktion  auch  mit 
den  Kräften  aus,  die  von  außen  her  auf  die  einzelnen  Glieder 
des  Verbandes  ausgeübt  werden.  Es  wird  sich  nämlich  zeigen, 
daß  es  für  die  Bewegungen,  die  dadurch  hervorgebracht  werden, 
gleichgültig  ist,  wie  sich  die  Kräfte  im  einzelnen  verteilen. 
Jedes  System  von  Kräften  kann  auch  durch  irgend  ein  anderes 
ersetzt  werden,  wenn  nur  beide  bei  der  Reduktion  auf  die 
Koordinaten  zu  denselben  Werten  führen. 

Der  Beweis  für  diese  Behauptung  wird  sich  aus  dem 
Folgenden  ergeben.  Doch  kann  schon  jetzt  darauf  hingewiesen 
werden,  daß  der  Ersatz  einer  Gruppe  von  Kräften,  die  an  dem> 
selben  starren  Körper  angreifen,  durch  eine  andere  Gruppe,  etwa 
durch  ein  damit  gleichwertiges  Kraftkreuz,  schon  von  früher 
her  wohlbekannt  ist.  Zu  diesen  Ersatzmöglichkeiten  treten 
dann  noch  andere,  wenn  es  sich  um  die  äußeren  Kräfte  an  den 
verschiedenen  Gliedern  eines  aus  starren  Körpern  zusammen- 
gesetzten Verbandes  handelt. 

Zunächst  gebe  ich  eine  Anweisung  dafür,  wie  die  Kraft- 
reduktion   auszuführen    ist.      Die   Rechtfertigung    dafür   wird 


86  Zweiter  AbBchnitt.    Mehrläufige  Verbände. 

dadurcli  geliefert^  daß  sich  später  herausstellen  wird;  daß  die 
Bewegung  in  der  Tat  nur  von  den  nach  dieser  Vorschrift  ab- 
geleiteten reduzierten  Kräften  abhängig  ist. 

Ich  betrachte  irgend  eine  beliebig  ausgewählte,  mit  den 
Yorgeschriebenen  geometrischen  Bedingungen  yertragliche,  also 
irgend  eine  mögliche  Stellung  des  Verbandes  und  außerdem 
noch  eine  ihr  unendlich  nahe  benachbarte  Stellung^  bei  der 
nur  eine  der  allgemeinen  Koordinaten,  etwa  g^  um  dq^  geändert 
ist,  während  alle  anderen  Koordinaten  unverändert  geblieben 
sind.  Da  wir  uns  jetzt  auf  die  Betrachtung  von  Verbänden 
mit  holonomen  Bedingungen  beschnlnken  wollten,  gehört  auch 
die  Bewegung  aus  der  Lage  q^  in  die  Lage  q^  +  Sq^  bei  kon- 
stanten Werten  der  übrigen  q  zu  den  möglichen  Bewegungen 
öder  sie  bildet,  wie  man  sagt,  eine  virtuelle  Verschiebung. 
Durch  die  Anwendung  des  Zeichens  d  in  Sq^  im  Gegensatze 
zu  den  Änderungen  dq^,  die  q^  während  der  tatsächlich  er- 
folgenden Bewegungen  erfährt,  soll  ausdrücklich  daran  erinnert 
werden,  daß  es  sich  jetzt  nur  um  virtuelle  Verschiebungen  und 
nicht  um  wirklich  ausgeführte  handelt. 

Bei  dieser  virtuellen  Verschiebung  leisten  die  äußeren 
Kräfte  Arbeiten,  wenigstens  jene,  deren  Angriffspunkte  von  der 
Verschiebung  mit  betroffen  werden.  Bezeichnen  wir  eine  der 
äußeren  Kräfte  mit  ^^  und  den  von  einem  festen  Anfangs- 
punkte nach  ihrem  Angriffspunkte  gezogenen  Radiusvektor  mit 
r^,  so  ist  der  Weg  dt^  des  Angriffspunktes 

und  die  Arbeitsleistung  von  Sß^  wird  durch  das  innere  Produkt 

angegeben.  Für  die  Arbeitsleistung  aller  Kräfte,  die  an  dem 
Verbände  angreifen,  erhält  man  daher  einen  Ausdruck  von  der 
Form  ^        <--,«.  dt 

Wenn  der  Verband  mit  allen  an  ihm  angreifenden  Kräften 
gegeben  ist,  wird  es  nicht  schwer  fallen,  den  Summenausdmck 
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entweder  genau  oder  zum  mindesten  angenähert  zu  berechnen. 
Wir  schreiben  dafür  F^,  setzen  also 

Fi- 2^^^  (72) 

und  nennen  F^  die  auf  die  Koordinate  q^  reduzierte  äußere 
Kraft. 

Sie  ist  unter  allen  Umständen  eine  richtungslose  Größe^ 
da  sie  aus  einer  Summe  von  inneren  Produkten  gebildet  wird. 

Wenn  die  Koordinate  q^  eine  Länge  ist,  bildet  ^—  eine  mit 

einem  Richtungsfaktor  behaftete  Verhältniszahl  und  F^  hat 
dann  die  Dimension  einer  Kraft.  In  diesem  Falle  ist  die  Be- 
zeichnung von  F^  als  einer  „reduzierten  Kraft''  ohne  weiteres 
gerechtfertigt.  Man  gebraucht  diese  Bezeichnung  im  über- 
tragenen Sinne  aber  auch  in  anderen  Fällen.  Ist  q^  ein  Winkel, 
so  hat  JPj  die  Dimension  eines  statischen  Moments;  wir  könnten 
dann  sagen,  daß  F^  ein  auf  den  Winkel  g^  reduziertes  Kräfte- 
paar angibt.  Aber  es  ist  üblich,  auch  in  diesem  Falle  von 
einer  reduzierten  Kraffc  zu  reden,  so  daß  also  darunter  all- 
gemein jene  Größe  zu  verstehen  ist,  die  durch  Multiplikation 
mit  Sq^  eine  Arbeitsleistung  liefert,  die  gleich  der  von  den 
tatsächlich  wirkenden  Kräften  geleisteten  Arbeit  ist. 

Wenn  sich  die  Kräfte  ^  von  einem  Potentiale  ab- 
leiten lassen,  wird  ihre  Arbeit  zu  Null  für  jede  beliebige 
Bewegung  des  Verbandes,  die  wieder  zur  Ausgangsstellung 
zurückführt.  Jeder  Stellung  entspricht  dann  ein  gewisser 
Airbeitsbetrag,  der  yon  den  Kräften  ^  bei  einem  auf  beliebigem 
Wege  erfolgenden  Übergänge  aus  einer  Normalstellung  in  die 
betreffende  Stellung  geleistet  wird.  Den  negativen  Wert  dieses 
.Arbeitsbetrages  bezeichnen  wir  mit  dem  Buchstaben  V  und 
nennen  ihn  in  Übereinstimmung  mit  den  Betrachtungen  über 
das  Potential  eines  E^raftfeldes  für  einen  einzelnen  materiellen 
Punkt,  die  wir  jetzt  sinngemäß  auf  den  ganzen  Verband  über- 
tragen wollen,  das  Potential  der  äußeren  Kräfte.  Dieses 
Potential  ist  eine  Funktion  der  allgemeinen  Koordinaten,  durch 
die  die  Stellung  des  Verbandes  beschrieben  wird. 
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Nach  dieser  Definition  von  V  kann  die  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  für  eine  rirtuelle  Verschiebung,  bei  der  nur  q^  um  dq^ 
geändert  wird,  auch  gleich 

gesetzt  werden.     Für  die  reduzierte  Kraft  F^  folgt  hiermit  der 
für  manche  PäUe  bequemere  Ausdruck 

.    ^' = -  £•  (^3) 

Indessen  kann  F^  auch  nach  dem  in  Gl.  (72)  gegebenen 
allgemein  gültigen  Ausdrucke  bei  einem  bestimmten  Beispiele 
gewöhnlich  sehr  einfach  ermittelt  werden. 

§  16.    Die  inneren  Kräfte  des  Verbandes. 

Die  inneren  Kräfte,  die  zwischen  den  verschiedenen  Gliedern 
des  Verbandes  auftreten,  ebenso  auch  die  inneren  Kräfte  zwischen 
den  verschiedenen  Teilen  desselben  Gliedes  sind  bei  der  Stellung 
der  Aufgabe,  deren  Lösung  wir  suchen,  nicht  näher  bekannt. 
Doch  mufi  man,  um  die  Aufgabe  zu  einer  bestimmten  zu  machen, 
auch  über  die  Wirkungsgesetze,  denen  die  inneren  Kräfte  unter- 
liegen, einiges  bereits  wissen  oder  als  gültig  annehmen. 

Es  kommt  dabei  nur  darauf  an,  ob  und  welche  Arbeiten 
die  inneren  Kräfte  bei  einer  virtuellen  Verschiebung 
leisten.  In  den  meisten  Fällen  wird  man,  wenn  nicht  genau, 
so  doch  mit  genügender  Annäherung  voraussetzen  dürfen,  daß 
die  Summe  der  Arbeiten  der  inneren  Kräfte  für  jede  virtuelle 
Verschiebung  zu  Null  wird.  Das  trifft  z.  B.,  wie  schon  von 
früher  her  bekannt  ist,  ohne  weiteres  zu  von  allen  jenen  inneren 
Knlften,  die  zwischen  den  verschiedenen  Teilen  desselben  starren 
Körpers  übertragen  werden.  Es  gilt  femer  auch  von  den  an 
den  Berührungsstellen  verschiedener  Körper  übertragenenEräften, 
falls  diese  überall  senkrecht  zur  Berührungsfläche  stehen,  also 
wenn  keine  Reibungen  vorkommen  oder  wenn  es  genügt,  die 
tatsächlich  auftretenden  Reibungen  zu  vernachlässigen.  Wenn 
aber  Reibungen  vorkommen  und  ein  Gleiten  der  Kör- 
per an  der  Berührungsfläche    stattfindet,   leisten  die 
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Beibungen  eine  Arbeit.    Wenn  diese  berücksicbtigt  werden 
muß^  wird  die  Aufgabe  erheblicb  erschwert. 

Femer  können  auch'  die  inneren  Kräfte  zwischen  yer- 
schiedenen  Teilen  desselben  Körpers  eine  Arbeit  leisten  und 
zwar  dann,  wenn  der  Körper  eine  Formänderung  erfährt.  Auf 
die  Möglichkeit  einer  solchen  Formänderung  ist  schon  bei  der 
Feststellung  der  Freiheitsgrade  und  der  allgemeinen  Koordi- 
naten, die  zur  Beschreibung  einer  Stellung  des  Verbandes  be- 
nutzt werden  sollen,  zu  achten.  Gehört  z.  B.  zu  dem  Verbände 
eine  Welle,  auf  deren  elastische  Verdrehung  während  der  Be- 
wegung der  Maschine  geachtet  werden  muß,  so  kann  als  all- 
gemeine Koordinate  der  Verdrehungswinkel  der  Welle  mit 
eingeführt  werden,  und  die  elastischen  Kräfte  in  der  Welle 
leisten  dann  nur  für  solche  virtuelle  Verschiebungen  eine 
Arbeit,  bei  denen  sich  der  Verdrehungswinkel  ändert.  Die 
virtuelle  Arbeit  dieser  Kräfte  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
unendlich  kleinen  Zuwachs  des  Verdrehungswinkels  und  dem 
Verdrehimgsmomente  zu  setzen.  Hiermit  ist  auch  sofort  eine 
Reduktion  der  elastischen  Kräfte  auf  die  zugehörige  allgemeine 
Koordinate  in  derselben  Weise  wie  früher  bei  den  äußeren 
Kräften  erzielt. 

In  erster  Linie  wollen  wir  aber  bei  den  weiteren 
Betrachtungen  voraussetzen,  daß  die  Summe  der 
Arbeitsleistungen  aller  inneren  Kräfte  für  jede  vir- 
tuelle Verschiebung  gleich  Null  gesetzt  werden  kann. 
Es  wird  sich  nachher  von  selbst  herausstellen,  wie  die  Be- 
trachtung zu  vervollständigen  ist,  wenn  auch  die  inneren  Ki^te 
Arbeiten  leisten. 

§  17.    Die  Gleichungen  von  Lagrange. 

Nach  allen  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  zu  der 
von  Langrange  angegebenen  Lösung  der  im  Eingange  dieses 
Abschnitts  gestellten  Aufgabe  übergehen.  Um  diese  Lösung 
zu  finden,  stützen  wir  uns  auf  das  Prinzip  von  d'Alembert. 

Wir  betrachten  also  den  Verband  in  der  Lage,  die  er  bei 
der  von  ihm  wirklich  ausgeführten  Bewegung  zur  Zeit  t  ein- 
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nimmt,  und  bringen  an  jedem  Massenteilchen  außer  den  Kraflen, 
die  darauf  tatsächlicli  einwirken,  noch  eine  Trägheitskraft 

§  =  -m^ 

an.  Die  darin  vorkommende  Beschleunigung  ist  jene,  die  dem 
Massenteilchen  zur  Zeit  t  wirklich  zukommt.  Denken  wir  uns 
hierauf  den  Verband  in  der  augenblicklichen  Stellung  zur  Buhe 
gebracht,  so  bleibt  er  unter  dem  Einflüsse  aller  an  ihm  an- 
greifenden Kräfte  auch  weiterhin  in  Buhe.  Um  die  hiemach 
zwischen  den  Kräften  bestehenden  Qleichgewichtsbedingungen 
in  Form  von  GFleichuDgen  aussprechen  zu  können,  wenden  wir 
das  Prinzip  der  yirtueUen  Geschwindigkeiten  darauf  an.  Für 
jede  virtuelle  Bewegung  muß  die  Summe  der  Arbeiten  aller 
Kräfte  gleich  Null  sein.  Zunächst  betrachten  wir  eine  virtuelle 
Bewegung,  bei  der  nur  q^  um  d^^  geändert  wird,  während  alle 
anderen  q  konstant  bleiben.  Die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte 
für  diese  virtuelle  Bewegung  ist  schon  zu  F^Sq^  festgestellt. 
Die  Trägheitskraft  ^  an  dem  Massenteilchen  m  leistet  eine  Arbeit 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Summe  der  Arbeiten 
aller  inneren  Kräfte  gleich  Null  gesetzt  werden  kann,  lautet 
demnach  die  Gleichgewichtsbedingung 

wobei  sich  die  Summierung  über  alle  Massenteilchen  zu  er- 
strecken hat.  Streichen  wir  den  gemeinschaftlichen  Faktor  Sq^ 
und  setzen  ffir  ^  seinen  Wert  ein,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

Diesen  Ausdruck  formen  wir  noch  etwas  um,  indem  wir 

dt  dqi       dtV  dqj  dt\dqj 

setzen,  womit  die  vorige  Gleichung  übergeht  in 
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Die  beiden  Summen,  die  in  dieser  Gleichung  auftreten, 
lassen  sich  aber  als  Differentialquotienten  der  lebendigen  Kraft  L 
auffassen,  die  durch  GL  (69)  als  Funktion  der  q  und  der  q  dar- 
gestellt wurde.  Differentiiert  man  nämlich  GL  (69)  partiell 
nach  q^y  so  erhält  man 

dL        ^     fdt  ,    ^t     .     ,  .     dt      .  \  dt 

und  da  der  Elammerwert  nach  GL  (68)  die  Geschwindigkeit  ti 
des  Massenteilchens  m  angibt,  wird  daraus 

||^^m.|l.  (76) 

Differentiiert  man  dagegen  GL  (69)  partiell  nach  q^,  so 
erhält  man,  wenn  dabei  abermals  auf  Gl.  (68)  geachtet  wird, 

dL        y^    ^/   d*t     •      ,      d^t        •      ,  ,      ^'t     •  \ 

Für  den  hier  noch  auftretenden  Klammerwert  kann  man 
aber  schreiben  d  (dt\ 

dt  Kh)  ' 

denn  die  Ausführung  der  Differentiation  nach  den  gewöhnlichen 

Differentiationsregeln    liefert   in   der   Tat  wieder   den   in   der 

dt 
Klammer   stehenden  Ausdruck,   wenn  man  beachtet,   daß  ^~~ 

Mi 

ebenso  wie  r  eine  Funktion  aUer  q  ist  und  daß  die  Differential- 
quotienten der  q  nach  t  durch  die  q  angegeben  werden.  Hier- 
nach erhält  man 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (76)  und  (77)  läßt 
sich  daher  GL  (75)  schreiben 

Das  ist  eine  der  Lagrangeschen  Gleichungen,  und 
für  jede  andere  allgemeine  Koordinate  läßt  sich  eine 
nach  demselben  Muster  anschreiben.  Man  erhält, 
wenn  dies  geschieht,  ebenso  viele  Differentialglei- 
chungen    zwischen     den     Koordinaten    q     und     ihren 
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Differentialquotienten,  als  Freiheitsgrade  yorhanden 
sind^  d.  h.  ebenso  viele  Gleichungen  als  Unbekannte. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe^  die  wir  uns  gestellt  haben^  nach 
einer  allgemeinen  Methode  zu  suchen^  die  uns  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  des  Verbandes  aufzustellen  gestattet^ 
zunächst  wenigstens  für  den  Fall  gelöst^  daß  nur  holonome 
Bedingungen  vorkommen  und  daß  die  inneren  Kräfte  bei  der 
Bewegung  keine  Arbeit  leisten. 

Trifft  die  zuletzt  genannte  Voraussetzung  nicht  ein^  so  ist 
natürlich  in  die  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
aussprechende  Gleichung  noch  ein  weiteres  Glied  aufzunehmen, 
das  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  angibt.  Dieses  Glied  wird 
sich  auf  die  Form  j  a 

bringen  lassen.     An  SteUe  von  Gl.  (74)  tritt  dann 

TP        ^^1     d1^   dt         Y 

und  an  Stelle  von  Gl.  (78)  daher 

Die  Größe  J.,  die  je  nach  den  besonderen  Umständen  des 
einzelnen  Falles  festgestellt  werden  muß,  kann  als  die  auf  die 
Koordinate  q^  reduzierte  innere  Kraft  bezeichnet  werden. 

§  18.    Einfaolie  Anwendungsbeispiele. 

Man  macht  sich  mit  dem  Verfahren  von  Lagrange  am 
besten  vertraut,  indem  man  es  zunächst  eiumal  auf  einige  ganz 
einfache  Fälle  anwendet,  für  die  man  die  Lösung  auch  auf 
anderem  Wege  leicht  finden  kann,  wenn  sie  nicht  überhaupt 
schon  von  früher  her  bekannt  ist. 

In  diesem  Sinne,  nicht  als  Beispiel  für  die  praktische 
Verwendbarkeit  der  Gleichungen  von  Lagrange,  sondern  nur 
zur  Erläuterung  und  zur  Aufweisung  ihres  Zusammenhanges 
mit  den  einfachsten  früheren  Lehren,  betrachte  ich  zuerst  die 
Bewegung  eines  einzelnen  materiellen  Punktes  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  gegebenen  Kraft  mit  den  Komponenten  XYZ  in 


§  18.    Einfache  Anwendungsbeispiele.  93 

den  Richtungen  der  Koordinatenachsen.  Der  freie  materielle 
Punkt  kann  als  ein  dreiläufiger  Verband  betrachtet  werden, 
dessen  ^allgemeine  Koordinaten^^  hier  durch  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  xye  gebildet  werden.  Für  die  lebendige  Kraft 
hat  man  den  Ausdruck 

L^^m{x^  +  i/  +  z'),  (80) 

der  hier  von  den  Koordinaten  xye  unabhängig  ist.  Wenden 
wir  Gl.  (78)  auf  q^ « a;  an,  so  ist  X  an  Stelle  von  F^  zu 
setzen  und  die  Gleichung  geht  über  in 

d  ,     .X  d^x 


^       d  ldL\        rf  /       N  d* 


d.  h.  die  Lagrangesche  Gleichung  fällt  in  diesem  Falle  einfach 
mit  der  dynamischen  Grundgleichung  zusammen. 

Als  zweites  Beispiel  betrachte  ich  die  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes,  der  genötigt  ist,  auf  einer  Fläche  zu 
bleiben.  Als  allgemeine  Koordinaten  betrachte  ich  hier  x 
und  y,  wobei  jedoch  hinzuzufügen  ist,  daß  die  Wahl  auch  in 
anderer  Weise  und  namentlich  in  gewissen  Fällen,  von  denen 
ich  einen  nachher  noch  besonders  besprechen  werde,  viel  besser 
getroffen  werden  kann.  Die  dritte  Koordinate  z  ist  abhängig 
von  X  und  y,  und  die  Abhängigkeit  wird  durch  die  Gleichung 
der  Fläche  ^  _  f^^y)  (81) 

ausgesprochen.     Hiermit  wird 

dz  dz  dx    .     dz  dy 

li  ~"dx~di  "•"  äy  "^' 

und   für  die  lebendige  Kraft  erhalte  ich  jetzt  an  Stelle  von 
Gl.  (80)  den  Ausdruck 

i  =  Xi»  +  j^  +  (Ua.  +  U.y)»).  (82) 

Auch  hier  wende  ich  die  Lagrangesche  Gleichung  (78) 
auf  den  Fall  an,  daß  q^  —  x  ist.  Wir  müssen  uns  zuvor  über- 
legen, was  jetzt  unter  F^  zu  verstehen  ist.  Dazu  erteile  ich 
dem  materiellen  Punkte  eine  virtuelle  Bewegung,  bei  der  sich 
nur  X  um  8x  ändert,  während  die  andere  allgemeine  Koordi- 
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nate  y  konstant  bleibt.  Dagegen  ändert  sich  0,  das  hier  keine 
allgemeine  Koordinate  TorsteUt,  notwendig  mit  x^  und  zwar 
wird  nach  Gl.  (81)  ^^ 

ex 

3ezeichnen  wir  die  drei  rechtwinkligen  Komponenten  der 
äußeren  Kraft  wieder  mit  XYZy  so  ist  demnach  die  von  dieser 
£!raft  bei  der  virtuellen  Verschiebung  8x  geleistete  Arbeit  gleich 

XSx  +  Z^Sx, 

ox 
und  für  F^  in  61.  (78)  haben  wir  zu  setzen 

dz 


F^^X  +  Z 


dx 


Femer  tritt  an  Stelle  von  ^^  hier  nach  Gl.  (82) 

dL  /.    ,    /de\2-    ,    dz  dz  A 

und  endlich  an  Stelle  von  -^  ebenfalls  nach  Gl.  (82) 
dL  fdz   .    ,    dz  .\  fd*z  .    .     d^z 


dx 


(dz   .    ,    dz  .\  (d^z  .    ,     d^z    A 


Setzen  wir  alle  diese  Werte  in  Gl.  (78)  ein,  so  erhalten 
wir  eine  der  beiden  Differentialgleichungen,  denen  x  und  y 
genügen  müssen.  Die  andere  erhalten  wir  durch  Vertauschen 
der  Buchstaben  x  und  y  miteinander. 

Ich  sehe  davon  ab,  diese  Gleichungen  noch  ausführlicher 
anzuschreiben,  da  sie  ziemlich  lang  ausfallen  und  eine  Inte- 
gration für  eine  beliebige  Funktion  z  in  Gl.  (81)  doch  nicht 
ausführbar  ist.  Dagegen  zeige  ich,  wie  sich  die  Lösung  ver- 
einfacht, wenn  es  sich  um  die  Bewegung  eines  Faden- 
pendels handelt,  die  Fläche,  auf  der  sich  der  materielle  Punkt 
bewegt,  also  eine  Kugelfläche  ist,  und  wenn  man  die  all- 
gemeinen Koordinaten,  die  zur  Beschreibung  der  augenblick- 
lichen Lage  dienen,  in  einer  passenden  Weise  wählt.' 

Mit  9  sei  der  Winkel  bezeichnet,  den  die  Fadenrichtung 
zur  Zeit  t   mit   der  Lotrichtung   einschließt,   und  mit  ^  der 
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Winkel,  den  die  durch  den  Faden  gellte  Lotebene  mit  einer 
beliebig  gewählten  Lotebene,  etwa  mit  der  der  Stellung  zur 
Zeit  ^ » 0  entsprechenden,  bildet.  Wenn  I  die  Fadenliange 
bedeutet^  laßt  sich  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  ^  »  0  in  zwei 
zueinander  rechtwinklige  Komponenten  lg)  und  I  sin  9)  •  ^  zer- 
l^en.  An  Stelle  Ton  GL  (82)  erhält  man  daher  in  diesem 
Falle  den  einfacheren  Ausdruck 

L  =  ifnl\g>*  +  sin>  ■  V'*).  (83) 

Um  die  Gleichung  von  Lagrange  ftir  die  Koordinate  ^  zu 
bilden,  beachten  wir,  daß  sich  der  Angriffspunkt  des  Ge- 
wichtes mg  bei  einer  virtuellen  Verschiebung  d^p  um  den 
Betrag  Id^p  sin  ^  hebt;  daher  ist 


^, 

^-^mgl 

sin  q> 

zu 

setzen 

Femer  wird 

^-r  «  mVw    und  daher 

dtp             ^ 

d  /dL\ 

mV 

dt* 

dL 
dfp 

mV  sin  q) 

cos  q>ilj\ 

Die  Gleichung  von  Lagrange  f&r  die  Koordinate  9  lautet  daher, 
wenn  man  die  in  allen  Gliedern  Torkommenden  Faktoren  ml 

streicht,  ,,  ,j^x« 

-  ^  sm  g)  =  ^^  —  sm^)  cosg?  ^-^j  -  (84) 

Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  dij;  leistet  die  einzige 
äußere  Kraft  mg  keine  Arbeit;  daher  ist 

-fV-o. 

Femer  wird 

dL  fm    .   •      dtp        dL       f. 

Die  Gleichung  von  Lagrange  für  die  Koordinate  tf;  wird  daher 

0  =  j'-(sm>^), 
wofür  man  auch,  wenn  C  eine  Integrationskonstante  bedeutet, 

sinVg^-C  (85) 
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schreiben  kann.  —  Hiermit  ist  das  gesteckte  Ziel  bereits  er- 
reicht, denn  die  Integration  der  Differentialgleichungen  (84) 
und  (85)  gehört  nicht  mehr  zn  der  Aufgabe,  die  uns  hier  be- 
schäftigt. Man  sieht  indessen,  daß  sich  die  Variable  ^  aus 
den  beiden  Gleichungen  sofort  eliminieren  läßt,  so  daß  (p  der 
DifferentialgleichuD  g 

^^  =  --^smg>+C  ^^  (86) 

genügen  muß.  Multipliziert  man  beide  Seiten  mit  -^,  so  läßt 
sich  ohne  weiteres  eine  Integration  nach  t  ausführen,  womit  man 

|(^)-  =  |co.„-5^V-  +  0.  (87) 

erhält.  Abgesehen  davon,  daß  hier  die  Bezeichnungen  anders 
gewählt  sind  und  die  Integrationskonstante  G^  noch  nicht  an 
die  Grenzbedingungen  angepaßt  ist,  stimmt  diese  Gleichung 
genau  mit  der  früher  auf  ganz  anderem  Wege  abgeleiteten 
Differentialgleichung  (39)  S.  52  für  die  Bewegung  des  sphä- 
rischen Pendels  überein. 

Ein  besonderes  einfaches  Beispiel  für  das  Verfahren  von 
Lagrange  bildet  das  physische  Pendel,  das  eine  zwangläufige 
Schwingung  um  eine  horizontale  Aufhängeachse  ausführt.  Be- 
zeichnen wir  den  Winkel,  den  das  Pendel  zur  Zeit  t  mit  der 
Gleichgewichtslage  bildet,  wieder  mit  tp  und  das  Trägheits- 
moment für  die  Aufhängeachse  mit  ö,  so  wird 

i«iÖ9?l  (88) 

Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  d(p  hebt  sich  der  Schwer- 
punkt um  s  sin  q)d(p,  wenn  s  den  Schwerpunktsabstand  bedeutet. 

Daher  ist  ^y  "=  "~  ^^5^^  ^^°  ^' 

Ferner  erhält  man  für  die  in  der  Gleichung  von  Lagrange 

vorkommenden  Differentialquotienten 

dL       ^.  d  (dL\       ^d*q>  dL       ^ 

ä^  =  ^^*'        dt\W^^-dt^'^        d^^^^ 

womit  die  Bewegungsgleichung 

e-^ mgs^\n(p 
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gefnnden  wiid,  die  natürlich  auch  auf  viel  einfacherem  Wege 
abgeleitet  werden  kann  nnd  bereits  von  früher  her  bekannt  ist. 
Auch  die  Bewegungsgleichungen  für  einen  starren 
Xorper,  auf  den  keine  Kräfte  wirken  und  dessen 
Schwerpunkt  ruht,  lassen  sich  nach  demselben  Verfahren 
ableiten,  indem  man  drei  geeignete  Winkel  zur  Beschreibung 
der  augenblicklichen  Lage  als  allgemeine  Koordinaten  einführt, 
4ie  Winkelgeschwindigkeitskomponenten  um  die  drei  Haupir 
tragheitsachsen  in  den  Differentialquotienten  dieser  Koordinaten 
nach  der  Zeit  ausdrückt,  hierauf  die  lebendige  Kraft  bildet 
und  die  in  61.(78)  vorgeschriebenen  Differentiationen  daran 
Yomimmt.  Die  drei  F  sind  hier  alle  gleich  Null.  Da  die 
Ausführung  der  Rechnung  ziemlich  umständlich  ist  und  die 
Bewegung  des  krafbefreien  Kreisels  schon  im  vierten  Bande 
mit  einfacheren  Hilfsmitteln  ausführlich  genug  besprochen 
wurde,  will  ich  mich  aber  nicht  damit  aufhalten,  die  Formeln 
anzuschreiben. 

.  Zur  weiteren  Einübung  des  Verfahrens  wird  es  nützlicher 
sein,  wenn  man  die  in  den  nachfolgenden      j 
Paragraphen  behandelten  lehrreichen  Bei- 
spiele gründlich  durcharbeitet 

§  19.    Das  Doppelpendel. 

Ein  zweiläufiger  Verband  bestehe  aus 
einem  physischen  Pendel  A  (Abb.  7),  das 
sich  gegen,  ein  festes  Gestell  um  die  zur 
Zeichenebene  senkrechte  ~  Achse  a  ohne 
merkliche  Reibung  zu  drehen  vermag,  und 
aus  einem  zweiten  starren  Körper  B^  der 
daran  drehbar  aufgehängt  ist.  Die  Auf- 
hängeachse' ß  geht  parallel  zu  a  und  pro- 
jiziert sich  daher  in  Abb.  7  eben&lls  als 
Punkt.  Von  äußeren  Kräften  möge  zu- 
nächst nur  das  Gewicht  beider  Körper  in 
Betracht  kommen.  Unsere  erste  Aufgabe  erblicken  wir  darin, 
die  Differentialgleichungen  für  die -Bewegung  aufeustelleuj  die 

Föppl,  höhere  Dyiuunik.  7 


Abb.  7. 
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der  Verband  unter  dem  Einflüsse  dieser  Kräfte  ausführt^  wenn 
der  Anfangszustand  beliebig  gegeben  ist.  In  den  folgenden 
Paragraphen  wird  sich  daran  eine  genauere  Untersuchung  der 
durch  diese  Gleichungen  beschriebenen  Bewegungen  knüpfen. 

Der  kürzeren  Ausdrucksweise  wegen  wollen  wir  den  Ver- 
band als  ein  Doppelpendel  bezeichnen.  Mit  Vorrichtungen 
Yon  dieser  Art  hat  man  öfters  zu  tun.  Eines  der  bekanntesten 
Beispiele  dafür  bildet  eine  Glocke  mit  dem.  an  ihr  auf- 
gehängten Klöppel.  Auf  diesen  besonderen  Fall  werde  ich 
später  noch  zurückkommen.  Einstweilen  kommt  es  aber  auf 
die  Gestalt  und  die  verhältnismäßige  Größe  beider  Körper 
nicht  an;  wir  wollen  vielmehr  die  für  alle  Vorrichtungen  der 
gleichen  Art  allgemein  gültigen  Bewegungsgleichungen  auf- 
stellen. Nur  insofern  möge,  um  die  Untersuchung  nicht  weit- 
schweifiger zu  machen,  als  es  nötig  erscheint,  eine  einschränkende 
Voraussetzung  gemacht  werden,  als  der  Schwerpunkt  S  von  Ä 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Gelenkpimkte  a  und  ß 
liegen  soll.  Dagegen  ist  es  nicht  nötig,  daß  S  zwischen  a 
und  ß  liegt,  wie  in  der  Abbüdung  angenommen  wurde,  sondern 
der  Schwerpunktsabstand  s  kann  auch  größer  sein  als  der  Ab- 
stand l  zwischen  beiden  Gelenken.  Dies  wird  insbesondere  zu- 
treffen, wenn  es  sich  um  eine  Glocke  und  ihren  Klöppel  handelt. 
Der  in  Abb.  7  mit  S^  bezeichnete  Punkt  soll  den  Schwerpunkt 
des  zweiten  Pendels  JB  bedeuten. 

Als  allgemeine  Koordinaten  wählen  wir  die  in  Abb.  7  mit 
^  und  ^  bezeichneten  Winkel,  die  von  den  Geraden  aS  und 
ßS^  mit  der  Lotrichtung  gebildet  werden.  Als  positiv  sollen 
diese  Winkel  gezählt  werden,  wenn  die  Drehung  gegen  die 
lotrechte  Gleichgewichtslage  in  der  aus  der  Abbildung  zu  ent- 
nehmenden Richtung  erfolgt  ist.  Durch  die  Angabe  von  q> 
und  f  samt  Vorzeichen  wird  die  augenblickliche  Stellung  des 
Verbandes  offenbar  vollständig  beschrieben,  ü^benso  bedarf  es 
keiner  weiteren  Erörterung,  daß  es  sich  hier  nur  um  holonome 
Bedingungen  handelt. 

Di6  lebendige  Kraft  des  ganzen  Verbandes  ist  gleich  der 
Summe  der  lebendigen  Kräfte  von  Ä  und  B,   Für  die  lebendige 
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£!raft  von  A  können  wir  den  schon  in  QL  (88)  für  das  ein- 
fache physische  Pendel  aufgestellten  Ausdruck  benutzen.  Die 
lebendige  Kraft  von  B  können  wir  in  zwei  Teile  zerlegen^  von 
denen  der  eine  die  von  der  Schwerpunktsgeschwindigkeit  v  ab- 
hängige Translationsenergie  und  der  andere  die  von  der  Drehung 
um  die  Schwerpunktsachse  herrührende  Rotationsenergie  dar- 
stellt. Wir  machen  dabei  yon  einer  Erörterung  Gebrauch,  die 
schon  in  Band  I,  §  31,  S.  195  der  3.  Aufl.  über  die  lebendige 
Kraft  eines  starren  Körpes  angestellt  wurde. 

Für  die  Rotationsenergie  von  B  haben  wir  den  Ausdruck 

wenn  mit  Öq  das  auf  die  Schwerpunktsachse  bezogene  Träg- 
heitsmoment von  B  bezeichnet  wird. 

Um  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit  v  von  B  zu  be- 
rechnen, beachten  wir,  daß  die  Bewegung  von  B  auch  in  eine 
Translation  mit  der  dem  Punkte  ß  zukommenden  Geschwindig- 
keit und  in  eine  Rotation  um  den  Punkt  ß  zerlegt  werden 
kann.  Bei  der  Translation  hat  jeder  Punkt  von  B  und  daher 
auch  Si  eine  Geschwindigkeit  von  der  Größe  2  9,  die  senkrecht 
zur  Verbindungslinie  aß  beider  Gelenke  gerichtet  ist.  Dazu 
kommt  die  von  der  Rotation  um  ß  herrührende  Geschwindig- 
keit von  S^y  die  senkrecht  zur  Strecke  ßS^  gerichtet  ist  und 
die  Größe  s^  if  hat.  Aus  beiden  Anteilen 
findet  man  die  tatsächliche  Geschwindigkeit 
von  S^  durch  eine  geometrische  Summieining. 

In  Abb.  8  ist  das  Dreieck  gezeichnet, 
durch  das  diese  Summierung  ausgeführt 
wird.    Auf  die  Richtung  der  Schwerpunkts-  ^^*-  ®* 

gesch windigkeit  kommt  es  jetzt  nicht  an,  da  wir  zur  Bildung 
des  Ausdrucks  für  die  lebendige  Kraft  nur  den  Wert  von  t?*  nötig 
haben.  Hierfür  erhalten  wir  aus  demDreiecke  nach  dem  Gosinussatze 
v^  =  Pq)^  +  s^^if^  +  2lSiq>ilf  cos  (^  —  9?). 

Im  ganzen  finden  wir  daher  für  die  lebendige  Kraft  des  Ver- 
bandes, wenn  die  Masse  von  B  mit  m^  bezeichnet  wird, 
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Wir  können  diesen  Ausdruck  noch  ein  wenig  vereinfachen^ 
wenn  wir  für  das  Trägheitsmoment  von  B  in  bezug  auf  die 
Aufhängeachse  ß  die  Bezeichnung  0^  einführen.  Dafür  hat 
man  nämlich  0,  =  0,  +  m,s^\ 

und  der  Auadruck  für  die  lebendige  Kraft  geht  hiermit  über  in 

i=-YÖ<p'  +  YÖi?(''  +  T(^V  +  2^<pi^cos(^--<p)).  .     (89) 

Wir  bilden  davon  sofort  die  in  den  Gleichungen  von 
Lagrange  vorkommenden  Differentialquotienten  und  erhalten 
dafür  der  Beihe  nach 

—  =  0gp  -|-  myVip  +  m^lSiilJ  cos(^  —  (p) 

d  /dL\        ^d*q>    ,  78^*9    ,  ,      d*ib  .,  v 

mw  ^  ^  d*^ + ^1^^  +  ^i^^i  ^  ^^'  (^  -  ^) 

-^='9li>  +  mJ8^q>eoB(1|>-(p) 

dl  (ä^j  =  ^1  dF  +  »»»^«1 W*  °°«  (^  -  9») 

-m,^^sin(^-9))(g-^) 

Hierauf  müssen  wir  die  auf  die  Koordinaten  q)  und  ^ 
reduzierten  äußeren  Kräfte  F  und  jP^  aufstellen.  Bei  einer 
virtuellen  Verschiebung,  die  ^  um  d^  vergrößert  und  (p  kon- 
stant läßt,  leistet  nur  das  Gewicht  m^g  des  Körpers  B  eine 
Arbeit,  indem  sich  der  Schwerpunkt  S^  um  den  Betrag  s^Stlf  sin  t 
hebt.     Hiemach  ist 

Yei^ößert  sich  dagegen  (p  um  S(p,  während  ^  konstant 
bleibt,  so  erfahren  die  Schwerpunkte  beider  Körper  eine  Ver- 
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Schiebung  nach  oben.  Hierbei  ist  zu  beachten^  daß  sieb  bei 
dieser  yirtuellen  Verschiebung  das  zweite  Pendel  B  nicht  etwa 
in  relativer  Buhe  zum  ersten  Pendel  Ä  befindet^  denn  wenn 
dies  der  Fall  wäre^  würde  sich  auch  der  Winkel  ^  ändern. 
Vielmehr  entspricht  der  virtuellen  Verschiebung  d(p  eine  Trans- 
lation des  zweiten  Pendels,  bei  der  sich  der  Schwerpunkt  um 
ebensoviel  hebt  wie  das  Gelenk  ß.  Bezeichnen  wir  die  Masse 
des  ersten  Pendels  mit  m,  so  erhalten  wir  demnach 

i^  =  —  mgs  sin  9?  —  m^gl  sin  9?. 

Jetzt  ist  alles  so  weit  vorbereitet,  daß  wir  die  gefundenen 
Ausdrücke  ohne  weiteres  in  die  Gleichungen  von  Lagrange 
einsetzen  können.  Diese  lauten  mit  den  hier  gebrauchten 
Bezeichnungen  j,  _±(SL\_dL 

F    =  —  (^-\  -  ^ 
V'       dt\dii>/        dip^ 

und  nach  Einsetzen  der  gefundenen  Werte  gehen  sie  über  in 
—  sin  9?  •  5f  (w5  +  mj  Z)  =  (ö + m^  P)  -j%  +  -j^  m^  l  s^  cos  (^ — (p) 

Hiermit  sind  die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt  und 
die  Aufgabe  ist  damit  so  weit,  als  es  sich  nur  um  ein  Beispiel 
für  die  Anwendung  des  Verfahrens  von  Lagrange  bandelt, 
bereits  als  gelöst  zu  betrachten.  Aber  damit  wollen  wir  uns 
jetzt  nicht  begnügen,  sondern  zusehen,  welche  weiteren  Schlüsse 
sich  aus  diesen  Gleichungen  ziehen  lassen. 

Um  die  Bewegung  vollständig  angeben  zu  können,  worin 
doch  das  letzte  Ziel  jeder  praktischen  Anwendung  solcher  Be- 
trachtungen besteht,  müßten  wir  imstande  sein,  die  auf-, 
gestellten  Differentialgleichungen  zu  integrieren.     Das  ist  aber 


(90) 
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nicht  allgemein  möglich  und  man  mnß  hinzofftgen,  daß  die 
Differentialgleichungen  f&r  die  Bewegung  eines  mehrläufigen 
Verbandes  nicht  nur  in  diesem  FaUe^  sondern  in  der  Regel 
derart  yerwickelt  sind,  daß  der  Versuch,  sie  allgemein  zu 
integrieren,  ganz  aussichtslos  erscheint.  Hierdurch  wird  aber 
nicht  gehindert,  daß  man  über  viele  Fragen,  die  von  besonderer 
Wichtigkeit  sind,  hinreichenden  Aufschluß  aus  den  Differential- 
gleichungen erhalten  kann,  auch  ohne  daß  diese  zuvor  streng 
integriert  werden  müßten. 

Das  wichtigste  Hilfsmittel,  um  zu  einer  für  den 
praktischen  Gebrauch  meist  vollständig  ausreichenden 
Näherungslösung  zu  gelangen,  besteht  darin,  bei  perio- 
dischen Bewegungen,  wie  sie  hier  in  Frage  kommen, 
vorauszusetzen,  daß  die  Schwingungsausschläge  als 
klein  betrachtet  werden  könnten.  Man  kann  dann  eine 
Reihe  von  Gliedern  vernachlässigen  und  dadurch  die  Gleichungen 
so  vereinfachen,  daß  die  Integration  möglich  wird.  Etwas  be- 
denklich ist  es  ja  freilich,  wenn  die  auf  diese  Weise  gefundene 
Näherungslösung  später,  wie  es  häufig  geschieht,  auch  auf  Fälle 
angewendet  wird,  in  denen  die  Schwingungsausschläge  keines- 
wegs  mehr  als  klein  anzusehen  sind.  Aber  im  ganzen  scheint 
doch  die  Erfahrung  zu  bestätigen,  daß  der  hiermit  begangene 
Fehler  gewöhnlich  in  erträglichen  Grenzen  bleibt.  Nötig  ist 
es  aber  freilich,  daß  man  bei  Anwendungen  dieser  Art  in  Er- 
innerung behält,  daß  man  dabei  einen  Fehler  begeht,  der  unter 
Umständen  auch  einmal  sehr  beträchtlich  werden  könnte.  .  Er- 
gänzende Betrachtungen  von  anderer  Art,  die  hierüber  Auf- 
schluß zu  geben  vermögen,  sind  daher  meist  nicht  zu  entbehren 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  sich  die  Gleichungen  (90)  ver- 
einfachen, wenn  die  Schwingungsausschläge  als  sehr  klein  vor- 
ausgesetzt werden. 

§  20.    Kleine  Sohwingongen  des  Doppelpendela. 

Wenn  die  Winkel  ip  und  ^  als  kleine  Ghrößen  anzusehen 
sind,  gilt  dies  auch  von  ihren  Differential quotienten  nach  der 
Zeit.     Denn  wir  dürfen  von  vornherein  aus  der  Erfiedurnng  als 


§  20.    Kleine  Schwingungen  des  Doppelpendels. 
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bekannt  ansehen;  daß  sicli  die  Schwingungsbewegongen  des 
Doppelpendels  unter  den  angegebenen  Umständen  in  endlichen 
Zeiten  abspielen  ^  so  daB  die  Schwingongsdanem  nicht  etwa 
selbst  klein  von  derselben  Ordnung  wie  die  (p  und  ^  werden 
können. 

Hieraus  folgt  zuiuLchst^  daß  in  beiden  Gleichungen  (90) 
das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite^  das  von  der  dritten 
Ordnung  klein  ist,  gegen  die  nur  von  der  ersten  Ordnung 
kleinen  übrigen  Glieder  vernachlässigt  werden  darf.  Mit  dem- 
selben Grade  der  Genauigkeit  ist  es  femer  zulässig,  den  auf 
den  linken  Seiten  der  Gleichungen  vorkommenden  Sinus  eines 
kleinen  Winkels  durch  den  (natürlich  in  Bogenmaß  aus- 
zumessenden) Winkel  selbst  zu  ersetzen.  Endlich  darf,  eben- 
falls unter  Vernachlässigung  einer  von  der  dritten  Ordnung 
kleinen  Größe,  der  bei  den  Gliedern  auf  der  rechten  Seite  als 
Faktor  vorkommende  Cosinus  des  Winkels  ^  —  g?  gleich  Eins 
gesetzt  werden. 

Für  kleine  Schwingungen  lassen  sich  daher  die  Bewegungs- 
gleichungen in  der  einfachen  Form 


d^  +  e^  +  c^-0  ^ 


(91) 


anschreiben,  wenn  man  für  die  darin  vorkommenden  konstanten 
Koeffizienten  die  Abkürzungen 


a  ^  g(ms  +  %0 

c  =  m^Sil 
d  '^  gm^s^ 
6  =  01 


(92) 


benutzt.  Die  Integration  der  Gleichungen  (91)  macht  jetzt 
keine  Schwierigkeiten  mehr.  DiiSerentiiert  man  die  zweite  von 
ihnen  zweimal  nach  t  und  setzt  den  aus  der  ersten  hervor* 
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gehenden  Wert  Ton  -^  ein,  so  erhält  man  für  ^l  die  einfache 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung 

(6  e  -  c*)  J^?-  +  (eo  +  6(?)  ^^  +  rfo9>  -  0.  (93) 

Die  Koeffizienten  a  bis  e  sind  ihrer  Definition  nach  sämt- 
lich positive  Größen.  Femer  ist  c^  stets  kleiner  als  6e,  da 
^1  ^  ^0  +  ^1^1^  gesetzt  werden  kann.  Hieraus  folgt^  daß  auch 
die,  Koeffizienten  in  Gl.  (93)  stets  sämtlich  positiv  sein  müssen. 

Eliminiert  man  umgekehrt  ^>  aus  den  Gleichungen  (91), 
so  erkennt  man,  daß  ^  derselben  Differentialgleichung  (93) 
genügen  muß  wie  fp. 

Die  Lösung  der  Gleichung  läßt  sich  stets  in  der  Form 

9?  ==  J.  sin «1^  +  J?  cos  it^i  -\-  (7  sin  «j^  +  2)  cos a^i       (94) 

darstellen,  in  der  unter  a^  und  Og  die  beiden  positiven  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung 

(6ß  -  c^)  «^  -  {ea  +  6ei)  a«  +  da  =-  0  (95) 

zu  verstehen  sind.     Löst  man  diese  Gleichung  nach  t?  auf,  so 
erhält  man 


o        ea-^-bd 


'i/{ea-{-  bd)*  da 


woraus  hervorgeht,  daß  jedenfalls  beide  Werte  von  a^  positiv 
ausfallen  müssen,  falls  die  Wurzel  reell  bleibt.  Daß  sie  aber 
reell  bleiben  muß,  folgt  aus  einer  Umformung,  die  man  mit 
dem  Radikanden  vornehmen  kann  und  wodurch  die  Gleichung 

Nach  61.  (94)  führt  das  erste  Pendel  eine  periodiscbe  Be- 
wegung aus,  die  sich  aus  der  Übereinanderlagerung  von  zwei 
einfachen  Sinusschwingungen  zusammensetzt.  Die  Schwingungs- 
dauern  dieser  Sinusschwingungen  folgen  aus 

T,=^^     und     T,^  — 

und  lassen  sich  zahlenmäßig  für  einen  bestimmten  FaU  nach 
den    vorbeigehenden   Formeln    leicht    ausrechnen.      Sie    sind 
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imabliängig  Ton  den  in  Gl.  (94)  yorkommenden  Integrations^ 
konstanten  ÄBCD,  d.  h.  unabhängig  von  den  Schwingongs- 
amplitnden  oder  von  den  Anfangsbedingungen,  von  denen  im 
übrigen  die  besondere  Art  des  Bewegongsvorgangs  ablulngt. 
Auch  für  f  gilt  eine  Lösung  von  derselben  Form  wie 
für  (f.  Die  darin  auftretenden  Integrationskonstanten  sind 
aber  nicht  mehr  willkürlich,  sondern  von  den  in  Gl.  (94)  vor- 
kommenden abhängig.  Multipliziert  man  von  den  beiden  Be- 
w^ungsgleichungen  (91)  die  erste  mit  e  und  die  zweite  mit  c 
und  subtrahiert,  so  erhält  man  durch  Auflösen  nach  ^ 

^  cd 

Hiemach  läßt  sich  tl>  durch  die  Gleichung 

^  =  Ki{Ä8ma^t  +  J^cosoi^)  +  K^{Csma^t  +  Dcosoj^)    (97) 

darstellen,  in  der  für  die  Faktoren  K{  und  K^   zu  setzen  ist 

ae  —  «1*  (he  —  e*) 


^"  cd 

j^        ae  —  aj'(5c  —  c^) 
^  o.d  f 


(98) 


Um  K^  und  K^  zu  bestimmen,  kann  man  auch  einen 
anderen  Weg  einschlagen,  nämlich  GL  (97)  unmittelbar  als 
Lösung  der  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  anschreiben, 
der  ^  genügen  muß,  und  hierauf  ^  aus  Gl.  (94)  und  ^  aus 
Gl.  (97)  beide  in  die  beiden  Gleichungen  (91)  einsetzen,  die 
dadurch  identisch  befriedigt  werden  müssen.  Man  «erhält  da- 
durch für  Äj  die  beiden  folgenden  Werte 

-K,  = s-^     oder  auch     JE,.  =  ^ — - — i 

und  für  K^  die  sich  daraus  durch  Yertauschung  von  a^  mit  a^ 
ergebenden.  AUe  drei  Ausdrücke  für  K^  sind  aber  unter  sieb 
gleich;  man  muß  dabei  nur  beachten,  daß  a^  eine  Wurzel  von 
GL  (95)  bedeutet.  Man  kann  auch  durch  Einsetzen  von  a^ 
aus  GL  (96)  in  GL  (98)  einen  Ausdruck  von  K^  erhalten,  in 
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dem  nur  noch  die  ursprünglich  gegebenen  Koeffizienten  vor- 
kommen, nämlich  

jrr  _  ae  — &i  — |/(öe  — ft<Q«+4dac' 


2  cd 


'  •• 


j,  _  ae  —  bd  +  y(ae  —  bd)*  +  Idae* 


(99) 


Die  Werte  der  Faktoren  K^  und  K^  spielen  bei  der  Er- 
örterung der  Bewegungsvorgänge  des  Doppelpendels  eine  sehr 
wichtige  Rolle,  weil  sie  angeben,  in  welchen  Verhältnissen  die 
Amplituden  der  beiden  Schwingungsanteile  von  ^  gegenüber 
denen  von  (p  vergrößert  oder  verkleinert  sind.  Einstweilen 
sieht  man  schon,  daß  K^  auf  jeden  FaU  negativ  und  K^  positiv 
sein  muß.  Der  Schwingungsanteil  von  ^,  der  zur 
Schwingungsdauer  T^  gehört,  steht  daher  mit  dem 
entsprechenden  Anteile  von  q>,  wie  man  sagen  kann, 
in  entgegengesetzter  Phase,  während  die  zur  Schwin- 
gungsdauer Tg  gehörigen  Schwingungsanteile  von  g> 
und  xl;  in  gleicher  Phase  stehen. 

Femer  sieht  man  aus  den  61.  (99),  daß  K^  und  K^  im 
allgemeinen  verschiedene  absolute  Werte  haben,  daß  also  die 
Amplituden  der  beiden  Schwingungsanteile  von  ^  in  einem 
ganz  anderen  Verhältnisse  zueinander  stehen  als  die  von  (p. 
Eine  Ausnahme  davon  macht  nur  der  Fall,  daß  infolge  der 
besonderen  Wahl  der  Maße  und  der  Massenverteilung  der 
beiden  Pendel  ^^  ^  j^ 

wird.     In  diesem  Falle,  der  auch  sonst  noch  eine  besondere 
Beachtung  verdient,  vereinfachen  sich  die  Werte  von  K^  und 

^"^  K,' y^    und     Z,'=  +  |/«.  (100) 

Auf  diesen  Fall  werde  ich  später  noch  zurückkommen. 

Bildet  man  das  Produkt  von  K^  und  K^  nach  den 
Gleichungen  (99),  so  erhält  man 

^^— T— =^-  im 

Von   dieser  Formel   kann   man   gelegentlich   einen   nützlichen 
Gebrauch  machen. 
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§  21.    FortfletBnng;  beoondere  BewegangBarten. 

In  der  durch  die  Gleichungen  (94)  und  (97)  ausgesprochenen 
Losung  unserer  Angabe  kommen  die  yier  willkürlich  gebliebenen 
Int^rationskonstanten  ABCD  tot.  Deren  Werte  hängen  Ton 
den  Anfangsbedingungen  ab.  Wenn  man  angeben  soll,  wie  sich 
die  Bewegung  weiter  fortsetzt,  muß  man  wissen,  wie  sie  zu 
Anfemg  war. 

Zur  Zeit  ^ » 0,  Ton  der  ab  wir  die  weitere  Bewegung 
betrachten,  seien  die  Werte  Ton  q)  und  ^  mit  q>^  und  ^^  und 
die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  9  und  ^  ändern,  mit 
^0  und  1^0  bezeichnet  Dann  lassen  sich  die  Eonstanten  ABCD 
aus  den  Tier  Gleichungen 

if^^B  +  D 

i^^^K^B  +  K^D 

i^^  —  Zi^Oi  +  ZgCa, 

berechnen.  Besondere  Fälle  der  Bewegung  treten  ein,  wenn 
wir  für  die  yier  Anfangswerte  ^o^oT'oV'o  besondere  Werte  an- 
nehmen. Durch  eine  geeignete  Wahl  des  Zeitpunktes  ^  >->  0 
werden  wir  es  bei  jeder  Bewegungsart  erreichen  können,  dafi 
etwa  9^0 ""  ^  wird.  Ein  besonderer  Fall  ist  es  aber, 
wenn  dann  zugleich  auch  ^f^  zu  Null  wird.  Diesen  Fall 
wollen  wir  jetzt  etwas  näher  besprechen.  Man  hat  dann,  da 
K^  und  K^  jedenfalls  verschieden  voneinander  sind, 

B  =  D«0, 

^  9^0  "~  'V'o 


(102) 


A  = 


a,  (K,  -  K,) ' 


C 


■^1 9t  —  ^0 


und  die  endlichen  Bewegangsgleichnngen  lauten  hiermit 
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Hieran  knüpft  sich  die  Frage,  ob  es  yorkommen 
kann,  daß  nicht  nur  zu  Anfang,  sondern  auch  im 
ganzen  weiteren  Verlaufe  der  Bewegung  ^  =  qp  wird. 
Diese  Fr^e  ist  deshalb  von  V^ichtigkeit,  weil  in  diesem  Falle 
der  Verband  ohne  jede  Drehung  im  Gelenk  /3,  also  so  schwingt, 
als  wenn  beide  Körper  ein  einziges  physisches  Pendel  aus- 
machten.  Wenn  der  Fall  eintreten  soll,  müssen  die  beiden 
Gleichungen  ^^^^  ^  ^^  _  ^^^j^^^^  ^  ^^)^ 

^0  —  -^19^0  =  -^»(^0  —  -^19^0) 

erfüUt  sein.  Da  £},  wie  wir  schon  früher  fanden,  jedenfalls 
negativ  und  K^  positiv  ist,  kann  man  den  beiden  Gleichungen 
nur  dadurch  genügen,  daß  man 

-Kg  9Pq  —  ^0  =  0     und     JTg  =«  1 ,     also  auch     (p^  =  V'o 

setzt.  Bei  einem  beliebig  gegebenen  Doppelpendel 
läßt  sich  daher  diese  Art  der  Bewegung  niemals  durch 
passende  Wahl  der  Anfangsbedingungen  verwirklichen; 
wohl  aber  dann,  wenn  die  Maße  und  die  Massenverteilungen 
in  beiden  Pendeln  zufällig  oder  absichtlich  so  gewählt  sijid, 
daß  Zg  =  1  wird. 

Setzt  man  in  Gl.  (99)  £g  »  1,  so  erhält  man.  nach  ein- 
fachen algebraischen  Umformungen  als  Bedingung  für  das  Ein- 
treten des  besprochenen  Falles  die  Gleichung 

d(6+ c)  «  a(c  + c) 

oder  auch,  wenn  man  sich  der  Bedeutung  der  durch  die 
Gleichungen  (92)  eingeführten  Buchstabenbezeichnungen  er- 
innert, 

Wi5i(ö  +  m^l^  +  m^s^V)  «=  (ms  +  fn^l){ß^  +  vn^Syl). 

Diese  Gleichung  läßt  sich  schließlich  noch  ein  wenig  verein- 
fachen, womit  sie  übergeht  in 

Wi(esi  -  e^l)  =  ms{e^  +  m^ls^),  (104 

wobei  auf  der  linken  Seite  wieder  das  auf  die  Schwerpunkts- 
ächse  bezogene  Trägheitsmoment  B^  des  zweiten  Pendels  ein- 
geführt ist. 
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Mit  £,  ■»  1  folgt  abrigens  aus  61.  (101) 

Nachdem  wir  gefunden  haben ,  daß  im  Falle  E^^  1 
etwas  Außergewöhnliches  geschehen  kann,  wenn  die  Anfangs- 
bedingungen passend  gewählt  sind,  wollen  wir  noch  nachsehen, 
wie  die  Bewegung  desselben  Verbandes  bei  beliebigen  Anfangs- 
bedingungen ausfällt.  Dazu  gehen  wir  auf  die  Gleichungen  (102) 
zurück,  bei  denen  wir  uns  den  Anfangspunkt  der  Zeit  so  ge- 
wählt denken  wollen,  daß  ^q  zu  NuU  wird.  Indem  wir  die 
hier  zutreffenden  Werte  von  K^  und  K^  einsetzen,  liefert  die 
Auflösung,  dieser  Gleichungen 

«t  («  +  »)  a-\-d^^' 

womit  die  endlichen  Bewegungsgleichungen  übergehen  in 

=  ^^ — P~- erneut 7-^ ^0  cos aA  +      ,     ,   Z^  sm  o«^ 

+  a:fd^ocoso^^, 

» 

^  «j  (a  +  d)  ^     '   a  +  d  ^*'  *     '    a,  (a  +  ^  ^ 

Für  die  relatiTe  Drehung  beider  Pendel  gegeneinander  um 
das  Gelenk  ß  erhält  man  daraus 

^  —  y  =  —  ^o~'^o  sinc^f  -)- ^^  cosc^i^. 

Der  größte  Wert,   den  der  Drehungswinkel  im  Verlaufe  der 
Schwingung  annimmt,  ist  daher 


(V  -  <P)«.X  -  ]/to' +  (^) 
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Wenn  auch  ^q  gleich  Nnll  war,  bleibt  daher  der  Drehnngs- 
winkel  bei  etwas  verschiedenen  Werten  Ton  9?^  und  ^q  dann 
besonders  klein^  wenn  cc^  sehr  groß  ausHUlt,  d.  h.  wenn  die 
Schwingongsdauer  T^  klein  ist. 

Ein  anderer  Sonderfall,  der  eine  eigene  Be- 
sprechung verdient,  tritt  ein,  wenn 

ist.  Die  Werte  der  Faktoren  K^  und  K^  sind  för  diesen  Fall 
schon  in  den  Gleichungen  (100)  angegeben.  Für  cc^  und  a^ 
erhält  man  nach  Gl.  (96) 


Die  Auflösung  der  Gleichungen  (102)  mit  q>Q'=0  liefert 
für  die  Integrationskonstanten  nach  Einsetzen  der  Werte  von 
Kj  und  K^ 


B 


2    K  a' 


^ 2^, — '   ^-y  Kä' 

und  die  Bewegung  wird  dargestellt  durch  die  Formeln 
9  =  J.  sin  «1^  +  JB  cos  a^t  +  C  Bmcc^t  +  D  cos  cc^t 

^  ="l/"j  {—  (^sinai^  + JBcosai^)  + C^sin  «2^  +  2)  cos  Oj^} 


(105) 


Dies  gilt  noch  für  jede  mögliche  Bewegung  des  betrach- 
teten Doppelpendels,  falls  nur  der  Anfang  der  Zeiten  t  so  ge- 
wählt ist,  daß  für  ihn  qfQ^^  0  ist.  Eine  besonders  einfache 
Bewegung  entsteht,  wenn  wir  annehmen,  daß  auch  ^0  "^  ^  ^^ 
und  daß  femer 

ist.     Für  diesen  FaU  gehen  die  vorhergehenden  Gleichungen 
über  in 
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• 
9^0 


9>-  Fsino,^, 


«1 


i>-^Vi^i^«.t. 


Der  Winkel  ^  bleibt  dabei  dauernd  dem  Winkel  g> 
proportional.  Setzt  man  außerdem  noch  a^  d  Toraus,  wo- 
mit auch  e^b  wird,  so  ist  zugleich  auch  der  vorher  schon 
besprochene  Fall  verwirklicht,  bei  dem  ^  dauernd  gleich  (p 
bleibt. 

Endlich  sind  noch  von  großer  Bedeutung  die  Sonderfälle, 
bei  denen  die  Masse  des  einen  Pendels  als  sehr  klein  gegen- 
über der  des  anderen  angesehen  werden  kann.  Diese  sollen 
im  nächsten  Paragraphen  besprochen  werden. 

§  22.    Grenzfälle  des  Doppelpendels. 

Zunächst  sei  m^  sehr  klein  gegenüber  m,  während  die 
Längen  2,  s^  5^  und  die  Trägheitshalbmesser  beider  Pendel 
unter  sich  alle  von  gleicher  Größenordnung  sein  soUen.  Dann 
sind  von  den  in  den  Gleichungen  (92)  zusammengestellten 
Koeffizienten  die  beiden  ersten,  nämlich  a  und  b,  unter  sich 
von  gleicher  Größenordnung  und  sehr  groß  gegenüber  den  drei 
letzten,  nämlich  c,  d  und  e,  die  ebenfalls  unter  sich  von  gleicher 
Größenordnung  sind.  Zugleich  ist  zu  beachten,  daß  a  und  b 
aus  je  zwei  Gliedern  zusammengesetzt  sind,  von  denen  das 
zweite  klein  ist  gegen  das  erste,  und  zwar  von  derselben  Ord- 
nung klein  wie  die  andern  drei  Koeffizienten. 

Wenn  wir  dies  beachten,  können  wir  zunächst  für  die  in 
Gl.  (96)  vorkommenden  Quadratwurzeln  bis  auf  Größen  höherer 
Ordnung  genau  setzen 

y{ea  —  bdy  +  Adac^  «  ea  —  bd-^ IThd' 

Doch  gilt  dies  nur  so  lange,  als  nicht  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  besprochene  Sonderfall  ea «»  bd  ganz 
oder  nahezu  verwirklicht  ist.    Darauf  werde  ich  nachher  noch 
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zurückkommen,  einstweilen  aber  annehmeo,  daß  die  Differenz 
ea  —  bd  von  derselben  6>röBeiioi-dnang  ist  wie  jedes  der  beiden 
Glieder  ea  oder  bd. 

Dann  erhält  man  nach  Gl.  (96) 


a  + 


a—bd 


(106) 


«.'  = 


Wenn  es  sich  nur  um  die  Berechnong  der  Schwingongs- 
danern  T^  und  T^  handelt,  kann  man  diese  Aasdrficke  noch 
bedeateod  vereinfachen.  Das  zweite  Glied  sowohl  im  Zähler 
als  im  Nenner  beider  Brüche  ist  nämlich  von  der  ersten  Ord- 
nung klein  g^n  das  erste  und  kann  di^egea  vernachlässigt 
werden.     Man  erhält  dann 

V-|        nnd       V"7-.  (107) 

welche  Werte  unter  sich  von  gleicher  Gröfienordnung  sind. 
Für  die  Schwingungsdanem  erbalten  wir  durch  Einsetzen  der 
Werte  der  Koeffizienten  ans  den  Gleichungen  (93)  mit  den 
dabei  zn&sigen  Yemachläesigungen 

*        o,  r    d  r  gnt^s^l 

Dieses  Ergebnis  hat  aber  eine  einfache  Bedentnng.    Tj  ist 

i^lmlicb  die  Schwingungsdauer   des  ersten  Pendels,  wenn  das 

licht   daran   aufgehängt   ist,   und~  ebenso  gibt  F^  die 

ungsdauer  des  zweiten  Pendels  an,  wenn  das  erste  bei 

cbwingungen  fesl^ehslten  wird. 

der  Berechnung  der  Faktoren  Ki  und  K^,  die  nach 
chungen  (98)  erfolgen  kann,   müssen  wir  dagegen  auf 


(108) 
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die  genaueren  Werte  von  «i*  und  Oj^  in  den  Gleichungen  (106) 
zurückgreifen.     Wir  finden  dann 


^  ea  —  hd 

27-        ae —  hd  ac 

^2  =  — 7^ h 


(109) 


"*  cd       ~  ea  —  bd 

Aus  den  Bemerkungen  über  die  Größenordnung  der  Koeffi- 
zienten folgt  aber^  daß  das  erste  Glied  in  dem  Ausdrucke  für 
Kji  eine  sehr  große  Zahl  bedeutet^  die  groß  ist  gegen  Eins 
von  derselben  Größenordnung  wie  m  oder  0  gegen  m^  oder  0^, 
Man  muß  nämlich  beachten  ^  daß  alle  Glieder  im  Zähler  und 
Nenner  dieser  Brüche  von  derselben  Dimension  sind,  so  daß 
die  Brüche  selbst  unbenannte  Zahlen  darstellen.  Das  zweite 
Glied  in  K^,  das  der  Größe  nach  mit  K^  übereinstimmt,  kann 
ebensowohl  größer  als  kleiner  sein  als  Eins,  muß  aber  auf 
jeden  Fall  bei  den  hier  aufgestellten  Voraussetzungen  mit  Eins 
von  der  gleichen  Größenordnung  und  hiermit  sehr  klein  gegen 
K^  sein. 

Wir  erkennen  daraus  zunächst,  daß  die  Amplitude  des 
zur  Schwingungsdauer  Tg  gehörigen  Schwingungs- 
anteils beim  zweiten  Pendel  weit  größer  ist  als  beim 
ersten  Pendel.  Daraus  folgt  weiter,  daß  diese  Amplitude 
beim  ersten  Pendel  als  sehr  klein  vorausgesetzt  werden  muß. 
Das  erste  Pendel  führt  daher  nahezu  einfache  harmonische 
Schwingungen  aus  von  derselben  Art,  als  wenn  das  zweite 
Pendel  gar  nicht  vorhanden  wäre.  Von  vornherein  war  ja 
auch  vorauszusehen,  daß  das  zweite  Pendel  mit  der  kleinen 
Masse  m^  das  weit  mächtigere  erste  Pendel  in  seiner  Bewegung 
nicht  merklich  zu  stören  vermöchte. 

Wir  gelangen  daher  zu  einer  hinreichend  genauen  Be- 
schreibung des  ganzen  Bewegungs Vorgangs,  wenn  wir  setzen 

<p  =  Ä  sin  a^t  +  B  cos  a^t 

^  = ^^^^{Äsma^t+Bcoaa^i)  +  CiSmcc^t+DiGOsa2t  ^       ^ 

und   die   Konstanten  ABG^D^y   von   denen   die   beiden    letzt- 
genannten  nicht   mit   den  früher  gebrauchten   G  und  D  ver- 

Föppl,  höhere  Dynamik.  8 
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wecliselt  werden  dürfen^  aus  den  Grenzbedingongen  für  die 
Zeit  t^O  berechnen.  Führt  man  noch  die  Werte  aus  den 
Gleichungen  (92)  ein^  so  wird  übrigens  genau  genug 

ac  msmiS^l 

ea  —  hd        msB^ — miSiB 

Diese  Lösung  läßt  sich  sofort  auch  auf  .  den  folgenden 
Fall  übertragen.  Man  nehme  an,  daß  ein  Pendel  (vielleicht 
ein  Fadenpendel)  etwa  in  einem  Turme  aufgehängt  sei  und 
daß  der  Turm  durch  ein  Erdbeben  oder  durch  Windstöße  in 
Schwingungen  versetzt  sei,  die  man  meist  genau  genug  als 
einfache  Sinus-Schwingungen  wird  betrachten  können.  Be- 
trachten wir  diese  Schwingungen  als  durch  äußere  Bedingungen 
vorgeschrieben  und  gegeben,  so  fragt  sich,  was  für  Schwingungen 
das  an  dem  bewegten  Punkte  aufgehängte  Pendel  ausfuhren 
wird.  In  diesem  Falle  sind  Iq)  und  cc^  gegeben  und  a^  ist  aus 
Gl.  (107)  zu  berechnen.  Unbekannt  sind  zwar  die  in  den  vor- 
hergehenden Formeln  auftretenden  Größen  m,  s  und  ö.  Aber 
wir  können  sie  leicht  daraus  entfernen,  wenn  wir  auf  die 
Gleichungen  (108)  achten.     Man  findet  dann 

ac  l  l  '  4:7t* 

m^Si       ms 

und  die  Schwingung  des  aufgehängten  Pendels  wird  daher  dar- 
gestellt  durch  die  Gleichung 

t  =  —  a(r  «^-^r  *)  +  Ci  sin  «2^^  + Dl  cos  «8^.         (111) 

Hierbei  ist  Iq)  der  als  gegeben  angesehene  Ausschlag  des 
Aufhängepunktes  des  Pendels. 

Anordnungen,  die  zwar  im  einzelnen  davon  abweichen,  im 
ganzen  aber  ähnliche  Eigenschaften  haben  wie  ein  einfaches 
Fadenpendel,  werden  als  Seismographen  zur  Beobachtung 
der  durch  Erdbeben  hervorgebrachten  Bewegungen  des  Auf- 
hängepunktes oder  als  Pallographen  zur  Beobachtung  der 
auf  Schiflfen  auftretenden  Schwingungen  gebraucht.  Hierbei 
wird  dafür  gesorgt,    daß   die  Schwingungsdauer  Tg,    also  die 
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Eigenschwingnngsdaner  des  iDstruments^  sehr  groß  und  jeden- 
falls bedeutend  größer  ist  als  die  Dauer  2\  der  Schwingungen, 
denen  der  Aufhängepunkt  unterworfen  ist  In  den  Ton  diesen 
Instrumenten  aufgezeichneten  Diagrammen  lassen  sich  daher 
die  durch  die  beiden  letzten  Glieder  in  GL  (111)  dargestellten 
langsamen  Eigenschwingungen  sehr  deutlich  von  den  viel 
rascher  verlaufenden  Schwingungen  mit  der  Schwingungs- 
dauer T^y  die  durch  das  erste  Glied  angegeben  werden^  unter- 
scheiden. Femer  sind  in  diesem  Falle  die  Ausschlage  ^  und 
insbesondere  auch  der  Ton  dem  ersten  Gliede  in  Gl.  (111)  her- 
rührende Anteil  Ton  ^  aus  dem  Diagramm  zu  entnehmen  und 
daher  als  bekannt  anzusehen ,  während  die  Schwingungen  lq> 
des  Aufhängepunktes  daraus  abgeleitet  werden  sollen.  Be- 
zeichnet man  die  Amplitude  der  zuletzt  genannten  Schwingungen 
mit  Xf  femer  die  Länge  des  Fadenpendels  mit  L  und  den  Weg  Ltf; 
des  Pendelendes^  soweit  er  von  dem  ersten  Gliede  in  Gl.  (111) 
herrührt^  [für  den  größten  Ausschlag  mit  w,  so  folgt  x  nach 
Gl.  (111)  aus  dem  beobachteten  w,  wenn  man  vom  Vorzeichen 
absieht,  nach  der  Formel 

^-«'•^^%^  (112) 

oder  auch,  wenn  man  T^  in.  L  ausdrückt, 

Wenn  T^  sehr  klein  ist  gegen  T^,  wird  daher  nahezu  x^  W] 
doch  geht  der  Ausschlag  nach  der  entgegengesetzten  Seite. 

Hierzu  soU  noch  bemerkt  werden,  daß  es  natürlich  nicht 
nötig  ist,  zur  Aufstellung  der  Theorie  der  Seismographen- 
Schwingungen  von  dem  Doppelpendel  auszugehen,  wie  es  hier 
des  Zusammenhanges  wegen  geschehen  ist.  Wenn  der  Auf- 
stellungsort eines  solchen  Instruments  ganz  beliebig 
gegebene  Bewegungen  ausführt,  gelangt  man  vielmehr 
am  einfachsten  zu  den  Bewegungsgleichungen  für  die 
dadurch  hervorgebrachten  Apparatschwingungen  auf 
Grund  der  Sätze  über  die  Relativbewegung.  Man  be- 
zieht  also    die  Bewegungen   im   Instrument   auf  einen  Raum, 

8* 
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der  mit  dem  Gestell  des  Instruments  fest  verbunden  ist,  und 
bringt  die  Ergänzimgskrafte  der  Relativbewegung  an,  worauf 
die  Bewegungsgleichungen  leicht  nach  den  gewöhnlichen 
Methoden  aufgestellt  werden  können. 

Alle  Torausgehenden  Formeln  dieses  Paragraphen  gelten 
nur  unter  der  Voraussetzung,  daß  ea  merklich  von  hd  ver- 
schieden ist.  Wird  dagegen  ea^hdy  so  ist  auf  die  Be- 
sprechung dieses  Sonderfalles  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen zurückzugreifen.  Man  muß  nur  beachten,  daß  jetzt 
die   weitere  Voraussetzung   über   die  Kleinheit  der  Masse  m^ 

gegenüber  m  hinzukommt,  die  zur  Folge  hat,  daß  —  einen 
sehr  kleinen  Bruch  bildet  oder  -j  eine  sehr  große  Zahl  be- 
deutet. Aus  den  Gleichungen  (105)  folgt  daher,  daß  die 
Amplituden  der  beiden  Schwingungsanteile  von  ^  weit  größer 
sind  als  die  von  tp.  Wenn  daher  ^  dauernd  so  klein  bleiben 
soU,  daß  man  wenigstens  mit  einiger  Annäherung  noch  von 
der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  Gebrauch  machen  kann, 
müssen  die  Amplituden  der  Schwingungsanteile  von  (p  besonders 
klein  sein  und  zwar  so,   daß  (p^  von  gleicher  Größenordnung 

D^t  ^ol/ —  wird.     Ein  sehr  kleiner  Anstoß,  der  dem  ersten 

Pendel   erteilt   wird   und    dieses  nur  in  kleine  Schwingungen   / 
versetzt,  vermag  daher  schon  große  Schwingungen  des  zweiten 
Pendels  herbeizuführen.  "  ^  '  ^^^^ 

Die  Schwingungsdauem  T^  und  Tg  werden  für  ea^hd 
und  kleine  Masse  des  zweiten  Pendels  nach  den  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Formeln  für  a^  und  a^ 
nahezu  einander  gleich  und  zwar  ebenso  groß  wie  die 
Schwingungsdauer  des  ersten  Pendels,  wenn  das  zweite  nicht 
daran  aufgehängt  ist  oder  auch,  was  hier  wegen  ea^hd  auf 
dasselbe  hinauskommt,  so  groß  wie  die  Eigenschwingungsdauer 
des  zweiten  Pendels.  Man  kann  daher  den  Fall  ea  =»  hd  auch 
dadurch  kennzeichnen,  daß  man  ihn  den  Fall  der  Schwingungs- 
resonanz zwischen  den  Schwingungen  des  ersten  und  zweiten 
Pendels  nennt.  Damit  hängen  auch  die  großen  Schwingungs- 
ausschläge des  zweiten  Pendels  für  diesen  Fall  zusammen. 
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Ich   bomme  jetzt  zu  dem   suderen   Orenzfalle  des 
BoppelpendelB,  bei  dem  umgekehrt  die  Masse  m   des 
ersten  PeDdels   gegen   die  Masee  m^   des  zweiten   ver- 
nachlässigt    werden    kann.      Das    erste    | 
Pendel   ist  dann  einer  Stange  gleichwertig,    j 
der   nur   die   Aufgabe    zukommt,   den   Anf- 
hängepunkt  des  zweiten  Pendels  auf  einem 
Kreise  zu  fQhren.    Abb.  9,  bei  der  im  übrigen 
die  Bezeichnungen  von  Abb.  7    beibehalten 
sind,  gibt  dies  näher  an.     Man  kann  auch 
sagen,  daß  es  sich  hierbei  nm  die  Schwin- 
goDgen  eines  Btarren  Körpers  von  der  Gestalt 
einer  Scheibe  bandelt,  der  mit  zwei  Freibeits- 
graden   aufhängt  tmd    dem  Einänsse   des 
Gewichtes    als    einziger   äußerer    Kraft  aus- 
gesetzt   ist.       Man    könnte    dafür    die    Be-     '         ^^^  ^ 
wegungBgleicbungen  nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren   von  nenem  bilden;   wir  erhalten  sie  aber  jetzt  ein- 
facher, indem  wir  in  den  Entwicklungen  der  vorhergehenden 
Par^!;raphen  m  =  0  und  hiermit  9  =  0  setzen.     Für  cc'  finden 
wir  an  Stelle  von  Gl.  (96) 

,  _     0.+m...i±V(e7-m...i)-  +  4,»,-Vi  ,,      , 

woraus  sich  die Schwingungsdauem  der beidenEinzelschwingungen 

ergeben,  aus  denen  sich  die  ganze  Bewegung  zusammensetzen  laßt. 

Ebenso  erhält  man  für  die  Faktoren  f^  und  K^  aus  den 

Gleichungen  (99)   beim  Einsetzen   der  hier  zutreffenden  Werte 


^  _  e,  —  "1,  a.  l  -  Vje,  -  m.  8.  Q'  -f  im,  \  'Ü 


(115) 


^^ 2^^V > 

Läßt  man  z.  B.  l  zu  Null  werden,  so  wird  a^*  nach 
Gl.  (114)  gleich  oo,  die  zugehörige  Schwingui^dBuer  T^  daher 
zu  Null,  womit  nur  die  Schwingung  mit  der  Schwingungs- 
dauer Tg  übrig  bleibt,  von  der  sich  durch  einen  Grenzfibergang 
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in  OtL  (114)  zeigen  läßt;  daß  sie  so  groß  ausfällt  wie  beim 
einläufigen  physischen  Pendel.  Ein  anderer  Grenzfall  entsteht^ 
wenn  man  Z  =  c»  setzt.  In  diesem  Falle  wird  «j^  zu  Null 
und  Tg  unendlich  groß.  Die  zweite  Schwingung  verschwindet 
in  diesem  Falle  nicht  völlig,  sondern  sie  wird  ersetzt  durch 
eine  gleichförmige  Translation,  die  das  Pendel  längs  der  hori- 
zontalen Gleitbahn  ausführt  und  die  sich  über  die  andere 
Schwingung  lagert,  derart,  daß  der  Schwerpunkt  8^  eine  kon- 
stante horizontale  Geschwindigkeitskomponente  behält^  Femer 
entsteht  noch  ein  bemerkenswerter  Fall,  wenn  man 

setzt,  d.  h.  wenn  die  Länge  der  Aufhängestange  gleich  der 
reduzierten  PendeUänge  des  zwangläufig  aufgehängt  gedachten 
Pendels  gemacht  wird.  Es  wird  aber  nicht  nötig  sein,  diese 
Fälle  noch  näher  im  einzelnen  durchzusprechen,  da  ihre  be- 
sonderen Eigenschaften  aus  den  allgemeinen  Formeln  leicht 
entnommen  werden  können. 

§  23.    Stöße  am  Doppelpendel. 

Bisher  ist  nicht  danach  gefragt  worden,  wie  die  Bewegung 
des  ganzen  Verbandes  ursprünglich  hervorgerufen  wurde,  son- 
dern der  Anfangszustand  wurde  als  beliebig  gegeben  betrachtet. 
Jetzt  wollen  wir  dagegen  die  Untersuchung  auch  nach  dieser 
Richtung  hin  noch  um  einen  Schritt  weiter  führen.  Der 
besseren  Anschaulichkeit  wegen  will  ich  mich  aber  darauf  be- 
schränken, an  einem  bestimmten  Beispiele  zu  zeigen,  wie  man 
zu  diesem  Zwecke  vorzugehen  hat.  Andere  Fälle  lassen  sich 
in  ganz  ähnlicher  Weise  behandeln. 

Ich  setze  jetzt  voraus,  daß  beide  Pendel  anfänglich  in 
Ruhe  waren  und  in  der  lotrechten  Gleichgewichtslage  herab- 
hingen. Dann  mag  auf  das  erste  Pendel  ein  Stoß  einwirken, 
der  den  ganzen  Verband  in  Bewegung  setzt.  Der  Stoß  soll 
nur  so  kurze  Zeit  dauern,  daß  sich  der  Verband  bis  zum  Ab- 
lauf des  Stoßes  noch  nicht  merklich  aus  der  Gleichgewichts- 
lage zu  verschieben  vermochte.    Dagegen  sind  beiden  Körpern 
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während  der  Stoßzeit  endliche  Geschwindigkeiten  erteilt  worden, 
und  unsere  Aufgabe  besteht  jetzt  darin,  die  Geschwindigkeiten 
q)Q  und  %  für  die  sich  an  den  Stoß  anschließende  weitere  Be- 
wegung zu  ermitteln. 

Diese  Aufgabe  kann  zwar  auch  in  anderer  Weise,  etwa 
durch  Anwendung  des  Prinzips  von  d'Alembert  ohne  Schwierig- 
keit gelöst  werden.  Da  es  mir  aber  in  diesem  Abschnitte 
darauf  ankommt^  den  Leser  mit  dem  Verfahren  von  Lagrange 
besser  vertraut  zu  machen,  gebe  ich  diesem  Wege  den  Vorzug. 

Für  die  kurze  Zeit  während  des  Stoßes  kommt  nur  die 
Stoßkraft  als  äußere  Kraft  in  Betracht.  Dies  folgt  schon 
daraus  ganz  allgemein,  daß  die  Stoßkraft  sehr  groß  sein  muß 
gegenüber  den  Gewichten,  wenn  sie  in  sehr  kurzer  Zeit  ver- 
hältnismäßig große  Geschwindigkeiten  hervorbringen  soll.  Die 
Wirkung  des  Gewichts  oder  auch  anderer  äußerer  B[räfte,  die 
mit  den  Gewichten  von  gleicher  Größenordnung  sind,  kann 
daher  für  die  Dauer  des  Stoßes  gegenüber  der  Stoßkraft  ver- 
nachlässigt werden.  In  unserem  besonderen  Falle  kommt  noch 
hinzu,  daß  die  Gewichte  beider  Pendel  während  der  Stoßdauer 
überhaupt  keine  Arbeit  leisten  können,  weil  sich  beide  Schwer- 
pimkte  nur  in  horizontaler  Richtung  verschieben.  Die  Gewichte 
tragen  daher  zu  den  auf  die  Koordinaten  q)  und  ^  reduzierten 
äußeren  Kräften  ohnehin  nichts  bei. 

Bezeichnen  wir  das  auf  die  Aufhängeachse  des  oberen 
Pendels  bezogene  statische  Moment  der  Stoßkraft  mit  Jf,  so 
ist  die  Arbeit  der  Stoßkraft  för  eine  virtuelle  Verschiebung  ö(p 
gleich  MS  ff.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung,  die  nur  ^ 
um  S'^  ändert,  während  tp  konstant  bleibt,  leistet  dagegen  die 
am  ersten  Pendel  angreifende  Stoßkraft  keine  Arbeit.  Für  die 
Zeit  während  des  Stoßes  haben  wir  daher  die  auf  die  Koordi- 
naten ff  und  ^  reduzierten  äußeren  Kräfte 

F^^M    und    F^^O 

zu  setzen.  Setzen  wir  diese  Werte  an  die  Stelle  der  auf  den 
linken  Seiten  der  Gleichungen  (90)  stehenden  Ausdrücke,  so 
haben  wir  damit  sofort   die  für  die  kurze  Stoßdauer  gültigen 


120 


Zweiter  AbBchnitt.    Mehrläufige  Verbände. 


Bewegungsgleichnngen  gefanden.  Zugleich  sind  wir  berechtigt, 
da  9>  und  ^  während  dieser  Zeit  jedenfalls  sehr  klein  bleiben, 
von  den  Vereinfachungen  Gebrauch  zu  machen,  durch  die  die 
Gleichungen  (90)  in  die  Gleichungen  (91)  übergeführt  worden 
waren.    Die  Bewegungsgleichungen  lauten  daher  jetzt 


6-T^  +  C-T7^  —  M=^0 


dV 


^  dt^  '^^  dt 


dt* 
d*q> 


=  0 


I  . 


(116) 


Aus  ihnen  findet  man 


dt* 


eM 


he  —  c" 
cM 


he  —  c^ 


I  • 


(117) 


Eine  Integration   über  die  Dauer  des  Stoßes  liefert  uns 
die  gesuchten  Geschwindigkeiten  qp^  und  i^q.     Setzen  wir  zur 

so  können  wir  Q  als  den  Stoßimpuls  bezeichnen,  und  dieser 
muß  jedenfalls  gegeben  sein,  wenn  wir  die  durch  ihn  hervor- 
gebrachten Geschwindigkeiten  berechnen  sollen,  während  M 
selbst  und  die  Dauer  des  Stoßes  —  abgesehen  davon,  daß 
diese  jedenfalls  klein  sein  muß  —  nicht  bekannt  zu  sein 
brauchen.     Wir  finden  dann 


ta--- 


cQ 


he  —  c' 


i  • 


(118) 


Auf  Grund  der  in  §  20  und  21  aufgestellten  Formeln 
sind  wir  hiermit  in  den  Stand  gesetzt,  die  sich  an  den  Stoß 
anschließende  Bewegung  des  Doppelpendels  vollständig  an- 
zugeben, wenigstens  dann,  wenn  es  zulässig  erscheint,  die  er- 
zeugten Schwingungen  noch  genau  genug  als  kleine  zu  be- 
trachten. Aus  den  Gleichungen  (102)  erhalten  wir,  da  9>o'*^ 
und  tl^Q^O  ist, 
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A  =       ^  eK,+c 


C  =  -r- 


Q  eK,+c 


be  —  c*     a,(Z,— Zi) 

Die  Werte  von  K^,  K^y  a^  und  o^  sind  aus  den  früheren 
Formeln  zu  entnehmen. 

Die  damit  gefundene  Lösung  der  Aufgabe  ist  zwar  voll- 
ständig^ aber  sehr  wenig  übersichtlich.  Die  Rechnung  mag 
daher  wenigstens  für  einen  besonderen  Fall,  bei  dem  sich  die 
Formeln  bedeutend  vereinfachen,  noch  etwas  weiter  geführt 
werden.  Ich  wähle  dazu  den  in  der  ersten  Hälfte  von  §  22 
besprochenen  Grenzfall,  bei  dem  m^  sehr  klein  gegenüber  m 
ist.  Dann  ist,  wie  wir  fanden,  K^  eine  sehr  große  Zahl,  der 
gegenüber  K^  vernachlässigt  werden  kann.  Die  Anfangs- 
geschwindigkeiten 9>o  und  %  bleiben  nach  den  Gleichungen  (118) 
auch  in  diesem  Grenzfalle  von  gleicher  Größenordnung,  und 
zwar  findet  man  bei  Vernachlässigung  von  c*  gegen  be 

An  Stelle  der  Gleichungen  (103)  erhalten  wir  hier  genau 
genug 

cp  —  —  sin  a.  ^, 

^  =  Z.  ^  sin«.^  +  ''^^""^^^^  sin «2^, 

wobei  alle  w^gelassenen  Größen  sehr  klein  sind  gegenüber 
d^  beibehaltenen.  Setzen  wir  noch  cc^  und  a^  aus  den 
Gleichungen  (107)  und  K^  aus  Gl.  (109)  ein,  so  erhalten  wir 

^  -  Vir^d  (-Vy  «i°«i^+  KT  «i^«^V 

Für  den  Fall  ea  =  hd,  der  eine  besondere  Bedeutung 
beanspruchen  kann,  dürfen  diese  Formeln  jedoch  nicht 
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benutzt  werden^  da  V^  in  diesem  Falle  in  der  unbestimmten 

Form  —  erscheint.     Man  muß  dann  auf  die  am  Schlüsse  Ton 

§  21  zusammengestellten  Formeln  zurückgreifen.  Da  der  Grenz- 
übergang zu  kleinem  mj  hierbei  größere  Vorsicht  erfordert,  wird 
es  sich  empfehlen,  ihn  hier  ausführlicher  zu  besprechen. 

Zunächst  setze  ich  die  in  den  Gleichungen  (118)  gefundenen 
Werte  von  ^^  und  il;^  in  die  am  Schlüsse  von  §  21  für  den 
Fall  ea  ==bd  aufgestellten  Formeln  ein,  ohne  vorläufig  von  der 
Voraussetzung  Gebrauch  zu  machen,  daß  m^  klein  sein  soll 
gegen  m.     Man  hat  dann,  da  zugleich  ij^q  gleich  Null  ist. 


be  —  c^     '     ^2  —  K      be  —  c^     ' 


B^D^O, 


A^ 


Q 


^-n 


he  —  c' 


2«! 


C  = 


Q 


-VI 


he  —  c' 


2  a, 


9  = 


Q 


he  —  c^ 


2«! 


-c]/± 

—  smoToT 


2  a, 


^  = 


Q 


he  —  c^ 


—  Bin a^t  H ^ smcc^t 


2^1 


Jetzt  gehen  wir  zur  Grenze  über,  bei  der  m^  sehr  klein 
gegen  m  und  daher  c,  d,  e  sehr  klein  gegen  a  und  h  sind. 
Dann  werden  a^  und  cc^  nahezu  einander  gleich;  es  ist  jedoch 
nötig,  auf  den  wenn  auch  nur  sehr  kleinen  Unterschied  zwischen 
beiden  zu  achten.  Von  vornherein  dürfen  wir  dagegen  in  den 
Ausdrücken  für  a^  und  «g  im  Nenner  c^  gegen  ie  vernach- 
lässigen, weil  diese  Vernachlässigung  ohne  Einfluß  auf  das  Ver- 
hältnis zwischen  a^  und  a^  ist.  Bis  auf  Größen  höherer  Ord- 
nung genau  dürfen  wir  daher 
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setsen.    Ebenso  erhalten  wir 

--Vl-hVl 

Auch  die  in  den  Gleichnngen  für  q>  und  ^  in  den  Klammem 
Tor  den  Sinosfonktionen  stehenden  Faktoren  werden  paarweise 
untereinander  nahezu  gleich  groß.  Doch  kommt  es  auch  hier 
auf  die  kleinen  Unterschiede  zwischen  beiden  an.  Wir  ent- 
wickeln daher  diese  Faktoren  bis  auf  GröBen,  die  von  höherer 
Ordnung  klein  sind,  wie  folgt: 


In  der  gleichen  Weise  findet  man 

Auch  die  in  dem  Ausdrucke  von  ^  vorkommenden  Faktoren 
können  in  derselben  Weise  bis  auf  Größen,  die  von  höherer 
Ordnung  klein  sind,   entwickelt  werden,  und  man  findet  dann 

2ai  2    K   d  "*■   4    r     a  ' 

y   d  _  e  -i/6  c  -j/h 

2^^  Y  r    d"  ""  4"  r   "a  * 

Hiermit  gehen  die  Gleichungen  für  9>  und  ^,  wenn  man 
zugleich  in  dem  vor  der  Klammer  stehenden  Faktor  c'  gegen 
he  vernachlässigt,  über  in 
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*-Ä|[iyi+M]™«.'-[iT/i-ii4]"««.')- 

Hierbei  sind  aber  die  Werte  Ton  a^  und  a^  in  den  Sinus- 
funktionen  noch  nicht  eingesetzt  und  der  umstand^  daß  beide 
nahezu  einander  gleich  sind,  macht  sich  daher  in  den  Formebi 
noch  nicht  bemerklich.  Wir  formen  daher  die  Gleichungen 
noch  weiter  um,  wie  folgt: 

^  =  =  — yi=:  (sin  Oj^  —  sin  cc^t) ^=  (sin  cc^t  +  sin  a^t). 

iyäh  Aeyab 

Hierbei  können  wir  bis  auf  Ghrößen  höherer  Ordnung  genau 

sin  «j  ^  +  sin  «2^  =  2  sin  ^  1/-^ 

setzen.     Für  die  Differenz  der  beiden  Sinusfunktionen  benutzen 
wir  zunächst  die  allgemein  gültige  goniometrische  Formel 

sin  Oj^  —  sin  «2^  =  2  sin  "^      - 1  cos  ^^^"^—  t , 

die  beim  Einsetzen  der  hier  zutreffenden  Werte  Ton  a^  und  Oj 
übergeht  in 

sinaj^  —  sin  «2^  =  2sin  (^ö~  |/"r)  cos^l/—» 
Hiermit  finden  wir  schließlich  für  <p  und  ^ 

_  _}•  (120) 

^  =  _^8in6fl/I)cos<l/^ ^BintV^ 

Ydb         \2er    6/  V    b       ^ey/ab  '     ^ 

Mit  diesen  Gleichnngen  ist  das  gesteckte  Ziel  er- 
reicht; sie  beschreiben  ToUständig  den  etwas  verwickelten 
Bewegongsvorgang  nach  dem  Stofie,  solange  man  voranssetzen 
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darf,  daß  die  Ausschläge  wenigstens  näherungs  weise  noch  als 
klein  angesehen  werden  können. 

Bei  der  Deutung  der  Formeln  kommt  es  vor  allem  auf 
die  Größenordnung  der  yor  den  Sinusfunktionen  stehenden 
Koeffizienten  an,  da  von  diesen  die  Amplituden  der  auftretenden 
Schwingungen  abhängen.    Schreiben  wir  dafür  zur  Abkürzung 

'       2ae  ¥    0        ahtj 


26Vd6 


a  --9- 


2eyah 


und  beachten,  daß  a  und  b  unter  sich  Ton  gleicher  Größen- 
ordnung und  dabei  viel  größer  als  c,  (2  und  e  sind,  und  zwar 
in  dem  Maße  wie  m  groß  ist  gegen  m^,  so  folgt  zunächst,  daß 
der  Koeffizient  Cg  jedenfalls  am  größten  ist.  Ihm  folgen  die 
unter  sich  vergleichbaren  Koeffizienten  C^  und  C^^  während  C^ 
wieder  viel  kleiner  ist  als  die  vorigen.  In  dieser  Rangordnung 
verhalten  sich  die  vorausgehenden  zu  den  folgenden  Werten 
der  Größenordnung  nach  wie  Ym  zu  Ym^. 

Hieraus  folgt,  daß  das  untere  Pendel  weit  größere  Aus- 
schläge erreicht  als  das  obere,  denn  den  größten  Ausschlag 
des  unteren  Pendels  können  wir  gleich  Cg,  den  des  oberen 
gleich  Cj  setzen. 

Bei  beiden  Pendeln  treten  Schwebungen  ein,  bei  dem 
oberen  Pendel  nur  in  geringem  Maße  wegen  der  Kleinheit  von 
C^  gegen  (7^;  sehr  ausgeprägt  dagegen  beim  unteren  Pendel. 
Wir  wollen  diese  noch  etwas  näher  betrachten.  Solange  t 
noch  nicht  sehr  groß  geworden  ist,  bleibt  der  Sinus  im  ersten 
Gliede  von  ^  klein,  weil  d  sehr  klein  gegen  b  ist.     Für  diese 

anfänglichen  Zeiten,   während   deren   aber  der  Winkel  iy-r 

immerhin  schon   auf  ein  Mehrfaches  von  2yt  anwachsen  kann, 
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läßt  sich  daher  die  Formel  für  ^,  indem  man  den  Sinns  des 
kleinen  Winkels  dnrch  den  Bogen  ersetzt^  naherungsweise  schreiben 


t  =^  —  K-T  cos 

^  2c6  r    0        9s>y 


^iA__e^sin^l/^ 


Die  Schwingung  gleicht  dann  für  eine  kurze  Zeit,  während 
deren  sich  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  nicht  yiel  ändert, 
einer  einfachen  harmonischen  Schwingung  mit  der  Amplitude 


Qc 
2e 


1/-  +  -- 
V  b^  ^  ab 


Bezeichnen  wir  mit  n  eine  Zahl,  die  einige  Einheiten 
nicht  überschreitet,  und  mit  T^  die  voUe  Schwingungsdauer 
für  die  durch  das  zweite  Glied  in  f  dargestellte  Schwingung, 
so  können  wir  t  =  nT^  oder 

setzen,  und  die  Amplitude  der  einfachen  harmonischen  Schwingung, 
mit  der  die  Schwingung  ^  augenblicklich  nahezu  übereinstimmt, 
folgt  damit  zu 


2e  V         ab 


Nachdem  n  größer  als  Eins  geworden  ist,  wächst  daher  für 
einige  Zeit  die  Amplitude  nahezu  proportional  mit  n  oder  t 
an.  Sobald  aber  t  etwas  größer  wird,  müssen  wir  wieder  auf 
die  genauere  Formel  für  ^  zurückgehen.  Auch  dann  kann 
man  sagen,  daß  für  die  Dauer  einer  Schwingung  mit  der 
Schwingungsdauer  T^  die  Schwingung  ^  nahezu  so  wie  eine 
einfache  harmonische  Schwingung  y erläuft,  deren  Amplitude 
jetzt  gleich  . 

«v'Ä-"('fyT)+jÄ5 

gesetzt  werden  kann.  Wenn  sich  der  Sinus  unter  dem  Wurzel- 
zeichen der  Einheit  nähert,  ist  das  erste  Glied  unter  der  Wurzel 
weit  größer  als  das  zweite.  Daher  schwillt  die  Amplitude  bald 
mehr  an,  bald  nimmt  sie  wieder  bis  auf  sehr  kleine  Werte  ab. 
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Die  Zeitdauer^  innerhalb  deren  sich  eine  solche  Schwebung 
vollständig  bis  zum  Wiederbeginn  des  gleichen  Vorgangs  toU- 
zogen  hat^  sei  mit  T^  bezeichnet.     Dann  hat  man 


Ti-2;r^]/- 


d 


Die  Zahl  N  der  Schwingungen  von  der  Schwingunge- 
dauer Tj,  die  sich  während  der  Dauer  T^  der  Schwebungs- 
perioden  abspielen^  ist 

Ti        c 

Ersetzt  man  die  Buchstaben  a,  c  usf.  durch  die  ihnen  nach 
den  Gleichungen  (92)  zukommenden  Werte,  so  hat  man  auch 


N^^yj^.  (121) 

WoUte  man  m^  nicht  nur  angenähert,  sondern  streng  als 
unendlich  klein  ansehen  gegen  m,  so  würde  N  unendlich  groß 
und  zu  Schwebungen  käme  es  gar  nicht,  sondern  nur  zu  fort- 
während wachsenden  Ausschlägen  ^,  die  dann  bald  so  groß 
werden  müßten,  daß  sie  auch  nicht  in  noch  so  grober  An- 
nähenmg  mehr  als  klein  angesehen  werden  könnten.  Sobald 
dies  eintritt,  hört  aber  die  Gültigkeit  unserer  Formeln  auf. 
Man  kann  nur  sagen,  daß  bei  einem  ganz  ungewöhnlich  kleinen 
Werte  von  m^  gegen  w,  immer  unter  der  Voraussetzung,  daß 
ea^bd  ist,  schon  ein  ziemlich  geringer  Stoß  am  oberen  Pendel 
das  untere  Pendel  in  stark  wachsende  Schwingungen  versetzen 
müßte,  die  schließlich  dazu  führen  könnten,  das  untere  Pendel 
ganz  herumzuwerfen,  so  daß  es  einen  voUen  Kreis  um  die 
Aufhängeachse  beschreibt.  Genauere  Auskunft  über  diesen 
Vorgang  würde  man  aber  nur  aus  einer  Integration  der  nicht 
gekürzten  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen  (90)  erlangen 
können.  —  Schließlich  bemerke  ich  noch,  daß  ich  zur  Demon- 
stration dieses  Verhaltens  einen  Apparat  bauen  ließ,  an  dem 
sich  die  besprochenen  Schwebungen  sehr  gut  beobachten  lassen: 
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§  24.    Erzwungene  Sohwingungen  des  Doppelpendels. 

An  dem  oberen  Pendel  möge  jetzt  ein  periodisch  wechselndes 
Drehmoment  M  angreifen,  das  durch 

Jf=:  Jfisini?^  (122) 

gegeben  ist.  Außerdem  soU  von  äußeren  Kräften  nur  noch 
das  Gewicht  an  beiden  Pendebi  angreifen.  Sollte  auch  an  dem 
unteren  Pendel  noch  ein  periodisches  Drehmoment  angreifen 
(oder  auch  an  diesem  allein),  so  wäre  ganz  ähnlich  zu  ver- 
fahren, wie  es  hier  geschehen  wird. 

Wir  wollen  uns  damit  begnügen,  die  Formeln  unter  der 
Voraussetzung  aufzustellen,  daß  die  Ausschläge  als  klein  be- 
trachet  werden  dürfen,  da  dies  bei  praktischen  Anwendungen 
der  Schwingungstheorie  fast  stets  ausreicht,  abgesehen  davon, 
daß  man  auch  nur  unter  dieser  Voraussetzung  zu  einer  yer- 
hältnismäßig  einfachen  Theorie  des  BewegungsTorgangs  ge- 
langen kann. 

Die  Bewegungsgleichungen  werden  aus  den  in  §  19  und  20 
aufgestellten  erhalten,  indem  man  einfach  das  der  neu  hinzu- 
kommenden äußeren  Kraft  entsprechende  Glied  beifügt.  Die 
auf  die  Koordinate  (p  reduzierte  neu  hinzukommende  Kraft  ist 
gleich  M  zu  setzen,  da  MSq)  die  bei  einer  virtuellen  Be- 
wegung 8q)  geleistete  Arbeit  angibt,  während  M  zu  der  auf 
die  Koordinate  ^  reduzierten  Kraft  nichts  beiträgt.  Auf  Grund 
dieser  Überlegungen  erhält  man  an  Stelle  der  Gleichungen  (91) 
S.  103  jetzt  die  Bewegungsgleichungen 


I      X.   d*V      I  ^*'^  TUT        •  ± 


(123) 


Ähnlich  wie  früher  im  vierten  Bande  bei  den  erzwungenen 
Schwingungen  eines  einzelnen  materiellen  Punktes,  läßt  sich 
auch  hier  die  Lösung  der  ßewegungsgleichungen  aus  zwei 
Teilen  zusammensetzen.  Der  erste  Teil  bildet  die  allgemeine 
Lösung  der  reduzierten  Gleichungen  (91),  die  aus  den  hier  vor- 
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liegenden  Gleichungen  wieder  hervorgehen,  wenn  man  Jf^  gleich 
Null  setzt  ^  nnd  dieser  uns  bereits  bekannte  Teil  enthält  die 
vier  willkürlichen  Integrationskonstanten  Ay  B,  C,  D,  durch 
die  man  die  Lösung  jedem  beliebig  gegebenen  Anfangszustande 
anpassen  kann.  Der  zweite  Teil  dagegen  bildet  eine  partikuläre 
Lösung  der  Gleichungen,  die  keine  willkürlichen  Eonstanten 
mehr  enthält.  Es  handelt  sich  also  jetzt  nur  noch  darum, 
diesen  zweiten  Teil  aufzufinden.     Dazu  setze  ich 

q>2  =  Esmrjt  +  FGostjt,  (124) 

Wenn  dieser  Ausdruck  den  Gleichungen  genügen  soll,  muß 
ihm  ein  Wert  ^^  entsprechen,  der  nach  dem  schon  in  §  20 
ai^ewendeten  Eliminationsverfahren  aus  den  Bewegungs- 
gleichungen  abgeleitet  werden  kann.  MultipUziert  man  näm- 
lich die  erste  mit  e  und  die  zweite  mit  c  und  subtrahiert,  so 
erhält  man  zunächst 

ae€p  +  (he —  0"37?  —  ^^i  »in^J* 
^  cd 

Setzt  man  hier  den  Wert  von  (p^  ein,  so  erhält  man 
t, cd      «'^^^ 

(125) 

+  F ^-^ COS  7^^. 

Die  Eonstanten  E  und  F  lassen  sich  jetzt  so  bestimmen, 
daß  die  beiden  Bewegungsgleichungen  von  (p^  und  ^2  befriedigt 
werden.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  erste  Gleichung  ein 
und  beachtet,  daß  die  Gleichung  für  jeden  Wert  von  t  befriedigt 
werden  muß,  so  zerfällt  sie  in  zwei  Gleichungen,  von  denen 
sich  die  eine  auf  die  mit  sini^^,  die  andere  auf  die  mit  cosi;^ 
behafteten  Glieder  bezieht.  Diese  Gleichungen  lauten  nach  ein> 
facher  Umformung 


E{ri\he  -  c^)  -  ri\ae  +  bd)  +  ad)  =  M^{d  -  ri^e)] 
F{^\he  —  c«)  —  rjHae  +  bd)  +  arf)  -  0 

Föppl,  höhere  Dynamik. 


(126) 
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Die  Koeffizienten  von  E  und  F  auf  der  linken  Seite  dieser 
Gleichungen  stimmen  miteinander  überein.  Es  kommt  nun 
darauf  an,  ob  sie  von  Null  verschieden  sind  oder  nicht.  Macht 
fj  den  Ausdruck  in  der  Klammer  zu  Null,  so  ist  tj  eine  Lösung 
der  Gleichung  (95),  für  a,  d.  h.  das  periodische  Drehmoment  M 
steht  in  diesem  Falle  in  Kesonanz  mit  einer  der  beiden  Eigen- 
schwingungen, deren  das  Doppelpendel  fähig  ist.  Die  Glei- 
chimgen  (126)  liefern  dann  JE  =  oo  und  F  unbestimmt,  d.  h. 
die  Schwingungen  werden  auch  bei  sehr  kleinem  Werte  von 
M^  so  groß,  daß  sie  nicht  mehr  als  klein  betrachtet  werden 
können,  womit  unsere  Formehi  ihre  Gültigkeit  verlieren.  Für 
den  FaU  der  Resonanz  würde  es  auch  auf  keinen  FaU.  genügen, 
die  Bewegungswiderstände  zu  vernachlässigen,  wie  wir  es  hier 
getan  haben,  sondern  man  müßte  die  Dämpfung  in  geeigneter 
Weise  berücksichtigen,  um  die  Lösung  dem  tatsächlich  zu 
erwartenden  Verhalten  des  Doppelpendels  einigermaßen  an- 
zupassen. 

Wir  sehen  also  von  dem  Falle  der  Resonanz  mit  einer  der 
beiden  Eigenschwingungen  des  ganzen  Verbandes  ab  und  er- 
halten dann  F^O,  während  E  aus  der  ersten  der  beiden 
Gleichungen  (126)  entnommen  werden  kann.  Man  überzeugt 
sich  nun  nachträglich  leicht,  daß  auch  die  zweite  der  Be- 
wegungsgleichungen (123)  mit  den  so  bestimmten  Werten  er- 
füllt wird.  Das  hängt  damit  zusammen,  daß  wir  diese  Gleichung 
schon  vorher  dazu  herangezogen  hatten,  um  den  Ausdruck  für 
^2  abzuleiten.     Die  gesuchte  partikuläre  Lösung  lautet  daher 


^i-^iri^(be-c*)--ri'(ae+bd)  +  ad^^'^^ 


I  • 


(127) 


Der   letzte   Ausdruck   geht   durch   einfache   algebraische  Um- 
formungen aus  Gl.  (125)  hervor. 

Ein  besonderer  FaU  tritt  ein,  wenn  r^^e  =  d  ist,  d.  h.  wenn 
das  periodische  Moment  M  mit  den  Schwingungen  in  Resonanz 
steht,  die  das  untere  Pendel  auszuführen  vermag,   wenn  das 
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obere  Pendel   festgehalten   wird.     In   diesem  Falle  gehen  die 
Torigen  Gleichungen  über  in 

t^^-M^^sinrit ^,  sini?^ 

Bei  passend  gewählten  Anfangsbedingungen  kann 
es  daher  vorkommen^  daß  das  obere  Pendel,  an  dem 
das  periodische  Moment  M  unmittelbar  angreift, 
dauernd  in  Ruhe  bleibt.  Das  untere  Pendel  führt  dann 
die  durch  die  zweite  Gleichung  dargestellte  Schwingung  aus, 
die  in  der  Phase  gegen  die  erregende  Ursache  um  180®  ver- 
schoben ist.  Für  den  ersten  Anblick  erscheint  dieses  Ergebnis 
yieUeicht  etwas  auffällig.  Aber  man  bedenke,  daß  es  ja  auf 
jeden  Fall  möglich  ist,  das  obere  Pendel  festzuhalten,  während 
das  untere  schwingt,  und  daß  zum  Festhalten  ein  Kräftepaar 
erforderlich  ist,  das  ebenfalls  einem  periodischen  Wechsel  unter- 
worfen sein  muß.  Wie  groß  das  Eräftepaar  zu  einer  bestimmten 
Zeit  sein  muß,  um  das  obere  Pendel  festzuhalten,  läßt  sich  aus 
der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  für  tf/^  unmittelbar  entnehmen. 

§  25.    Glocke  und  Elöppel. 

Eine  Glocke  bildet  mit  dem  an  ihr  drehbar  aufgehängten 
Klöppel  ein  Doppelpendel,  wie.  wir  es  in  den  vorhergehenden 
Paragraphen  betrachtet  haben.  Solange  die  Schwingungen  als 
klein  betrachtet  werden  dürfen  und  kein  Anschlagen  des  Klöppels 
an  die  Glocke  stattfindet,  gehorchen  sie  daher  den  bereits  aus- 
führlich besprochenen  Gesetzen.  Zu  den  gerade  für  die  Glocke 
wichtigsten  Ergebnissen  dieser  Untersuchung  gehört  vor  allem 
die  in  §  21  entschiedene  Frage,  ob  es  vorkommen  kann,  daß 
bei  den  Schwingungen  des  Doppelpendels  ^  dauernd  gleich  q> 
bleibt.  Denn  in  diesem  Falle  schlägt  der  Klöppel  überhaupt 
nicht  an  die  Glocke  an  und  die  ganze  Einrichtung  verfehlt 
ihren  Zweck.  Als  Bedingung  dafür,  daß  ^  dauernd  gleich  q) 
bleiben  kann,  fanden  wir  in  §  21  die  in  Gl.  (104)  ausgesprochene 
Beziehung  zwischen  den  Konstanten  des  Verbandes 

9* 
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Es  entsteht  aber  jetzt  die  Frage,  ob  diese  unter  der  Voraus- 
setzung kleiner  Schwingungsausschläge  abgeleitete  Gleichung 
auch  noch  fiir  größere  Schwingungen,  wie  sie  beim  Läuten  der 
Glocken  yorkommen,  die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  des 
Yersagens  der  Einrichtung  richtig  angibt  oder  ob  sie  dann 
etwa  durch  eine  andere  zu  ersetzen  ist.  Um  xLiese  Frage  zu 
entscheiden,  müssen  wir  auf  die  ftir  beliebig  große  endliche 
Ausschläge  gültigen  Bewegungsgleichungen  (90)  zurückgehen. 
Wenn  es  auch  nicht  möglich  ist,  diese  Gleichungen  allgemein 
zu  integrieren,  so  geben  sie  doch  über  solche  besonderen 
Fragen  ohne  Schwierigkeit  Aufschluß. 

Wenn  ^  =  gj  sein  soll,  muß  (p  eine  Funktion  der  Zeit 
sein,  die  den  beiden  Differentialgleichungen  zugleich  genügt, 
die  man  aus  den  Gleichungen  (90)  erhält,  wenn  man  darin  ^ 
durch  q>  ersetzt.     Die  Gleichungen  lauten  dann 

—  sin  (p'g(ms  +  mj)  =  (ö  +  mj*)  -^  +  m^sj-^, 
—  sm  g? .  gm^s^  =  0^  -^  +  rn^sj-^- 

Löst  man  sie  nach  -^  auf,   so   erhält  man  dafür  die  beiden 

Werte 

d*q)  ni8 -\- m^l 

die  miteinander  übereinstimmen  müssen.  Das  trifft  zu,  wenn 
die  beiden  Brüche  auf  den  rechten  Seiten  gleich  sind,  und  ihre 
Gleichsetzung  führt  wieder  auf  die  für  die  kleinen  Schwingungen 
aufgestellte  und  vorher  nochmals  angeführte  Gleichung  (104) 
zurück.  Das  dort  gefundene  Kennzeichen  bleibt  daher 
auch  für  beliebig  große  endliche  Schwingungsaus- 
schläge bestehen. 

Man  kann  diese  Untersuchung  auch  noch  um  einen  Schritt 
weiter  führen,  indem  man  die  Möglichkeit  einer  Bewegung  des 
Doppelpendels  untersucht,  bei  der  zwar  q)  und  V'  große  Werte 
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erlangen y  aber  so^  daß  ihr  Unterschied  dauernd  klein  bleibt. 
Man  setze  dann  ^  »  97  -f  (>  in  die  Gleichungen  (90)  ein  und 
streiche  daraus  alle  Glieder ,  die  von  höherer  Ordnung  klein 
sind  als  q.  Man  kann  dann  leicht  beweisen,  daß  die  betrachtete 
Bewegung  nur  dann  möglich  ist^  wenn  die  beiden  Brüche  in 
den  vorhergehenden  Gleichungen  wenigstens  nahezu  einander 
gleich  sind. 

Wenn  die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  des  Yersagens 
der  Glocke  erfüllt  ist,  braucht  darum  das  Versagen  noch  nicht 
in  Wirklichkeit  einzutreten.  Dies  hangt  vielmehr  außerdem 
noch  von  den  Anfangsbedingungen  des  Bewegungsvorgangs  ab. 
Da  aber  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  daß  ein  Versagen,  wenn 
die  Möglichkeit  dazu  gegeben  ist,  tatsächlich  leicht  eintritt, 
wird  man  dafür  zu  sorgen  haben,  daß  die  durch  Gl.  (104)  aus- 
gesprochene Bedingung  weder  genau  noch  angenähert  erfüllt  ist. 

Betrachtet  man  den  Klöppel  als  einen  materiellen  Punkt, 
der  mit  einer  als  gewichtslos  anzusehenden  Stange  an  der 
Glocke  aufgehängt  ist,  so  vereinfacht  sich  die  Bedingung  für 
das  Versagen  erheblich,  indem  0q  =  0  und  6^  =  m^s^^  gesetzt 
werden  kann.     Gl.  (104)  geht  dann  über  in 

6  =  ms(s^  +  ?), 

wofür,  wenn   man  die  reduzierte  Pendellänge  ired  der  Glocke 

einführt,  noch  kürzer  geschrieben  werden  kann 

-^red  ==  Si  +  ?. 

Das  Versagen  ist  also  zu  befürchten,  wenn  der 
als  materieller  Punkt  aufzufassende  Klöppel  mit  dem 
Schwingungsmittelpunkt    der    Glocke    zusammenfällt. 

Wenn  der  Klöppel  während  des  Läutens  an  die  Glocke 
anschlägt,  entsteht  natürlich  ein  ganz  anderer  Bewegungs- 
vorgang, als  wir  ihn  hier  betrachtet  haben,  so  daß  die  voraus- 
gehenden Formeln  auf  die  läutende  Glocke  nicht  angewendet 
werden  dürfen. 
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§  26.    Andere  Ableitung  der  Bewegungsgleiolinngen  für  das 

DoppelpendeL 

Schon  im  Anfang  dieses  Abschnitts  habe  ich  erwähnt^  daß 
das  Verfahren  von  Lagrange,  so  nützlich  es  auch  ist,  doch  in 
der  Regel  entbehrt  und  durch  andere,  früher  schon  besprochene 
einfachere  Hilfsmittel  für  die  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen 
ersetzt  werden  kann.  Nachdem  ich  das  Beispiel  des  Doppel- 
pendels dazu  benutzt  habe,  um  in  großer  Ausführlichkeit  ein 
Muster  für  die  eingehende  dynamische  Untersuchung  derartiger 
mehrläufiger  Verbände  aufzustellen,  wird  es  sich  empfehlen, 
wenn  ich  wenigstens  nachträglich  noch  zeige,  wie  man  bei 
diesem  Beispiele  auf  anderen  Wegen  zur  Aufstellung  der  Be- 
wegungsgleichungen gelangen  kann. 

Eine  Bewegungsgleichung  kann  man  stets  in  sehr  ein- 
facher Weise  mit  Hilfe  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft 
erhalten.  Bezeichnen  wir  mit  V  die  potentielle  Energie,  die 
dem  Verbände  in  der  augenblicklichen  Lage  zukommt,  weil  die 
Schwerpunkte  der  Körper,  aus  denen  er  gebildet  ist,  höher 
liegen  als  in  der  tiefsten  Lage,  die  sie  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung einnehmen  können,  so  ist  nach  dem  Satze  von  der 
lebendigen  Kraft  V  +  L  gleich  einer  von  d^r  Zeit  unab- 
hängigen Größe,  solange  andere  äußere  Kräfte  als  die  Ge- 
wichte der  Körper  nicht  vorkommen. 

Bei  der  in  Abb.  7,  S.  97,  gezeichneten  Lage  des  Doppel- 
pendels liegt  der  Schwerpunkt  S  von  Ä  um  den  Betrag 
s  —  s  cos  g)  höher  als  in  der  tiefsten  Lage  und  S^  hat  sich, 
wie  man  ebenfalls  leicht  findet,  um  l  —  l  cos  g?  +  äj  —  5^  cos^ 
gehoben.  Für  die  lebendige  Kraft  können  wir  den  in  Gl.  (89), 
S.  100,  aufgestellten  Ausdruck  einsetzen,  womit  wir  die  Gleichung 

gms{l  —  cos  9)  +  ginj{l  —  cos  9)  +  gm^s^(l  —  cos^) 


+  Ä(<.@)'  +  2!«/5|^3fco.(*-^))=C. 
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erhalten.  Dabei  bedeutet  C^  eine  aus  den  Anfangsbedingungen 
zu  bereclmende  Konstante. 

Diese  Gleichung  hat  außer  ihrer  einfachen  Ableitung  gegen- 
über den  früher  benutzten  Bewegungsgleichungen  (90)  auch  noch 
den  Vorzug,  daß  sie  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Sie  bildet, 
wie  man  sagen  kann,  ein  erstes  Integral  der  Gleichungen  (90). 
Man  kann  dieses  Integral  auch  aus  den  Gleichungen  (90)  selbst 
ableiten.     Zu  diesem  Zwecke  multipliziere  man  die  erste  von 

ihnen  mit  -^ ,  die  zweite  mit  -^  und  addiere.    Auf  der  rechten 
dt  '  at 

Seite  lassen  sich  dann  die  mit  dem  Cosinus  oder  Sinus  von 
^  —  g)  multiplizierten  Glieder  zu  einem  einzigen  Differential- 
quotienten nach  t  zusammenfassen,  womit  die  Gleichung  ohne 
weiteres  integrabel  wird.  Die  Ausführung  der  Integration  liefert 
hierauf  eine  Gleichung,  die  mit  Gl.  (128)  im  wesentlichen  über- 
einstimmt. Man  muß  dabei  nur  beachten,  daß  sich  die  auf  der 
linken  Seite  von  Gl.  (128)  vorkommenden  konstanten  Glieder 
gms  usf.  mit  der  Eonstanten  C^  auch  zu  einer  einzigen  un- 
bestimmt bleibenden  Eonstanten  zusammenfassen  lassen. 

Verfährt  man  in  derselben  Weise  mit  den  fiir  kleine 
Schwingungen  gültigen  Bewegungsgleichungen  (91),  S.  103,  so 
erhält  man  die  Integralgleichung 

|9'  +  4*'  +  lfl)*  +  i©'  +  oS^-0.,     (129) 

und  das  ist  auch  die  Form,  in  die  Gl.  (128)  übergeht,  wenn 
man  darin  die  höheren  Potenzen  von  qp  und  ^  gegen  die 
zweiten  vernachlässigt. 

Nun  hat  man  aber  noch  eine  zweite  Bewegungsgleichung 
nötig.  Diese  können  wir  auf  Grund  des  Plächensatzes  ab- 
leiten. Der  auf  die  Drehachse  a  des  oberen  Pendels  bezogene 
Drall  B  des  ganzen  Verbandes  läßt  sich  aus  zwei  Teilen  zu- 
sammensetzen, indem  wir  die  Bewegung  in  zwei  Teile  zerlegen, 
so  daß  sich  beim  ersten  Teile  beide  Pendel  zusammen  (ohne 
Drehung  um  die  Aufhängeachse  ß)  wie  ein  einziger  starrer 
Eörper  bewegen,  worüber  sich  dann  noch  die  Drehung  des 
unteren  Pendels  relativ  zum  oberen  lagert.     Der  erste  Teil  B^ 
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von  B  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  Winkelgeschwindig- 

keit  -^  und  dem  auf  a  bezogenen  Trägheitsmomente  des  ganzen 

Verbandes.  Dabei  kann  das  Trägheitsmoment  des  unteren 
Pendels  gleich  Oq  plus  m^  mal  dem  Quadrate  des  Abstandes 
des  Schwerpunktes  S^  von  a  gesetzt  und  dieses  Quadrat  nach 
dem  Cosinussatze  ftir  das  aus  a,  ß  imd  S^  gebildete  Dreieck 
berechnet  werden.     Damit  erhalten  wir 

B,^^{e  +  e,  +  m,(l^  +  s,'  +  2ls,  cos (^  -  cp))). 

Den  DraU  B^  für  den  zweiten  Bewegungsanteil  setzen  wir 
wieder  aus  zwei  Teilen  zusammen.  Die  Drehung  des  unteren 
Pendels  gegen  das  obere ^  die   mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

^  —  -—-  erfolgt,  kann  nämlich  zerlegt  werden  in  eine  Trans- 
lationsbewegung mit  der  dem  Schwerpunkte  S^  dabei  zu- 
kommenden Geschwindigkeit  und  in  eine  Rotationsbewegung 
um  diesen  Schwerpunkt.  Die  Schwerpunktsgeschwindigkeit 
hat  die  Größe 


s,(^^-^\ 


dt         dt) 


und  das  von  a  auf  die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  ge- 
fällte Perpendikel  hat  die  Länge 

l  cos  (^  —  9>)  +  «1 . 

Der  zur  Rotationsbewegung  gehörige  Drall  ist  für  jeden 
Momentenpunkt  gleich  groß,  und  zwar  gleich  dem  Produkte 
aus  Oq  und  der  Winkelgeschwindigkeit.    Hiernach  erhalten  wir 

Im  ganzen  wird  daher  der  DraU  des  Verbandes  nach  ein- 
fachen Umformungen  gefunden  gleich 

B  ^^  -—■  (0  +  mj^  +  Mj^sJ  cos  (^  —  (f)) 
+  -^  (öl  +  m^Sil  cos(^  —  <p)). 
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Nach  dem  Flächensatze  ist  die  Anderungsgeschwindig- 
keit  dea  Dralls  gleich  der  Summe  der  auf  die  Achse  a  be- 
zogenen statischen  Momente  der  äußeren  Kräfte.  Der  Auf lager- 
druck  in  a  gehört  zwar  jetzt  zu  diesen  äußeren  Kräften,  da 
das  Gestell  in  den  Punkthaufen^  auf  den  wir  den  Flächensatz 
anwenden  wollen^  nicht  mit  einzurechnen  ist;  er  trägt  aber  zur 
Momentensumme  nichts  bei^  weil  er  die  ans  diesem  Grunde 
mit  a  zusammengelegte  Momentanachse  schneidet.  Die  Momenten- 
summe aus  den  beiden  Gewichten  ist  dagegen  gleich 

gms  Bing)  -\-  gm^(l  sin  (p  +  s^  sin ^), 

und  zwar  dreht  dieses  Moment  entgegengesetzt  der  Richtung^ 
in  der  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten  positiv  rechneten. 
Führen  wir  nun  die  Differentiation  an  B  ans^  so  liefert  uns 
der  Flächensatz  die  gesuchte  zweite  Bewegungsgleichung^  die 
sich  nach  Streichen  von  zwei  gegeneinander  fortfallenden 
Gliedern  schreiben  läßt 

—  g  Bin(p{ms  +  m^l)  —  gm^s^  sin^ 
=  -^  (ö  +  mj^  +  m^sj  cos  (^  —  (p)) 

+  -j^  (öl  +  m^sj  cos  it  —  <p)) 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  Gl.  (128)  reicht  aus, 
um  daraus  alle  Eigenschaften  der  Bewegung  ebenso  abzuleiten, 
wie  früher  aus  den  nach  dem  Verfahren  von  Lagrange  er- 
haltenen Bewegungsgleichungen  (90).  In  der  Tat  sieht  man 
auch  aus  dem  Vergleiche  sofort,  daß  Gl.  (130)  durch  Addition 
der  beiden  Gleichungen  (90)  zueinander  entsteht.  Daher  stimmt 
auch  die  für  den  Fall  kleiner  Schwingungen  aus  Gl.  (130) 
hervorgehende  Gleichung  mit  jener  überein,  die  man  durch 
Addition  der  Gleichungen  (91)  erhalt. 

Ein  anderes  Verfahren  zur  Ableitung  der  Bewegungs- 
gleichungen besteht  in  der  unmittelbaren  Anwendung  des 
Prinzips  von  d'Alembert.     Man  bringt  dazu  an  jedem  Massen- 
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teilchen  die  Trägheitskräfbe  an,  die  sich  in  den  Winkel- 
bescUeiinigungen  und  Winkelgeschwindigkeiten  ausdrücken 
lassen,  nnd  schreibt  zwei  Momentengleichnngen  für  die  beiden 
Drehachsen  an.  Diese  liefern  ebenfalls  sofort  die  beiden  Be- 
wegungsgleichungen. 

Hiermit  ist  auch  der  Nachweis  erbracht,  daß  man  das 
Verfahren  von  Lagrange  ganz  entbehren  kann,  um  die  Theorie 
der  Bewegung  des  Do^pelpendels  in  derselben  Vollständigkeit 
abzuleiten,  wie  es  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  ge- 
schehen war.  Daß  dieses  Verfahren  trotzdem  ein  sehr 
schätzenswertes  Hilfsmittel  bildet,  das  man  nicht  gerne  ent- 
behren möchte,  wird  aber  dem  Leser,  der  sich  damit  vertraut 
gemacht  hat,  nicht  zweifelhaft  sein.  Es  verhält  sich  damit 
ganz  ähnlich  wie  mit  den  Sätzen  von  Castigliano  in  der 
Festigkeitslehre,  die  man  zwar  auch  nicht  unbedingt  nötig  hat, 
sondern  durch  andere  Verfahren  ersetzen  kann,  die  man  aber 
trotzdem  sehr  vermissen  würde,  wenn  man  sich  vornehmen 
wollte,  sie  ganz  zu  vermeiden.  Ich  bin  daher  allerdings  der 
Meinung,  daß  sich  ein  Ingenieur,  der  viel  mit  Aufgaben  aus 
der  Dynamik  zu  tun  bekommt,  mit  dem  Verfahren  von  Lagrange 
recht  gründlich  vertraut  machen  sollte.  Dagegen  will  ich  ihm 
keineswegs  empfehlen,  diesem  Verfahren  stets  oder  auch  nur 
in  der  Regel  den  Vorzug  zu  geben  und  andere  Verfahren 
darüber  zu  vernachlässigen.  Wie  man  in  der  Werkstatt  je 
nach  der  Art  der  gewünschten  Bearbeitung  bald  der  Drehbank, 
bald  der  Bohrmaschine  oder  einer  anderen  Werkzeugmaschine 
den  Vorzug  gibt,  obschon  es  an  sich  möglich  wäre,  die  Arbeit 
auf  jeder  dieser  Maschinen  auszuführen,  so  ist  es  auch  hier 
nützlich,  sich  möglichst  viele  leistungsfähige  Verfahren  dienst- 
bar zu  machen  und  je  nach  dem  beabsichtigten  Zwecke  das 
geeignetste  auszuwählen. 

§  27.    Das  Fadenpendel  mit  elastischem  Faden. 

Als  Beispiel  für  einen  Verband,  bei  dem  auch  die  inneren 
Kräfte  während  der  Bewegung  eine  Arbeit  leisten,  betrachte 
ich  jetzt  die  Schwingungen  eines  einfachen  Fadenpendels,  dessen 


< 
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Faden  bei  der  Bew^ong  elasüsche  Längenandenmgen  erfährt. 
Um  nicht  za  weitläufig  zu  werden,  begnüge  ich  mich  mit  der 
Untersuchmig  der  ebenen  Schwingungen,  obschon  auch  für  den 
allgemeineren  Fall  des  Baumpendels  die  Betrachtungen  in  der- 
selben Weise  durchgeführt  werden  könnten« 

Als  allgemeine  Koordinaten  des  Verbandes  benutze  ich 
den  Winkel  q>,  den  der  Faden  zur  Zeit  t  mit  der  Lotrechten 
bildet,  und  die  Fadenlänge  l.  Die  Geschwindigkeit  des 
schwingenden  materiellen  Punktes  läßt  sich  in  zwei  zueinander 
rechtwinklige  Komponenten  Iq)  in  der  Richtung  senkrecht  zum 

•  

Faden  und  l  in  der  Richtung  des  Fadens  zerlegen.  Für  die 
lebendige  Kraft  hat  man  daher  den  einfachen  Ausdruck 

Z-^m(ZV  +  ^*').  (131) 

Hiervon  sind  die  in  den  Gleichungen  von  Li^ange  vor- 
kommenden Differentialquotienten  zu  bilden.  Man  erhält  der 
Reihe  nach 

dL  79  .  d 


dtp 


^72^  ^  (dL\       9^7^^  <^<P    ,    ^72^*9 


=  0, 


i  d  /dL\  d*l 


Jetzt  hat  man  die  auf  die  beiden  Koordinaten  reduzierte 
äußere  Kraft,  als  die  nur  das  Gewicht  in  Betracht  kommt, 
aufzustellen.  Das  kann  in  bereits  hinreichend  besprochener 
Weise  leicht  geschehen  und  liefert 

F  =  —  mgl  sin  (p,        F^  =  mg  cos 9. 

Außerdem  sind  in  diesem  Falle  auch  noch  die  auf  die 
Koordinaten  reduzierten  inneren  E^räfte  anzugeben,  soweit  sie 
bei  der  Bewegung  überhaupt  eine  Arbeit  leisten.  Wir  zer- 
legen ?  in  77.7 
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und  verstehen  unter  2^  die  Länge  des  spannungslosen  Fadens^ 
unter  l^  daher  die  elastische  Längenänderung  zur  Zeit  t  Die 
Fadenspannung  ist  dann  gleich  cl^,  wenn  man  unter  c  eine 
Eonstante  yerst^ht^  die  nach  dem  Hookeschen  Elastizitätsgesetze 
berechnet  werden  kann.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  dq> 
leistet  die  Fadenspannung  keine  Arbeit,  bei  der  virtuellen  Ver- 
schiebung dl  dagegen  eine  negative  Arbeit  von  der  Größe  cZg^I» 
Hiemach  ist  tat  i 

Setzen  wir  alle  diese  Werte  in  die  auf  beide  Koordinaten 
anzuwendende  Gleichung  (79),  S.  92,  ein,  so  erhalten  wir  nach 
Streichen  gemeinschaftlicher  Faktoren  die  beiden  Bewegungs- 
gleichungen 


dt   dt    '      dV 


(132) 


Hierzu  ist  zu  bemerken,  daß  man  die  erste  dieser  Gleichungen 
auch  unmittelbar  aus  dem  Flächen  satze  für  den  Aufhängepunkt 
als  Momentenpunkt  hätte  ableiten  können  oder  femer  auch  beide 
Gleichungen  durch  Anschreiben  von  Eomponentengleichungen 
mit  Berücksichtigung  des  d*Alembertschen  Prinzips.  Endlich 
kann  man  auch  noch  auf  Grund  des  Satzes  von  der  lebendigen 
Kraft  eine  Gleichung  anschreiben,  die  sich  aus  den  beiden 
Gleichungen  (132)  ebenfalls  ableiten  läßt  und  die  ein  erstes 
Integral  dieser  Gleichungen  bildet,  nämlich 

i{''&  +  Q')  +  UV-9'^-,-C..     (133) 

Eine  weitere  allgemeine  Litegration  ist  dagegen  nicht 
möglich.  Wir  wollen  uns  aber  auch  in  diesem  Falle  nicht 
damit  begnügen,  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
überhaupt  aufgestellt  zu  haben,  sondern  wollen  noch  ver- 
suchen, was  sich  aus  ihnen  herauslesen  läßt,  ohne  daß  sie  all- 
gemein integriert  würden.  Das  Haupthilfsmittel  besteht  auch 
hier  darin,  sich  auf  die  Untersuchung  von  kleinen  Schwingungen 
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zu  beschränken.  Dabei  liegt  aber  hier  insofern  ein  besonderer 
Fall  Yor^  als  man  unter  gewöhnlichen  Umständen  mit  viel 
mehr  Becht  voraussetzen  darf^  daß  l^  sehr  klein  ist  gegen  l^, 
als  daß  der  Winkel  q>  durch  eine  sehr  kleine  Zahl  dargestellt 
würde.  Wir  wollen  dem  dadurch  Rechnung  tragen,  daß  wir 
in  erster  Linie  l^  als  sehr  klein  voraussetzen  und  zwar  so,  daß 
es  als  von  zweiter  Ordnung  klein  betrachtet  wird,  wenn  da- 
neben auch  (p  als  klein  gelten  soll. 

Zunächst  betrachten  wir  die  beiden  Grenzfälle,  für  die 
sich  die  Bewegungsgleichungen  ohne  weiteres  integrieren  lassen. 
Setzen  wir  nämlich  9>  =  0,  so  ist  damit  die  erste  der  Glei- 
chungen (132)  sofort  erfüUt  und  die  zweite  geht  über  in 

d*l^       c  , 

Das  ist  die  Gleichung  einer  einfachen  harmonischen 
Schwingung,  von  der  sich  von  vornherein  voraussehen  ließ, 
daß  sie  beim  Fehlen  jeder  Pendelschwingung  zu  bestehen  ver- 
möchte.    Die  Lösung  der  Gleichung  lautet 

l^^'^  +  ÄBmat,  (134) 

wenn  man  unter  a  den  Wert 

«  =  l/I  (135) 

versteht.  Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  (134) 
gibt  die  durch  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes  hervor- 
gebrachte Verlängerung  des  Fadens  an  und  die  willkürliche 
Konstante  A  bedeutet  die  Amplitude  der  harmonischen 
Schwingung.     Die  Schwingungsdauer  dieser  Schwingung  ist 

T^  =  ^  =  2^l/^. 

^         a  VC 

Der  andere  GrenzfaU  entsteht,  wenn  wir  c  als  unendlich 
groß  voraussetzen,  d.  h.  er  entspricht  dem  in  der  gewöhnlichen 
Pendeltheorie  behandelten  Falle  des  Fadenpendels  mit  unver- 
änderlicher Fadenlänge.  Wir  dürfen  indessen  in  den  Bewegungs- 
gleichungen I2  nicht  ohne  weiteres  gleich  Null  setzen,  sondern 
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wir  müssen  l^  als  unendlich  klein  betrachten  derart,  daß  cl^ 
einen  endlichen  Wert  behält^  da  ja  dieses  Produkt  die  Faden- 
spannung darstellt.  Die  erste  der  Gleichungen  (132)  geht  hier- 
mit über  in  ,, 

-^smy-üi-j^, 

während  man  aus  der  zweiten 

c?2  ==  wig  cos  (f  +  m?i  (-^j 

erhält^  d.  h.  man  findet  aus  ihr  die  Fadenspannung.  Setzen 
wir  nachträglich  auch  noch  g)  als  klein  vorauS;  so  liefert  die 
erste  Gleichung  das  Integral 

<p  =  JB  sin  ßi,  (136) 

wenn  man  unter  ß  den  Wert 


ß-Vl 


(IS') 


versteht,  und  für  die  SchwinguDgsdauer  dieser  Schwingung 
erhält  man  die  bekannte  Näherungsformel  der  gewöhnlichen 
Pendeltheorie 

Bei  den  Werten  der  Konstanten  c,  m  und  l^,  wie  sie  unter 
gewöhnlichen  Umständen  vorkommen,  wird  a  weit  größer  sein 
als  ß  oder  T^  weit  kleiner  als  T,.  Auf  diesen  Umstand  haben 
wir  zu  achten,  um  eine  Näherungslösung  der  Gleichungen  (132) 
abzuleiten,  die  man  unter  gewöhnlichen  Umständen  als  gut  zu- 
treffend betrachten  darf. 

Wir  zerlegen  nämlich  l^  jetzt  in  zwei  Glieder 

womit  die  letzte  der  Gleichimgen(132)  in  die  beiden  Gleichungen 

^cos<p-^-?(^)   +-^, 

O^^  +  ll^ 

dt*    '    m  * 
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zerfällt.  Wenn  Zg  und  jeder  seiner  beiden  Teile  ^3  und  l^  sehr 
klein  bleibt,  kann  sich  die  durch  tp  beschriebene  Pendel- 
schwingung nur  sehr  wenig  von  jener  für  den  unausdehnbaren 
Faden  unterscheiden.  Wir  können  uns  daher  die  Trennung 
von  I2  in  Z3  und  l^  derart  vorgenommen  denken,  daß  l^  nur 
langsam  veränderliche  Glieder  enthält,  während  l^  ausschließ- 
lich den  schnell  veränderlichen  Schwingungsanteil  von  der 
Schwingungsdauer  T^  angibt.  Wenn  nun  auch  l^  und  l^  von 
gleicher  Größenordnung  vorauszusetzen  sind,  so  wird  doch  der 
zweite  Differentialquotient  von  {3  sehr  klein  sein  gegen  den 
von  l^  und  zwar  in  dem  Verhältnisse  von  /S*  zu  a\     Hieraus 

folgt,  daß  ^Tv  auch  sehr  klein  ist  gegen  —  Zj  und  die  übrigen 

Glieder  in  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen.  Damit 
geht  aber  diese  Gleichung  in  die  für  den  FaU  c  =  00  geltende 
über  und  cl^  gibt  die  Fadenspannung  an,  die  bei  dem  Pendel 
mit  unveränderlicher  Fadenlänge  zu  erwarten  wäre. 

Auch  der  erste  Differentialquotient  von  lg  kann  weiterhin 
gegen  den  von  {4  vernachlässigt  werden,  da  er  klein  gegen  ihn 
ist  von  der  Ordnung  wie  ß  zu  a.  Mit  Weglassung  von  kleinen 
Größen  läßt  sich  daher  die  erste  der  Gleichungen  (132)  er- 
setzen durch  .  odh  dq>    ,   ,  d'q> 

Hierbei  ist  bereits  bekannt,  daß 

1^=^  Ä  sin  at     und     ^  =  Äa  cos  a  t 

gesetzt  werden  kann.  Wir  behalten  daher  (p  als  einzige  un- 
bekannte Funktion  in  der  Differentialgleichung 

^  sin  <p  +  2Äa  cosat-^l  +  ?^^  «  0,  (138) 

und  aus  der  Integration  der  Gleichung  können  wir  mit  ge- 
nügender Genauigkeit  die  Störungen  erkennen,  die  in  der 
Peiidelbewegung  hervorgerufen  werden,  wenn  Schwingungen 
von  der  Art  l^  hinzutreten. 

Da  aber  selbst  die  Integration  dieser  vereinfachten 
Gleichung  noch  zu  viel  Schwierigkeiten  macht,  zerlegen  wir 
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auch  noch  tp  in  zwei  Bestandteile  tp^  und  (p^,  so  daß  q)^  die 
Lösung  der  Pendelgleichung  für  den  Fall  unveränderlicher 
Fadenlänge ;  tp^  also  die  daran  anzubringende  Verbesserung 
bedeutet.  Wir  dürfen  dann  von  vornherein  annehmen,  daß  tp^ 
klein  ist  gegen  (p^^.     Gleichung  (138)  zerfäUt  damit  in 


gQm(p^  + 1^-^  =  0, 


gfp2  cos  9)1  +  2Äa  cosat-^  +  l^ 


^9    I    7  ^*Vi 
dt* 


=  0. 


Wir    werden    nur    einen    unerheblichen   Fehler    begehen, 

wenn  wir  in  der  zweiten  Gleichung   an   Stelle   von  ^  einen 

Näherungswert  einfuhren,  wie  er  sich  aus  der  ersten  Gleichung 

für  -^  ableiten  läßt,  also  -~  demgegenüber  vernachlässigen. 

Diesen  Näherungswert  entnehmen  wir  aus  Gl.  (136).  Außer- 
dem dürfen  wir  auch  mit  demselben  Rechte  in  der  zweiten 
Gleichung  cos  (p^  gleich  Eins  setzen.  Hiermit  geht  die 
Differentialgleichung  für  g)^  über  in 

gg)^  +  2ÄBaß  gos  at  Gosßt  +  ?i^  =  0.  (139) 

Nach  aUen  diesen  Vernachlässigungen,  die  aber  doch  noch 
innerhalb  zulässiger  Grenzen  bleiben,  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  zu  integrieren.  Die 
allgemeine  Lösung  besteht  aus  zwei  Teilen,  von  denen  der 
erste  die  Lösung  der  reduzierten  Gleichung  bildet,  die  man 
erhält,  wenn  man  das  von  (p^  freie  Glied  streicht,  und  der 
zweite  Teil  ist  ein  partikuläres  Integral,  das  übrig  bleibt,  wenn 
man  den  ersten  Teil  gleich  NuU  setzt.  Diesen  ersten  Teil 
haben  wir  aber  hier  in  der  Tat  gleich  Null  zu  setzen,  da  das, 
was  auf  ihn  entfällt,  schon  in  dem  andern  Summanden  9^  von 
(p  berücksichtigt  ist.  Für  (p^  bleibt  daher  nur  das  von  den 
willkürlichen  Litegrationskonstanten  freie  partikuläre  Integral 
übrig.     Dieses  Integral  ist  von  der  Form 

9)g  =«  a  sin  at  sinßt  +  b  cos  at  cos  ßt, 
wobei  a  und  b  zwei  noch  näher  zu  bestimmende  Eonstanten 
bedeuten.  Bildet  man  hiervon  den  zweiten  Differentialquotienten, 
so  erhält  man 
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^*  -  sin  at  smßt{2baß  -  aa^  -  aß*) 
+  cos  at  cos  ßt{2aaß  —  6a*  —  6/S*), 

und  wenn  man  diese  Werte  in  die  Differentialgleichung  (139) 
einsetzt^  findet  man,  daß  sie  in  der  Tat  erfüllt  ist,  wenn  man 
die  Eonstanten  a  und  h  so  wählt,  daß 

ag  +  l^(2baß  —  aa*  —  a/J*)  =-  0, 

bg  +  l^(2aaß  -  6a«  -  bß^  +  2ABaß  =  0 

wird.  Löst  man  diese  Gleichungen  nach  a  und  6  auf  und 
beachtet  dabei  den  durch  61.  (137)  angegebenen  Wert  von  ßy 
so  erh&lt  man  zunächst  aus  der  ersten  Gleichung 

a  ==  6-^- 

Nun  hatten  wir  aber  früher  schon  Gebrauch  davon  ge- 
macht, daß  a  weit  großer  ist  als  ß.  Daher  kann  nachtraglich 
a  gegen  6  yernachlässigt  werden,  und  wenn  dies  geschieht, 
finden  wir  schließlich  für  q>^ 

(p^  «  — j-^  cos  at  cos  ßt .  (140) 

Von  den  Konstanten  bedeutete  zunächst  B  die  Amplitude 
der  Pendelschwingung  q>^,  und  die  Formel  bestätigt  uns,  was 
vorauszusehen  war,  daß  der  größte  Absolutbetrag,  den  q>^  an- 
nehmen kann,  nur  einen  sehr  kleinen  Teil  von  B  ausmacht. 
Ä  war  nämlich  die  Amplitude  der  elastischen  Schwingung  Z^, 
die  nur  einen  sehr  kleinen  Teil  von  l^  ausmacht.  Außerdem 
ist  aber  auch  noch  das  Verhältnis  ^ :  a  ein  kleiner  Bruch. 

Wenn  q)^  gleich  Ä  oder  sinai^  zu  Eins  wird,  ist  cosa^ 
und  hiermit  9,  gleich  Null.  An  den  Grenzen  des  Ausschlags 
stimmt  daher  jedesmal  q>  mit  (p^  überein,,  und  daraus  folgt, 
daß  eine  Korrektion  in  der  Formel  für  die  Schwingungsdauer 
wegen  der  elastischen  Schwingungen  l^  selbst  dann,  wenn  deren 
Amplitude  B  verhältnismäßig  groß  sein  sollte,  nicht  erforder- 
lich ist.  Anders  würde  freilich  das  Ergebnis  ausfallen,  wenn 
man  die  Betrachtung  auf  die  langsam  veränderliche  Schwingung  Z, 
ausdehnen  wollte,  wovon  aber  hier  abgesehen  werden  soll. 

FOppl,  höhere  Dynamik.  10 
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Insofern  ist  daher  die  üntersnchung^  die  wir  hier  anstellten^ 
ergebnislos  verlaufen.  Ihre  Bedeutung  liegt  nur  darin^  daß  sie 
ein  Beispiel  dafär  liefert^  wie  man  durch  geeignete  Yemach- 
lässigungen  schließlich  doch  noch  zu  einer  brauchbaren 
Näherungslösung  gelangen  kann^  wenn  die  genauen  Differential- 
gleichungen nicht  integriert  werden  können. 

§  28.    Allflagerkräfte  und  Spannungen. 

Wenn  es  bei  einem  Verbände  zulässig  ist,  die  Arbeiten 
der  inneren  Kräfte  zu  vernachlässigen^  die  einzelnen  Glieder, 
aus  denen  er  zusammengesetzt  ist,  also  als  starre  Körper  zu 
betrachten,  kommen  die  Spannungen,  die  Gelenkdrucke  usf., 
die  zwischen  den  Gliedern  übertragen  werden,  bei  der  Auf- 
stellung der  Bewegungsgleichungen  nach  dem  Verfahren  von 
Lagrange  überhaupt  nicht  in  Betracht.  Man  braucht  sie  nicht 
zu  kennen,  um  die  Gleichungen  aufzustellen,  und  man  erfährt 
auch  nichts  über  sie  durch  die  Lösung  der  Gleichungen.  Zu 
praktischen  Zwecken  ist  es  aber  gewöhnlich  nötig,  einzelne 
dieser  inneren  Kräfte  zu  ermitteln,  um  die  erforderliche  Stärke 
der  von  ihnen  beanspruchten  Konstruktionsteile  danach  bemessen 
zu  können.  Das  kann  nun  zwar  auch  nachträglich  noch  durch 
andere  Betrachtungen  geschehen,  wenn  die  Bewegung  des  Ver- 
bandes bereits  ermittelt  ist.  Aber  auch  das  Verfahren  von 
Lagrange  selbst  kann  dazu  dienen,  wenn  es  in  geeigneter 
Weise  angewendet  wird. 

Um  z.  B.  die  durch  eine  Stange  übertragene  Zug-  oder 
Druckkraft  zu  bestimmen,  lege  man  einen  Schnitt  durch  die 
Stange  und  lasse  außer  den  sonst  vorkommenden  Bewegungs- 
möglichkeiten auch  noch  eine  Verschiebung  der  beiden  Stangen- 
hälften gegeneinai)der  zu.  Hierdurch  erhält  man  einen  neuen 
Verband,  bei  dem  die  Zahl  der  Freiheitsgrade  um  einen  ver- 
mehrt ist.  Man  bildet  dafür  den  Ausdruck  für  die  lebendige 
Kraft  unter  Mitberücksichtigung  des  neu  hinzugekommenen 
Freiheitsgrades  und  erhält  nach  Ausführung  der  daran  vor- 
zunehmenden Differentiationen  die  Bewegungsgleichungen  nach 
dem  gewöhnlichen  Verfahren.    Eine  dieser  Gleichungen  bezieht 
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sich  auf  die  za  dem  neu  eingefQhrten  Freiheitsgrad  gehörige 
allgemeine  Koordinate.  Man  braucht  dann  nur  nachträglich 
in  dieser  Gleichung  die  zugehörige  allgemeine  Koordinate  nebst 
ihren  Differentialquotienten  gleich  Null  zu  setzen^  um  auf  den 
früheren  Fall  des  ursprünglich  gegebenen  Verbandes  zurück- 
zukommen. Die  Gleichung  enthält  aber  die  zu  der  genannten 
Koordinate  gehörige  reduzierte  Kraft  J^  die  nichts  anderes  ist 
als  die  gesuchte  Spannung,  und  sie  kann  nach  dieser  Un- 
bekannten sofort  aufgelöst  werden. 

Es  ist  nicht  nötig,  hier  noch  ein  besonderes  Beispiel  zur 
Erläuterung  des  beschriebenen  Verfahrens  zu  besprechen,  da 
schon  die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  dazu  dienen 
können,  um  die  Spannung  im  Faden  eines  Fadenpendels  unter 
der  Voraussetzung  einer  unveränderUchen  Fadenlänge  zu  be- 
rechnen, hat  man  nach  der  gegebenen  Vorschrift  zunächst  eine 
Längenänderung  des  Fadens  als  möglich  in  Aussicht  zu  nehmen 
und  hierfür  so,  wie  es  im  Eingange  des  vorigen  Paragraphen, 
wenn  auch  in  anderer  Absicht,  geschehen  war,  die  Bewegungs- 
gleichungen (132)  aufzustellen.  Der  einzige  Unterschied  besteht  nur 
darin,  daß  man  J,  nicht  mit  \  in  Zusammenhang  bringt,  sondern 
diese  Krafb  als  eine  unbekannte,  von  \  unabhängige  Kraft  in  die 
zweite  der  Bewegungsgleichuugen  einführt.  Man  braucht  dann 
nur  nachträglich  l^  gleich  Null  zu  setzen  und  die  letzte  der 
Gleichungen  (132)  nach  cTj  aufzulösen,  während  die  erste  dieser 
Gleichungen  wieder  in  die  gewöhnliche  Pendelgleichung  übergeht. 

Zum  Beweise  für  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung 
genügt  die  Bemerkung,  daß  es  nach  dem  allgemeinen  Grund- 
satze der  Festigkeitslehre  stets  zulässig  ist,  einen  Teil  eines 
Körpers  als  einen  selbständigen  Körper  aufzufassen,  für  den 
alle  Sätze  der  Mechanik  gültig  bleiben,  sobald  man  die  vorher 
in  der  Schnittfläche  übertragenen  inneren  Ejräfte  durch  gleich 
große  und  gleich  gerichtete  äußere  Kräfte  ersetzt.  Der  mit 
dem  durchschnittenen  Teile  versehene  Verband  muß  sich  daher, 
wenn  an  den  Schnittflächen  entsprechende  äußere  Kräfte  an- 
gebracht sind,  ebenso  verhalten,  als  wenn  der  Teil  nicht  durch- 
schnitten wäre.    Andererseits  bildet  aber  der  Verband  mit  dem 

10* 
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durchschnittenen  Teile,  bei  dem  keine  relativen  Verschiebungen 
der  Teile  gegeneinander  yorkommen,  einen  speziellen  Fall  des 
aUgemeineren  Verbandes,  bei  dem  -solche  Verschiebungen  zu- 
gelassen werden.  Daher  gelten  für  ihn  auch  die  Gleichungen 
des  allgemeineren  Verbandes  mit  der  nachtraglich  anzubringenden 
Zusatzbedingung,  daß  die  Eraffc  in  der  Schnittfläche  so  gewählt 
werden  muß,  daß  die  Verschiebungen  in  der  Schnittfläche,  die  im 
allgemeinen  Falle  möglich  sind,  bei  ihm  zum  Verschwinden  kommen. 
Übrigens  war  von  dieser  Schlußweise  schon  bei  den  zu 
Gl.  (136)  führenden  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
Gebrauch  gemacht  worden.  Hier  ist  das  Verfahren  nur  etwas 
allgemeiner  dargestellt. 

§  29.    Das  roUende  Bad. 

Schon  in  §  13  habe  ich  das  roUende  Rad  als  Beispiel  für 
einen  Verband  mit  nicht-holonomen  Bedingungen  besprochen, 
bei  den  weiter  folgenden  Betrachtungen  Fälle  dieser  Art  aber 
ausdrücklich  ausgeschlossen.  Nachträglich  soU  aber  dieser  sehr 
bemerkenswerte  Bewegungsvorgang  auch  noch  eine  eingehendere 
Untersuchung  erfahren.  Die  unmittelbare  Anwendung  der  Glei- 
chungen von  Lagrange  ist  dabei  freilich  nicht  zulässig;  doch 
schließt  dies  nicht  aus,  daß  man  durch  die  Anwendung  des  zu^ 
diesen  Gleichungen  führenden  Gedankenganges  auf  Grund  er- 
neuter sorgfältiger  Erwägung  aller  Einzelheiten  ebenfalls  zu  dem 
Ziele  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  gelangen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  zunächst  die  nicht-holonomen 
Bedingungen  fallen,  betrachten  also  das  Bad  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  es  über  den  Fußboden  auch  zu  gleiten  vermag. 
Freilich  soll  dies  nicht  widerstandslos  geschehen,  sondern  wir 
nehmen  an,  daß  dabei  eine  Reibung  auftritt,  die  zwar  vorläufig 
das  Gleiten  nicht  verhindern  soU,  dabei  aber  doch  während 
des  Gleitens  eine  Arbeit  leistet. 

Abb.  10,  die  ich  aus  Band  IV  herübergenommen  habe, 
gibt  eine  axonometrische  Ansicht  des  Rades  und  Abb.  11  zeigt 
einen  Grundriß  des  Rades  in  seiner  augenblicklichen  Stellung 
mit  einer  rechts  oben  angefügten  Seitenansicht.  Zur  Beschreibung 
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Abb.  10. 


dieser  Stellang  benutze  ich  die  rechtwinkligen  Koordinaten  Xff 
des  Aufsit^nnktee,  den  Winkel  q>,  den  die  in  den  Faßboden 
fallende  Badtangente  mit  der  X-Achse  bildet,  den  Winkel  if, 
den  die  Radebene  mit  der  Fnßbodenebene  einschließt,  und 
schließlich  den  Winkel  Xy  den 
ein  anf  dem  Bade  festgel^rter 
Halbmesser  mit  dem  nach  dem 
Berohmngspnnkte  gehenden 
Halbmesser  einschließi  Da 
das  Bad  jetzt  anch  gleiten 
darf,  kann  sich  jede  dieser 
fonf  allgemeinen  Koordinaten 
bei  einer  yirtaellen  Bewegung 
imabhangig  von  den  übrigen 
ändern.  Das  Bad  hat  daher 
fünf  Freiheitsgrade  und  keine  holonomen  Bedingungen.  Wir 
sind  daher  jetzt  berechtigt,  das  Yer&hren  von  Lagrange  ohne 
weiteres  zur  Ableitung  der  Bew^ungi^leichungen  anzuwenden, 
falls  wir  nur  die  Arbeit 
der  inneren  Kräfte  ent- 
sprechend berücksich- 
tigen. 

Um  den  Ausdruck 
für  die  lebendige  Kraft 
aufstellen  zu  können,  be- 
rechnen wir  zuerst  das 
Quadrat  der  Schwer- 
punktsgeschwindigkeitHo. 
EinervirtuellenAnderung 
dx  von  X  entspricht  ein 
gleich  großer  Schwer- 
punktsweg.  Ändert  sich  nur  g)  um  d%  so  erfährt  der  Schwer- 
punkt eine  Verschiebung  in  horizontaler  Richtung  um  den  Be- 
trag r  eoailj  •  dq>y  und  die  Projektion  dieses  Weges  auf  die 
X-Achse  wird  daraus  durch  Multiplikation  mit  cos  9  gefunden. 
Bei   einer   virtuellen  Änderung  <$^   erfährt   der   Schwerpunkt 


Abb.  11. 
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eine  Verschiebung  von  der  Gfröße  rd^.  Die  Horizontal- 
komponente dieser  Verschiebung  ist  gleich  rd^  sin  il^,  and 
wenn  wir  diese  noch  weiter  nach  der  X-  und  der  F-Richtung 
zerlegen  y  erhalten  wir  für  die  X-Eomponente  den  Betrag 
—  rdil^  smi;  sin. q>.  Die  virtuellen  Verschiebungen  dy  und  djr 
tragen  zu  einer  Verschiebung  des  Schwerpunkts  in  der  Richtung 
der  X-Achse  nichts  bei.  Daraus  folgt  im  ganzen  für  die  X-Eom- 
ponente der  Schwerpunktsgeschwindigkeit;  wenn  sich  alle  fünf 
Eoordinaten  zugleich  ändern; 

X  +  r  cos ^  cos  9  •  9  —  r  sin  V'  sin 9  •  ^. 

In  der  gleichen  Weise  lassen  sich  die  Eomponenten  der 
Schwerpunktsgeschwindigkeit  in  der  Richtung  der  F-Achse 
und  der  zur  Fußbodenebene  senkrecht  stehenden  Z-Achse  be- 
rechnen.    Im  ganzen  erhalten  wir  damit 

tlo*  =  (i  -f-  r  cos  i;  cos  9  •  9  —  r  sin  ^  sin  •  ^)^ 
+  (y  +  ^  cos  ^  sin  9  •  9  -f-  r  sin  ^  cos  9  •  ^)*  -|-  (r  cos  ^  •  ^)l 

Durch  Ausführen  der  Quadrierungen  läßt  sich  dafür  auch 
schreiben 

do^  =  x^  +  y^  +  2i?r(cos  ^  cos  9  •  9  —  sin^  sin  9  •  ^) 

-h  2yr (cos  ^  sin  9  •  9  -}-  sin  ^  cos  9  •  ^)  (141) 

+  r*  cos^  ^  .  9^  +  r*^^ 

Die  Multiplikation  dieses  Ausdrucks  mit  der  halben  Masse 
des  Radreifs  liefert  die  von  der  Schwerpunktsgeschwindigkeit 
herrührende  Translationsenergie.  Nun  schreiten  wir  zur  Be- 
rechnung der  Rotationsenergie;  die  der  Drehung  um  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Achse  entspricht.  Virtuelle 
Änderungen  von  x  und  y  führen  zu  keiner  Drehung  des  Rades. 
Einer  virtuellen  Änderung  ^9  entspricht  eine  Drehung  um 
eine  zur  Fußbodenebene  senkrecht  stehende  Achse.  Wir  zer- 
legen diese  Drehung  in  zwei  Eomponenten  ^9  cos  ^  um  die 
zur  Radebene  senkrecht  stehende  Achse  und  ^9  sin^  um  den 
durch  den  Aufsitzpunkt  des  Rades  gehenden  Durchmesser.    Bei 
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der  Änderung  di;  dreht  sich  das  Bad  um  seinen  horizontalen 
Durehmesser  und  bei  der  Änderung  0%  um  die  zur  Radebene 
senkrecht  stehende  Achse.  Ersetzen  wir  die  d  97  usf.  durch  die 
Geschwindigkeiten  ijp  usf.;  so  haben  wir  die  Winkelgeschwindig- 
keitskomponenten der  Baddrehung  bezogen  auf  Trägheitshaupt- 
achsen des  Bades.  Für  die  senkrecht  zur  Badebene  stehende 
Achse  ist  das  Trägheitsmoment  gleich  mr*,  für  einen  Durch- 
messer die  Hälfte  davon. 

^  Nach  GL  (112)  von  Band  IV,  S.  166   der  3.  Aufl.  kann 
die  lebendige  Kraft  eines  rotierenden  Körpers  nach  der  Formel 

berechnet  werden,  wenn  u^u^u^  die  Winkelgeschwindigkeits- 
komponenten in  den  Bichtungen  der  Hauptträgheitsachsen  und 
die  0  die  zugehörigen  Haupttragheitsmomente  bedeuten.  Setzen 
wir  die  hier  zutreffenden  Werte  ein,  so  erhalten  wir  fiir  die 
Botationsenergie 

^wr*(cos^  '  ip  +  xY  +  \fnr^  sin*^  •  q>^  +  \vnr^ilf^, 

Addieren  wir  hierzu  die  vorher  festgestellte  Translations- 
energie, so  finden  wir  für  die  lebendige  Krafb  des  Bades  den 
Ausdruck 

i  =  ^  m  (i*  -f-  y*)  -f  wir  (cos  ^  cos  9?  •  gp  —  sin  ^  sin  cp  •  ^) 
4-  myr  (cos  ^  sin  9  •  9  -f-  sin  ^  cos  9  •  ij!;)  (1^2) 

+  Jmr^  {3ti>*  +  (1  +  cos*^)  •  (p^  +  2{%  +  cos^  •  9)*}. 

Wir  stellen  jetzt  zuerst  die  auf  die  Koordinate  ^  bezogene 
Gleichung  von  Lagrange  auf.  Da  mit  einer  virtuellen  Änderung  Stl) 
kein  Gleiten  verbunden  ist,  leisten  die  inneren  Kräfte  keine 
Arbeit  und  die  auf  diese  Koordinate  reduzierte  äußere  Kraft  ist 

F^  «=  —  mgr  cos  ^. 

Für  die  Differentialquotienten  der  lebendigen  Kraft  er- 
halten wir 
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^-r-  =  —  wir  sin  ^  sin  (p  +  mifr  sin  ^  cos  9?  -f-  y  *^^*^> 


\^~^/  "^  ~"  ^'^  ~di^  ^^  ^  sm  9  +  mr  ^  sm  ^  cos  g? 


_^r»(Jf  +  eos^^)8in*.^ 


Mit  Sl  ist  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  eine  Summe  yon 
vier  Gliedern  bezeichnet^  die  in  den  beiden  Gleichungen  mit- 
einander übereinstimmen  und  sich  daher  beim  Aufstellen  der 
Gleichung  von  Lagrange  gegeneinander  wegheben.  Die 
Gleichung  von  Lagrange 

geht  beim  Einsetzen  dieser  Werte  über  in 


—  (7  cos^  =  —  ^^  sm^  sm^  +  ^  sm^  ^^^9^  +  Y  d*^ 

,    3r    .      .  ^  (ätp\^  .  ,  dtp  dx 

+  ySm^cos^(^j  +rsmtl;fi^' 


(143) 


In  derselben  Weise  können  auch  die  Bewegungsgleichungen 
für  die  vier  anderen  Koordinaten  gebildet  werden.  Bei  yirtuellen 
Änderungen  6%  d%y  8x  oder  8y  bleibt  der  Schwerpunkt  ent- 
weder in  Ruhe  oder  er  verschiebt  sich  nur  in  horizontaler 
Richtung^  so  daß  die  auf  diese  Koordinaten  reduzierte  äußere 
Kraft  gleich  Null  ist.  Dagegen  leisten  die  Reibungen  an  der 
Aufsitzstelle  des  Rades  eine  Arbeit.  Wir  denken  uns  diese 
Reibungen  zu  einer  Resultierenden  mit  den  Komponenten  X 
und  Y  und  einem  Moment  M  mit  vertikalem  Momentenvektor 
zusammengesetzt.  Durch  die  Einführung  dieses  Momentes  M 
soll  der  bohrenden  Reibung  Rechnung  getragen  werden,  die 
sich  einer  Wendebewegung  des  Rades  widersetzt.  Will  man 
die  bohrende  Reibung  dagegen  vernachlässigen,  so  kann  dies 
dadurch   geschehen,   daß  man  späterhin  M  gleich  Null  setzt. 
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Für  die  Koordinate  fp  soll  die  Bfldung  der  Bewegungs- 
gleichung  nochmals  im  einzelnen  Torgenommen  werden.  Man 
findet  zonachst 

7^-r-  —  mrx  eosif  eosq>  +  »»ry  cos^  sm^ 

an  fp* 

+  -2-(l  +  3  co8*^)9  +  inr*  cos^-  x, 

d  /cL\  d*x         ^  ,  d*y        ^     .  ,    ^  , 

di\d^)  "  *^^  d?  «08^  coß9  +  mr^  eost  smy  +  Ä^' 

+  *^(l  +  3co8V)^-3,«r«co8^8in*gg 
+  mr«  cos  Kr  5^  -  i«r»  smKr^  ^, 

wobei  wiederum  unter  A^  eine  Summe  yon  vier  GUedem  zn 
rerstehen  ist,  die  sich  weiterhin  w^heht.  Die  Gleichung  yon 
Lagrange  lantet  beim  Einsetzen  dieser  Werte 

—  =  j^  cos^  cosy  +  ^  co8^  smy  +  Y  -^-^  (1  +  3  cos*^') 

(144) 
+  r^^  cos*  -  3r ^ -^- sin  ^  cos,(.  ~  r ^  ^  sm*. 

Die  Gleichungen  för  die  Koordinaten  x  und  y  kann  man 
sofort  hinschreiben  in  der  Form 


d*x    ,       d  /         ,  dtp  ...        dipV 

y        d*y   ,       d  /  dop    .     .  ditx 


(145) 


Bei  einer  yirtaellen  Verschiebung  6%  gleitet  der  Anfsitz- 
punkt  des  Rades  um  den  Betn^  rSx  nach  rückwärts.  Die 
X-Komponente  dieser  Strecke  ist  gleich  —  räx  cos  g>,  die 
F-Komponente  gleich  —  rd^sing?.  Zugleich  leistet  auch  das 
Moment  M  der  bohrenden  Reibung  bei  dieser  Drehung  eine 
Arbeit.     Die  Komponente  der  Drehung  d^  in  vertikaler  Rieh- 
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tung  ist  gleich  d;|rco8^^  und  bei  positiyem  0%  stimmt  der 
Sinn  dieser  Drehungskomponente  überein  mit  dem  Sinn  einer 
Drehung  dq>.    Hiemach  wird 


eT'  =  —  Xr  cos  y  —  Yr  sin,  (p  +  M  cos 

Der  Differentialqnotient  von  L  nach  %  i^^  Null  und  der 
nach  X  ^^^  ^^^^  leicht  bilden.  Die  Gleichung  Von  Lagrange 
lautet  hiermit 

--  Xr  cos  9?  —  Yr  Bin  q)  -\-  M  cos  ^ 

./d*X   ,   d*v>         ,       dtp  dq>    .      \  (146) 

Hiermit  sind  die  Bewegungsgleichungen  für  das  gleitende 
Rad  mit  fünf  Freiheitsgraden  yollständig  aufgestellt.  Wenn 
-X,  Yy  M  gegeben  wären,  ließen  sich,  abgesehen  von  den 
Schwierigkeiten  y  die  die  Integration  der  Gleichungen  bereitet, 
die  Gesetze  des  Bewegungsvorgangs  aus  diesen  Gleichungen 
ableiten.  Nun  sind  uns  diese  drei  Größen  zwar  nicht  gegeben; 
wenn  wir  aber  weiterhin  voraussetzen,  daß  bei  der  Bewegung 
des  Bades  tatsächlich  kein  Gleiten  auf  dem  Fußboden  statt- 
findet, so  schließt  dies  ein,  daß  X  und  Y  in  jedem  Augen- 
blicke so  groß  werden  müssen,  daß  das  Gleiten  dadurch  ver- 
hindert wird.  Dieser  spezielle  Fall  ist  daher  in  dem  vorher 
behandelten  allgemeinen  mit  enthalten  und  er  entsteht  daraus, 
wenn  wir  uns  vorbehalten,  den  Komponenten  der  Reibung 
nachträglich  solche  Werte  beizulegen,  daß  zwischen  den  Ge- 
schwindigkeitskomponenten die  beiden  folgenden  Gleichungen 

bestehen: 

dx         dt 


dy  d%    , 


(147) 


Wir  können  dann  die  Gleichungen  (145)  dazu  verwenden, 
um  die  tatsächlich  auftretenden  Komponenten  X  und  Y  der 
gleitenden  Reibung  daraus  zu  berechnen,  während  die  drei 
übrigen    Bewegungsgleichungen    bei    gegebenem    M    in    Yer- 
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bindnng    mit    den   Gleichungen   (147)    dazu   dienen,    die   all- 
gemeinen Koordinaten  ab  Funktionen  der  Zeit  zu  bestimmen. 
Setzen  wir  in  Gl.  (143)  die  Werte  ans  den  Gleichungen  (147) 
ein,  8o  geht  sie  über  in 

Ebenso  yerem&clit  sich  GL  (144)  zn 

^  =  2g^C08^+^ ä 3^^^   Sin  Kr  COS* 

(149) 

Setzen  wir  femer  die  Werte  von  X  und  Y  aus  den 
Gleichungen  (145)  in  die  Gl.  (146)  ein  und  beachten  dabei  die 
Gleichungen  (147)^  so  erhalten  wir  nach  vollständiger  Durch- 
fahrung der  Rechnung 

^cos*^2^?  +  2^cos*-3g^sin^.      (150) 

Endlich  folgt  noch  aus  der  Elimination  Ton  M  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen 

2^^  sin^  +  ^  ^  sint  eostt- -  3  ^  ^  sinV 

Setzen  wir  nachträglich  -3f=0  ein,  so  haben  wir 
die  Bewegungsgleichungen  für  das  rollende  Bad  unter 
Vernachlässigung  der  bohrenden  Reibung  vor  uns. 
Eine  allgemeine  Integration  dieser  Gleichungen  ist  bei  ihrer 
verwickelten  Form  natürlich  nicht  möglich.  Wohl  aber  ver- 
mag man  partikuläre  Integrale  davon  anzugeben^  die  sich  auf 
besondere  Bewegungsarten  beziehen.  Der  bedeutsamste  dieser 
Sonderfälle  bezieht  sich  auf  die  ,^rein  rollende^'  Bewegung  des 
Rades^  also  auf  eine  Bewegung,  bei  der  sich  das  Rad  in  jedem 
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Augenblicke  nm  die  in  Abb.  10^  S.  149^  konfitmierte  f-Acbse 
dreht.     Setzt  man  in  den  Yorausgehenden  Gleichungen 

Jlf=0,      J-0, 

80  folgt  zunächst  aus  den  letzten  Gleichungen 

und  Gl.  (148)  geht  über  in 

—  g  cos  ^  =«  —  sin  ^  cos  i^w^  —  2r  sin  ^w^m,  (152) 

wenn  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit^  mit  der  sich  das 
Rad  um  seine  Achse  dreht^  mit  u  und  die  ebenfalls  konstante 
Winkelgeschwindigkeit^  mit  der  sich  die  f-Achse  in  Abb.  10 

dreht^  mit  w  bezeichnet  wird.    Man  muß  hierbei  nur  beachten^ 

dt 
daß  einem  positiven  Werte  von  -^  oder  u  ein  negativer  Wert 

von  -^  oder  w  entspricht,  wie  aus  den  in  Abb.  11  angegebenen 

Richtungen,  in  denen  fp  und  %  positiv  gezählt  werden  sollen, 
unmittelbar  entnommen  werden  kann.  Außerdem  besteht  noch 
zwischen  den  absoluten  Werten  von  w  und  u  die  Beziehung 

WR    =    UTy 

wenn  unter  R  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahnkurve  ver- 
standen wird,  die  der  Aufsitzpunkt  des  Rades  auf  dem  Fuß- 
boden beschreibt.     Da  R  cos  ^  »  r  ist,  geht  dies  über  in 

w  ^  u  cos  ^ . 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Gl.  (152)  ein  und  löst  nach  u  auf, 
so  erhält  man 

^'^  Krsint^(l  +  3  8inV)'  ^^^^^ 

Hiermit  ist  die  Rollgeschwindigkeit  ermittelt,  die 
das  Rad  besitzen  muß,  um  bei  einer  durch  den  Winkel  ^ 
gegebenen  Schiefstellung  eine  rein  rollende  Bewegung 
ausführen  zu  können. 

Natürlich  hätte  man  zur  Ableitung  dieses  einfachen  Er- 
gebnisses nicht  den  TJmweg  über  die  allgemeinen  Bewegungs- 
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^eidrangen  nötig  gehmbi.  In  Band  IV  habe  ich  Tidmefar  schon 
angedentety  wie  man  aof  Orond  des  Ffichensataes  diese  Be- 
ziehnng  zwischen  t«  und  ^  hennleiten  yermag.  Ich  will  diese 
ErmiUelnng  hier  ebenfaUs  noch  Tomehmen  nnd  zwar  haapt- 
sachlich  als  Probe  for  die  Richtigkeit  der  Torher  angestellten 
Bewegongs^eichimgen^  da  man  nach  der  Dnrchfahmng  so 
langer  Rechnungen,  wie  sie  dazu  erforderUch  waren,  immer 
etwas  mißtrauisch  sein  muß,  ob  nidit  ii^ndwo  ein  Rechen- 
fehler nntorlanfen  ist.  Das  beste  Mittel,  nm  solche  Fehler  zu 
entdecken,  besteht  aber  darin,  daß  man  for  einfachere  I^e, 
bei  denen  sich  das  Ergebnis  anch  auf  anderem  W^e  ableiten 
laßt,  einen  Vergleich  mit  den  Folgerungen  aus  den  allgemeineren 
Gleichungen  anstellt. 

Bei  der  rein  rollenden  Bewegung  ist  die  Bahnkurve  des 
Rades  auf  dem  Fußboden  ein  Ereis,  dessen  Halbmesser  vorher 
schon  mit  R  bezeichnet  war.  Ein  Kegel,  der  den  Mittelpunkt 
dieses  Kreises  zur  Spitze  und  den  Radumfang  zur  Basis  hmt, 
rollt  dabei  auf  dem  Fußboden  zusammen  mit  dem  Rade.  Wir 
wählen  die  K^elspitze  zum  Momentenpunkte  und  stellen  die 
Gleichung  des  Flachensatzes  auf.  Der  DraU  des  bewegten  Körpers 
ist  ein  Vektor,  dessen  Richtung  mit  Hilfe  des  auf  den  festen 
Punkt  bezogenen  Tragheitsellipsoids  konstruiert  werden  kann. 
Das  Trägheitsellipsoid  ist  ein  ümdrehungsellipsoid,  da  der  feste 
Punkt  auf  der  Radachse  liegt  Der  Drall  ist  daher  auf  jeden 
Fall  in  der  durch  die  Radachse  und  durch  die  Momentanachse 
(das  ist  die  f-Achse  in  Abb.  10)  gelegten  Vertikalebene  ent- 
halten. Wenn  das  Rad  nachher  in  eine  andere  Lage  gelangt, 
ändert  sich  die  Vertikalkomponente  des  Dralls  nicht,  während 
die  Horizontalkomponente  um  einen  Winkel  wdt  im  Zeit- 
elemente dt  gedreht  wird.  Um  die  Anderungsgeschwindigkeit 
des  Dralls  festzustellen,  brauchen  wir  uns  daher  nur  um  die 
Horizontalkomponente  des  Dralls  zu  kümmern.  Diese  Kompo- 
nente ist  aber  die  Projektion  des  DraUs  auf  die  Richtung  der 
augenblicklichen  Drehachse  und  wir  finden  sie  nach  Band  IV, 
GL  (123),  S.  175  der  3.  Aufl.  gleich 
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wenn  wir  mit  q  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentan- 
achse und  mit  0'  das  auf  diese  Achse  bezogene  Trägheits- 
moment des  Bades  bezeichnen.     Nun  ist 

9' «  Öo'  +  mr^  sin«  ^, 

wenn  unter  0^  das  Ti^heitsmoment  für  die  parallel  zur  Momentan- 
achse gezogene  Schwerpunktsachse  verstanden  wird.  NachBand  lY^ 
GL  (116),  S.  169  der  3.  Aufl.  ist  aber 

0^'  =  -g—  cos*  ^  +  mr^  sin*  ^ 

und  wenn  man  dies  einsetzt,  erhält  man 


Der  geometrische  Zuwachs,  den  der  Drall  im  Zeitelemente 
dt  erfährt,  steht  senkrecht  zur  Momentanachse  und  ist  gleich 
B'wdt  In  der  gleichen  Richtung  geht  auch  der  Momenten- 
vektor  des  aus  dem  Gewichte  mg  und  der  ihm  gleichen  Yertikal- 
komponente  des  Auflagerdrucks  bestehenden  Eräftepaars.  Er 
hat  die  Größe  mgr  cos  ^.  Die  Horizontalkomponente  des  Auf- 
lagerdrucks geht  durch  den  Momentenpunkt  und  kommt  daher 
in  der  Gleichung  des  Flächensa^es  nicht  Yor.  Diese  Gleichung 
lautet  daher 


mr 


qw  —^-  {l  +  3  sin*^)  -=  mgr  cos  ^. 

Es  bleibt  noch  übrig,  eine  Gleichung  zwischen  q  und  w 
aufzustellen.  Die  Schwerpunktsgeschwindigkeit  hat  die  Größe 
qr  sin  ^,  da  r  sin  f  den  senkrechten  Abstand  des  Schwerpunkts 
von  der  Momentanachse  angibt.  Andererseits  kann  aber  die 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  auch  in  w  ausgedrückt 
werden,  da  der  Schwerpunkt  einen  Kreis  Yom  Halbmesser 
jR  —  r  cos  ^  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  beschreibt.  Be- 
achtet man,  daß  B  cos  ^  =»  r  ist,  so  erhält  man  die  Gleichung 

w  l —  r  cos  in  =  qr  sin  ^, 

aus  der 

g  =  w  tg  ^ 
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folgt     Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  des  FUU^hensatzes,  so 
laßt  sie  sich  nach  w  auflösen  und  man  findet 


==  cos  llf  1/ r 


w  —  '"^''  -'■  ■ '  ^ 


8in^(l  -f  3Bin't|)) 

Das  stimmt  aber^  wenn  man  beachtet^  daB  w  ^^  u  cos  ^ 
ist^  mit  Gl.  (153j  überein.  Damit  ist  die  verlangte  Probe  er- 
bracht 

Der  Übergang  von  Gl.  (152)  zu  61.  (153)  wurde  dadurch 
bewirkt^  daß  in  jedem  Gliede  der  Faktor  cos^  gestrichen 
wurde.  Wenn  jedoch  ^  ein  rechter  Winkel  ist,  wird  cos  ^ 
zu  Null  und  Gl.  (152)  wird  für  jeden  Wert  von  u  erfüllt,  wäh- 
rend w  gleich  Null  zu  setzen  ist.  Gl.  (153)  verliert  daher  für 
diesen  Fall  ihre  Gültigkeit. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  eine  Bewegung 
des  Bades,  bei  der  es  dauernd  der  aufrechten  Lage 
benachbart  bleibt  und  kleine  Schwingungen  darum 
ausführt.  Man  weiß  nämlich  schon  aus  der  Erfahrung,  daß 
eine  solche  Bewegung  bei  nicht  zu  kleinen  Geschwindigkeiten 
stabil  ist,  und  es  handelt  sich  nun  darum,  die  Theorie  dieser 
Bewegung  aufzustellen.  Die  Voraussetzung,  daß  es  sich  nur 
um  kleine  Schwingungen  handeln  soll,  gestattet  eine  Ver- 
einfachung der  Bewegxmgsgleichungen  in  derselben  Weise  wie 
in  früheren  Fällen.  Ich  sehe  aber  davon  ab,  diese  Untersuchung 
für  den  Fall  M^O  durchzuführen,  nehme  vielmehr  anstatt 
dessen  an,  daß  die  bohrende  Reibung  groß  genug  ist,  um  eine 
„Wendebewegung^^  des  Bades ,  also  eine  Drehungskomponente 
in  der  Bichtung  der  i -Achse  in  Abb.  10  auszuschließen. 

§  30.    Die  Badbewegung  bei  großer  bohrender  Beibung. 

Bei  virtuellen  Änderungen  der  fünf  allgemeinen  Koordinaten 
leistet  die  bohrende  Beibung  eine  Arbeit,  die  nur  von  den 
virtuellen  Änderungen  Sg>  und  dx  abhängig  ist.  Diese  Arbeit 
ist  nämlich,  wie  schon  bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (144) 
und  (146)  festgestellt  wurde,  gleich 

M{8q>  +  cos  ^  8%), 
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Wenn  nun  yorausgesetzt  wird^  daß  M  groß  genog  ist^  um 
Drehungen^  die  in  die  Richtung  des  MomentenTektors  fallen^ 
zu  verhüten^  muß  die  Arbeit  zu  Null  werden  und  die  Bewegung 
erfolgt  dann  so^  daß  jederzeit 

^  +  co«^^  =  0  (154) 

ist.  Diese  Gleichung  spricht  eine  weitere,  nicht-holonome  Be- 
dingung aus^  die  zu  den  Gleichungen  (147)  hinzutritt.  In  der 
Tat  stimmt  «ie  auch,  wenn  die  Gleichungen  (147)  dazu  ge- 
nommen werden,  inhaltlich  mit  der  bereits  in  §  (13)  angegebenen 
Bedingungsgleichung  (65),  S.  81,  überein. 

Für  die  Untersuchung  der  hiermit  luUier  bestimmten  Be- 
wegung stehen  uns  die  Bewegungsgleichungen  (148)  und  (161) 
zur  Verfügung,  während  eine  der  Gleichungen  (149)  oder  (150) 
späterhin  dazu  verwendet  werden  kann,  um  die  Größe  des  Mo- 
ments M  der  bohrenden  Reibung  zn  berechnen,  die  erforderlich 
ist,  um  die  betrachtete  Bewegung  zu  erzwingen. 

Zunächst  können  wir  aber  die  Gleichungen  (148)  und  (151) 
durch  Hinzunehmen  der  durch  Gl.  (154)  ausgesprochenen  Be- 
ziehung vereinfachen.  Wenn  dies  geschieht,  gehen  die  Glei- 
chungen über  in 

?^  cos^  +  3  f^  ~  sin^  cos^  (1  +  3  sin»^)  (^)'-0,      (155) 

sin^ (1  +  3 sinV) ^  +  cos^  (9 sin«^  +  2)^  ^  ==  0.     (156) 

Das  sind  also  die  strengen  Grundgleichimgen  für  die  hier 
betrachtete  Radbewegung.  Da  sie  als  Ergebnis  verwickelter 
Rechnungen  gefunden  wurden,  ist  es  wünschenswert,  noch  eine 
Probe  darauf  zu  machen,  ob  kein  Rechenfehler  vorgekommen 
ist»  Dazu  verhilft  uns  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft.  Die 
inneren  Erafte  leisten  bei  dieser  Bewegung  keine  Arbeit;  daher 
muß  die  Summe  aus  der  lebendigen  Kraft  und  der  potentiellen 
Energie,  die  der  Höhe  des  Radschwerpunkts  über  dem  Fuß- 
boden entspricht,  konstant,  also 

L  +  mgr  sin^  =  C  (157) 


§  80.    Die  Badbewegnng  bei  giofiei  bohrender  Reibung.         161 

sein.  Der  in  Gl.  (142)  aufgestelltf  Ansdrack  ftir  die  lebendige 
Eraft  vereinfacht  sich  hier  wegen  der  dnrch  die  Gleichungen 
(147)  and  (154)  ausgesprochenön  Bedingungen  erheblich.  Man 
kann  diesen  vereinfachten  Ausdmck  auch  unmittelbar  von 
neuem  ableiten  und  erhält  auf  beiden  Wegen,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt, 

^-^(3(S)*+-**a  +  3-V)§)>     (158) 

Gleichung  (157)  muß  sich  als  ein  erstes  Integral  aus  den 
beiden  Bewegungsgleichungen  (155)  und  (156)  ableiten  lassen. 

Zu   diesem  Zwecke  multiplizieren   wir  Gl.  (155)   mit  -^  und 

Gl.  (156)  mit  sin  ^  ^  und  addieren.    Wir  erhalten  dann  in  der 

Tat  eine  integrable  Geichung,  nämlich  die  Gleichung,  die  man 
findet,  wenn  man  Gl.  (157)  mit  Berücksichtigung  des  in  Gl.  (158) 
angeschriebenen  Ausdrucks  von  L  nach  t  differentiiert.  Die  be- 
absichtigte Probe  stimmt  daher  und  zugleich  haben  wir  ein 
erstes  Integral  der  Bewegungsgleichungen  aufgestellt. 

Weitere  allgemeine  Integrale  lassen  sich  nicht  angeben; 
das  hindert  jedoch  nicht,  daß  wir  aus  den  Differentialgleichungen 
hinreichenden  Aufschluß  über  besonders  wichtige  Bewegungs- 
arten erhalten  können.    Nehmen  wir  zunächst  an,  daß  die  BoU- 

geschwindigkeit  -^  konstant  sein  soU,   so  folgt  aus  Gl.  (156), 

daß  -^  gleich  Null  sein  muß.    Aus  GL  (155)  läßt  sich  hierauf 

der  Winkel  ^  berechnen,  der  zu  einem  gegebenen  Werte  der 
Rollgeschwindigkeit  gehört.  Wir  kommen  damit  nur  wieder 
auf  die  schon  im  vorigen  Paragraphen  besprochene  rein  rollende 
Bewegung  zurück.  Die  bohrende  Reibung  kommt  dabei  nicht 
zur  Geltung.  Wir  sehen  nun  auch,  daß  das  Hinzutreten  der 
bohrenden  Reibung  nichts  daran  zu  ändern  vermag,  daß  bei 
allen  anderen  Bewegungsarten,  die  sie  überhaupt  zuläßt,  die 
Rollgeschwindigkeit  veränderlich  sein  muß. 

Wir  betrachten  jetzt  eine  Bewegung,  bei  der  ^ 
dauernd    nahezu    gleich    einem    Rechten    bleibt.      Wir 

setzen  also  ^ 

t^^  +  ti 

Pöppl,  höhere  Dynamik.  11 
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und  betrachten  ^^  als  eine  mit  der  Zeit  yeränderliche  kleine 
Größe.  Anch  die  Rollgeschwindigkeit  kann  sieh  in  diesem 
FaUe  nicht  viel  ändern  und  wir  setzen  daher 

wobei  Uq  konstant  und  u^  eine  kleine  Größe  ist^  die  ebenfalls 
mit  der  Zeit  veränderlich  ist.  Streichen  wir  nach  Einsetzen 
dieser  Werte  in  Gl.  (155)  alle  Glieder,  die  von  höherer  Ord- 
nung klein  sind,  setzen  also 

cos  ^  =  ~  ^1     und     sin  ^  «  1 

usf.,  so  erhalten  wir 

Wenn  die  Rollgeschwindigkeit  Uq 

(158  b) 

wird  hiemach  die  Beschleunigung  der  Fallbewegung  des  Rades 
zu  NuU  und  die  Bewegung  steht  an  der  Grenze  des  stabilen 
und  des  labilen  Laufes.  Stabil  ist  dagegen  die  Lauf- 
bewegung des  aufrecht  rollenden  Rades,  wenn  Uq 
größer  ist  als  dieser  Wert.  Gl.  (158  a)  ist  dann  von  der 
Form  der  Differentialgleichung  für  einfache  harmonische 
Schwingungen,  nämlich 

dt*    ""  8r  ^1' 

und  als  Lösung  erhält  man,  wenn  die  Zeit  von  einem  Augen- 
blicke an  gezählt  wird,  in  dem  ^^  seinen  größten  Wert  Ä  an- 
genommen hatte, 

t^^Äsinat     mit     a=l/^^*f^^-         (158c) 

Die  Schwingungsdauer  der  durch  ^^  dargestellten  kleinen 
Schwingungen  ist 
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Die  Zeit,  die  vergeht,  bis  das  Rad  einen  Umlauf  vollzogen 
hat,  ist  2x 

Man  findet  also  die  Zahl  der  vollen  Schwingungen  ^^  wäh- 
rend der  Dauer  eines  Radumlaufs 


^^         T,         K  8        81*0*1 


Diese  Zahl  wird  um  so  kleiner,  je  schneller  das  Rad  läuft; 
aber  selbst  fiir  Uq  —>  cx)  bleibt  sie  noch  etwas  größer  als  Eins. 
Die  zweite  Bewegungsgleichung  gestattet  uns  nun  auch, 
die  periodischen  Schwankungen  der  Rollgeschwindigkeit  zu  be- 
rechnen. Mit  denselben  Vernachlässigungen  wie  vorher  geht 
Gl.  (156)  über  in 

Die  Variablen  lassen  sich  in  dieser  Gleichung  sofort  trennen 
und  die  Integration  Uefert 

Die  Int^prationskonstante  C^  ist  der  Wert  von  Igu  für 
ti  "^  0,  d.  h.  für  den  Augenblick,  in  dem  das  Rad  durch  die 
lotrechte  Lage  hindurchgeht.  Vorher  war  unbestimmt  gelassen, 
welcher  genauerer  Wert  von  u  als  Mq  bei  der  Zerlegung  in 
**o  +  **i  gerechnet  werden  sollte.  Bei  der  vorhergehenden  Be- 
trachtung kam  es  darauf  deshalb  nicht  näher  an,  weil  alle  u 
nur  sehr  wenig  verschieden  voneinander  sind  und  die  Unter- 
schiede beim  Einsetzen  in  Gl.  (155)  zu  Gliedern  führten,  die 
von  höherer  Ordnung  klein  waren  und  daher  vernachlässigt 
werden  durften.  Jetzt  können  wir  aber  festsetzen,  daß  unter  Uq 
die  Rollgeschwindigkeit  für  die  aufrechte  Lage  verstanden 
werden  solL     Dann  liefert  die  vorhergehende  Gleichung 

Da  der  Exponent  ein  sehr  kleiner  Wert   ist,  genügt  es, 

^''^'  «  =  «o(l  +  ¥V)  (159) 

11* 
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zu  schreiben.  In  der  aufrechten  Lage  ist  [daher  die  Roll- 
geschwindigkeit am  kleinsten.  Für  die  größte  Bollgeschwindig- 
keit  im  Verlaufe  des  SchwingungSYorgangs  tim«x  hat  man 

und  hieraus  erkennt  man^  daß  die  Schwankungen  in  der  Roll- 
geschwindigkeit  im  Verhältnisse  zu  Uq  you  höherer  Ordnung 
klein  sind^  als  die  Abweichungen  ^^  aus  der  Mittellage. 

Femer  erhalten  wir  aus  Ql.  (154)  fär  den  hier  betrachteten 
BewegungsYorgang 

^=■^1«,  (160) 

wobei  an  Stelle  Yon  u  auch  u^  geschrieben  werden  kann.  Setzt 
man  den  Wert  Yon  ti  ein  und  integriert,  so  erhält  man 

9?  =  9?Q cos  at .  (161) 

Die  Spur  des  Radlaufs  in  der  Fußbodenebene  bildet 
daher  nahezu  eine  gerade  Linie,  die  den  beliebigen  Winkel 
(Pq  mit  der  X-Achse  einschließt.  Um  die  kleioen  Abweichungen 
Yon  dieser  Geraden  noch  etwas  genauer  zu  Ycrfolgen,  greifen 
wir  auf  die  Gleichungen  (147) 

dx  :i     dy  . 

-jT  ^ru  HOB  (f     und     ^«rwsmy 

zurück.  Da  die  Änderung,  die  u  erfährt,  Yon  höherer  Ordnung 
klein  ist,  als  die  Änderung  Yon  97,  genügt  es,  wenn  wir  für 
die  erste  Gleichung 

-ji  =  ^'Wq  cos  ( 9^0 cos  ai\  «=  rw^  (cos  ^>^  -f  sm  9^      -  cos  an 

schreiben.     Die  Ausführung  der  Integration  Uefert 

^  *=•  ^0  +  **^o^  ^^® 9o  +  ^**o  ^^^ 9o  — \~  sin a^.         (162) 

Die  Koordinatenachsen  konnten  in  der  Fußbodenebene' 
beliebig  festgelegt  sein.    Nehmen  wir  jetzt  an,  daß  die  F- Achse 

mit   der  Richtung  ^>^   zusammenfällt,   so  ist  cos  ^q  ^  ^  ^^ 

1 

sin  9?Q  »  1  zu  setzen  und  die  Yorhei^ehende  Gleichung  gibt  uns 
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unmittelbar  die  Abweichungen  von  der  geraden  Bahn  an.  Die 
größte  Abweichung  f  aus  der  mittleren  Linie,  d.  h. 
von  der  Y-Achse  ist 

f^A<^=A.:i-^^r.  (163) 

Die  Abweichung  wird  bei  gegebenem  Werte  der 
Amplitude  A  der  Schwingungen  i>^  um  so  kleiner^  je 
schneller  das  Rad  rollt.  Die  kleinste  Abweichung  für 
Wq— >  cx>,  die  auch  schon  dann  nahezu  eintritt^  wenn  die  RoU- 
geschwindigkeit  mindestens  etwa  das  3-  oder  4  fache  der  kri- 
tischen beträgt,  bei  der  die  Bewegung  stabil  wird,  ist 

Hiermit  ist  die  Bewegung  genügend  in  allen  Einzelheiten 
bekannt.  Es  entsteht  nun  aber  noch  die  weitere  Frage, 
wie  groß  das  Moment  der  bohrenden  Reibung  sein 
muß,  um  die  besprochene  Bewegung  zu  erzwingen. 
Denn  von  der  Beantwortung  dieser  Fri^e  hängt  es  ab,  bis  zu 
welcher  Grenze  die  vorhergehenden  Entwicklungen  überhaupt 
als  physikalisch  zutreffend  zu  betrachten  sind.  Zur  Berechnung 
von  M  stehen  uns  die  Gleichungen  (149)  oder  (150)  zur  Ver- 
fügung, also  wenn  wir  die  letzte  wählen,  die  Gleichung 

— jCos^  =2-nf  +  2-7^  cos^  — 3  -^  -^  smi^. 
wr'         ^  dv  dir         ^  dt    dt         ^ 

Wenn  wir  beachten,  daß  sich  ^  nur  um  den  kleinen 
Winkel  ^^  von  einem  Rechten  unterscheidet,  vereinfacht  sich 
die  Gleichung  zunächst  zu 

Setzen  wir  hierauf  die  vorher  fesi^esteUten  Werte  der  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Differentialquotienten  ein,  so  erhalten 
wir  nach  Zusammenziehen  der  Glieder  und  Streichen  des  ge- 
meinschaftlichen Faktors  ^^ 
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und   daher    schließlich,   wenn   wir  auch   noch  den  Wert  von 

-^  einsetzen,  , 

"^^  M^-'^UoÄaeosat.  (164) 

Bei  der  kritischen  Geschwindigkeit,  die  die  Grenze  zwischen 
stabiler  und  instabiler  Bewegung  bildet,  ist  a  =»  o  und  wenn 
die  Geschwindigkeit  nur  wenig  über  der  kritischen  liegt,  wird 
daher  M  yerhältnismäßig  niedrig,  so  daß  dann  in  der  Tat  die 
Bewegung  so,  wie  es  besprochen  war,  vor  sich  gehen  kann. 
Wenn  Uq  größer  wird,  wächst  damit  auch  a  und  unter  der 
Voraussetzung,  daß  Ä  denselben  Wert  behält,  wird  M  bald  so 
groß,  daß  es  den  größtmögUchen  Wert  der  bohrenden  Reibung 
übersteigt.  Dann  hört  die  Gültigkeit  der  vorhergehenden  For- 
meln auf.  Man  kann  indessen  zu  jedem  Werte  von  U0  einen 
Wert  für  die  Schwingungsamplitude  Ä  angeben,  bis  zu  dem 
hin  die  Bewegung  so  erfolgt,  wie  sie  hier  besprochen  war. 
Um  hierüber  klarer  zu  sehen,  ist  es  nötig,  ein  Zahlenbeispiel 
durchzurechnen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  an,  Uq  sei  doppelt  so  groß 
als  die  durch  Gl.  (158  b)  angegebene  kritische  Geschwindigkeit, 
so  wird  nach  dieser  Gleichung  und  nach  Gl.  (158  c) 

und  für  den  größten  während  der  Bewegung  auftretenden  Wert 
von  M  erhält  man  nach  Gl.  (164) 

J^max  =  mgrÄ . 
Nun  ist  der  größte  Wert  von  M^  der  zwischen  Badumfang 
und  Fußboden  übertragen  werden  kann,  jedenfalls  proportional 
dem  Radgewichte  mg  zu  setzen.  Außerdem  hängt  er  von  dem 
Reibungskoeffizienten  und  der  Größe  der  Abplattungsfläche  ab, 
in  der  eine  Berührung  zwischen  dem  Rade  und  dem  Fußboden 
stattfindet.    Bezeichnen  wir  diesen  größtmöglichen  Wert  von  M 

mit  M\  so  können  wir 

M^mgQ 

setzen.     Den  Faktor  q  kann   man  als  den   dem   betreffenden 
Falle  entsprechenden  Koeffizienten  der  bohrenden  Reibung  be- 
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zeichnen.  Setzen  wir  Mmmx  gleich  M\  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  für  die  Amplitude  A  der  Schwingungen  ^^^  bis  zu 
der  hin  die  Bewegung  so  vor  sich  geht^  wie  wir  es  hier 
vorausgesetzt  haben.     Wir  finden 

also  wenn  z.  B.  r  »»  30  cm  und  (>  »  1  mm  angenommen  wird^ 

^m«  -  0,00333  -  onr30". 

Die  größte  Abweichung  f  des  Aufsitzpunktes,  also  des 
Mittelpunktes  der  Abplattungsfläche  von  der  geraden  Baho,  wird 
in  diesem  FaUe  nach  Gl.  (163) 

/*=»  9  =  1  mm. 

Wenn  die  Radebene  größere  Schwankungen  A  der  Rad- 
ebene gegen  die  lotrechte  Lage  ausführt,  als  etwas  über  11', 
yerlieren  daher  bei  der  hier  vorausgesetzten  Radgeschwindig- 
keit, die  einer  Umfangsgeschwindigkeit  von  rund  2,40  m/sec 
entspricht,  die  vorhergehenden  Formeln  ihre  Gültigkeit. 

Es  würde  nun  nichts  im  Wege  stehen,  die  Rechnung  auch 
noch  für  etwas  größere  Radschwankungen  durchzuführen,  wenn 
diese  nur  immer  noch  als  klein  betrachtet  werden  dürfen. 
Hierbei  wäre  zu  beachten,  daß  nach  Gl.  (164)  M  seinen  größten 
Wert  annimmt  für  cos  at  =»  1,  d.  h.  nach  Gl.  (158  c)  in  dem 
Augenblicke,  in  dem  das  Rad  durch  die  lotrechte  Lage  hin- 
durchgeht, während  an  der  Grenze  des  Ausschlags,  also  für 
sin  at^iil  die  bohrende  Reibung  zu  NuU  wird.  Man  müßte 
also  den  ganzen  Schwingungsweg  in  drei  Teile  zerlegen,  so  daß 
in  den  beiden  äußeren  Teilen  die  Formeln  dieses  Paragraphen 
anwendbar  bleiben,  während  für  den  mittleren  Teil  auf  die 
Gleichungen  (148)  bis  (151)  unter  Verwerfung  von  Gl.  (154) 
zurückzugreifen  wäre.  Li  den  Gleichungen  (149)  und  (150) 
wäre  dabei  an  Stelle  von  M  der  vorher  angegebene  Wert  von 
M'  zu  setzen.  Natürlich  könnte  man  auch  in  diesem  Falle 
von  den  Vereinfachungen  Gebrauch  machen,  die  durch  die 
Voraussetzung  kleiner  Schwankungen  um  die  lotrechte  Rad- 
stellimg  ermöglicht  werden. 
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Ich  sehe  jedoch  davon  ab^  diese  Rechnung  bier  noch  an- 
zuschließen^ da  das  Hauptziel  der  ganzen  Betrachtung^  nämlich 
der  Nachweis^  daß  die  aufrechte  Bewegung  yon  einer  bestimmten 
Geschwindigkeitsgrenze  an  stabil  ist,  ohnehin  bereits  erreicht 
ist.  Daß  dies  so  sein  müsse,  war  zwar  aus  der  Erfahrung 
schon  von  vornherein  bekannt.  Aber  die  Theorie  lehrt, 
wenn  sie  eine  Bestätigung  solcher  Erfahrungen  liefert, 
zugleich  immer  noch  mehr.  Und  zwar  hat  sie  in  diesem 
F^lle  zugleich  den  Wert  der  kritischen  Geschwindig- 
keit kennen  gelehrt.  Hierin  ist  das  Hauptergebnis  der 
vorhergehenden  Untersuchungen  zu  erblicken. 

§  31.    Die  pseudoreg^nläre  Badbewegung. 

In  Anlehnung  an  die  in  der  Ereiseltheorie  eingeftihrten 
Bezeichnungen  kann  man  die  „rein -rollende'^  Bewegung  des 
Bades,  wie  wir  sie  früher  nannten,  weiterhin  auch  als  die  „regu- 
läre^^  Rollbewegung  bezeichnen.  Bei  ihr  bleibt  der  Winkel  ^^ 
den  die  Badebene  mit  der  Fußbodenebene  bildet,  konstant,  die 
Spur    der  Badebene    in    der    Fußbodenebene    dreht  sich   mit 

einer  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  -^,  auch  die  BoU- 
gesch windigkeit  -^  ist  konstant,  der  Aufsitzpunkt  des  Bades  be- 
schreibt einen  Kreis  und  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Bades 
senkrecht  zur  'Badebene  gezogene  Badachse  beschreibt  einen 
Kreiskegel,  dessen  Spitze  im  Fußboden  liegt  und  dessen  Achse 
senkrecht  dazu  steht.  Jede  Bewegung,  die  ähnlich  erfolgt  wie 
die  reguläre,  im  einzelnen  aber  kleine  Abweichungen  davon 
zeigt,  möge  ebenso  wie  in  der  Kreiseltheorie  als  eine  pseudo- 
reguläre  bezeichnet  werden. 

Die  reguläre  Bollbewegung  ist  auch  dann  möglich,  wenn 
die  bohrende  Beibung  gleich  NuU  gesetzt  wird,  wie  wir  schon 
in  §  29  gefunden  haben,  und  sie  bleibt  ebenso  möglich,  wenn 
die  Flächen  als  rauh  vorausgesetzt  werden,  so  daß  die  boh- 
rende Reibung  nicht  vernachlässigt  werden  darf.  Auch  wenn 
eine  bohrende  Beibung  infolge  der  Beschaffenheit  der  mit- 
einander in  Berührung  kommenden  Flächen  übertragen  werden 


§  31.    Die  pseodoregiilire  Badbewcgimg.  169 

kann,  kommt  sie  doch  nicht  sostande,  aolaoge  die  Bewegong 
regulir  bleibt.  Bei  einer  Bewegung,  die  der  regofiLren  be- 
nachbart iat^  wird  daher  die  bohrende  Reibung  auch  nur  kleine 
Werte  anzonehmen  branchoiy  nm  eine  Drehnng  des  Bades  in 
dem  ihr  entspredienden  Sinne  sa  yerhindenL  Wir  dürfen  daher 
Toranssetzen,  daB  die  psendoregnl&re  Badbewegnng  ausschließlich 
durch  ein  Zusammenwiri^en  Ton  ^^Rollen'^  und  „Fallen^  zustande 
kommt,  wahrend  ein  ^Wenden''  dabei  durch  die  bohrende 
Reibung  yerhfitet  wird. 

Die  Oleichungrai  f&r  die  pseudoregulare  Radbewegung  er- 
halt man  aus  den  Gleichungen  (155)  und  (156),  indem  man 
darin 

*  -  ^0  +  *! 

setzt  und  unter  ^^  eine  konstante  und  unter  ^j  eine  kleine, 
mit  der  Zeit  yeninderliche  Große  yersteht,  deren  höhere  Po- 
tenzen yemaehlassigt  werden  dürfen.  Ebenso  zerlegen  wir 
auch  die  Rollgeschwindigkeit  in 

so  daß  die  konstanten  Großen  t<g  und  ^^  einer  regulären  Roll- 
bew^ung  entsprechen,  also  der  GL  (153)  genügen.  Setzt  man 
diese  Werte  in  GL  (155)  ein,  hebt  die  von  ti^  ima  ^j  freien 
Glieder,  die  nach  GL  (153)  gegeneinander  w^fellen,  fort  und 
yemaehlassigt  die  Ton  höherer  Ordnung  kleinen  Glieder,  so 
behalt  man 


-*i 


^  sin^o  +  3"d|«"  •"  2wo«i  »"^♦o  cos*o(l  +  ^  sin'^o) 
-  *! V(l  +  7  sinVo  -  12  sinVo)  »-  0. 


Ebenso  geht  GL  (156)  über  in 


8in*o(l  +  3  süiVo)  •  ^  +  co8^o(9  s^Vo  +  2) «o^  -  0, 

da  alle  hierbei  weggelassenen  Glieder  Yon  höherer  Ordnung 
klein  sind.  Die  zweite  Gleichung  läßt  sich  sofort  integrieren. 
Setzt  man   den   dabei   erhaltenen  Wert  Ton  u^   in   die  erste 
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Oleicliimg  ein,  so  erhält  man  nach  Zusammenfassen  der  Glieder 
unter  Benutzung  der  durch  Gl.  (153)  ausgesprochenen  Beziehung 

^  -  -  V(l  +  SsinVo  -  38m*Vo)V'i  +  C. 

Unter  G  ist  hierbei  eine  Konstante  zu  verstehen,  die  von  der 
Integration  der  vorhergehenden  Gleichung  herstammt.  Der  in 
<ier  Klammer  stehende  Ausdruck  ist  für  jeden  Wert  von  ^^ 
positiv.  Die  Gleichung  stellt  daher  eine  einfache  harmonische 
Schwingimg  dar.  Wenn  ^^  einen  rechten  Winkel  bedeutet, 
verlieren  jedoch  die  vorhergehenden  Gleichungen  ihre  Gültig- 
keit; dieser  Fall  ist  aber  bereits  im  vorigen  Paragraphen  er- 
ledigt worden.  Andernfalls  wird  die  Schwingungsdauer  der 
liarmonischen  Schwingungen 

T  =  2«  l/—        sin  '»o  (1  -f  3  sin^  ip^) 
V  2g  *  l  +  28in«i/io— 3  8in>o 

gefunden.  Hierbei  ist  der  Wert  von  Uq  aus  Gl.  (153)  ein- 
gesetzt. Dieser  Ausdruck  läßt  sich  noch  bedeutend  verein- 
fachen und  liefert  

r-2«l/f^.  (165) 

Die  Betrachtung  ließe  sich  jetzt  noch  in  derselben  Weise 
weiterführen,  wie  früher  für  den  aufrechten  Lauf  des  Rades. 
Ich  sehe  aber  davon  ab,  da  die  bisher  erzielten  Ergebnisse 
bereits  zu  dem  Nachweise  genügen,  daß  die  betrachtete 
pseudoreguläre  Radbewegung  möglich  und  die  mit 
Gl.  (153)  in  Übereinstimmung  stehende  reguläre  Roll- 
bewegung daher  jedenfalls  eine  stabile  Bewegung 
bildet. 

Schließlich  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  Platz 
finden,  die  sich  auf  die  Theorie  des  Fahrrads  beziehen. 
Ich  muß  dabei  freilich  sofort  vorausschicken,  daß  ich  mich  mit 
^eser  Theorie  noch  niemals  eingehender  beschäftigt  habe. 
Wenn  man  das  einzeln  rollende  Rad  behandelt,  kann  man  aber 
kaum  umhin,  dabei  nebenher  auch  an  das  Fahrrad  zu  denken, 
xind  der  Leser  würde  es  daher  vermissen,  wenn  ich  darüber 
^anz  mit  Stillschweigen  hinwegginge. 
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Betrachtet  man  das  Fahrrad  zunächst  ohne  alle  Neben- 
bedingungen, so  bildet  es  einen  achtlaufigen  Verband,  wenn 
wir  uns  die  Lenkstange  festgestellt  denken^  oder,  wenn  wir 
auch  fCLr  diese  eine  Bewegung  zulassen,  einen  neunläufigen. 
Das  Gestell  hat  nämlich  als  starrer  Körper  sechs  Freiheits- 
gradcy  dazu  kommt  je  ein  Freiheitsgrad  für  die  Drehung  jedeiEi 
Bades  und  gegebenfalls  noch  einer  für  die  Drehung  der  Lenk- 
stange. Zwei  Freiheitsgrade  fallen  weg,  wenn  beide  Räder 
stets  auf  dem  Boden  aufsitzen  sollen.  Schließen  wir  bei  beiden 
Rädern  das  Gleiten  aus,  so  faUen  yier  weitere  Freiheitsgrade 
fort.  Bei  festgehaltener  Lenkstange  bleiben  daher  nur  noch 
zwei  Freiheitsgrade  übrig.  Andererseits  wird  aber  die  Zahl 
der  Freiheitsgrade  wieder  yermehrt,  wenn  wir  beachten,  daß 
der  Fahrer  seinen  Körper  rektiy  zu  seinem  Sitze  nach  Belieben 
zu  bewegen  vermag. 

Man  könnte  sich  nun  zunächst  die  Aufgabe  stellen,  die 
beiden  Bewegungsgleichungen  au&ustellen,  die  dem  Falle  mit 
zwei  Freiheitsgraden  entsprechen,  also  dem  Falle,  daß  der 
Fahrer  keine  Bewegung  relativ  zum  Gestell  ausführt  und  die 
Lenkstange  feststeht.  Ich  weiß  freilich  nicht,  ob  diese  Auf- 
gabe schon  in  Angriff  genommen  und  gelöst  wurde.  Wenn 
ich  sie  selbst  lösen  müßte,  würde  ich  mich  jedoch  des  hier 
besprochenen  Verfahrens  von  Li^range  nicht  bedienen,  da  es 
offenbar  zu  sehr  umständlichen  Rechnungen  führen  müßte. 
Eine  Gleichung  würde  sich,  wie  gewöhnlich,  sehr  leicht  aus 
dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft  herleiten  lassen  und  die 
andere  könnte  man  aus  dem  Flächensatze  erhalten,  der  auf 
eine  beliebig  in  der  Fußbodenebene  gezogene  Achse  anzuwenden 
wäre.  Für  diese  Achse  heben  sich  nämlich  die  Momente  der 
gleitenden  Reibungen,  die.  dabei  ab  äußere  Kräfte  anzusehen 
sind,  hinweg.  Freilich  kennt  man  auch  die  senkrechten  Auf- 
lagerdrucke an  beiden  Aufsitzpunkten  nicht  von  vornherein. 
Aber  die  dadurch  hereingebrachte  Unbekannte  schaffb  man 
leicht  hinweg,  indem  man  den  Flächensatz  außerdem  noch  auf 
eine  zweite  in  der  Fußbodenebene  liegende  Achse  anwendet 
und  den  unbekannten  Auflagerdruck  aus  beiden  Gleichungen 
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eliminiert.  Das  Moment  der  bohrenden  Reibung  verschwindet 
für  beide  Achsen.  Ich  nehme  übrigens  an^  daß  die  bohrende 
Reibung  eine  recht  wesentliche  Rolle  bei  diesem  Bewegungs- 
Yorgange  spielt.  Eine  Wendebewegung  zu  verhindern  vermag 
sie  zwar  offenbar  unter  gewöhnlichen  Umstanden  nicht;  aber 
sie  dürfte  eine  Dämpfung  der  entstehenden  Schwingungen 
herbeiführen^  die  wahrscheinlich  sehr  wesentlich  für  den  Er- 
folg ist. 

Natürlich  wäre  aber  selbst  mit  einer  strengen  Lösung  der 
zunächst  ins  Auge  gefaßten  Aufgabe  noch  nicht  viel  gewonnen. 
Denn  so  wie  das  Radfahren  praktisch  geübt  wird,  spielen  ohne 
Zweifel  die  Drehungen  an  der  Lenkstange  und  die  von  dem 
Fahrer  voi^enommenen  Schwerpunktsverlegungen  eine  sehr 
wichtige  Rolle.  Wenigstens  schließe  ich  das  aus  dem,  was 
mir  darüber  gesagt  wurde,  denn  ich  bin  selbst  kein  Radfahrer. 
Übrigens  hat  sich  die  Praxis  in  diesem  Falle  sehr  gut  ohne 
die  Theorie  zu  helfen  gewußt,  und  ich  halte  es  daher  auch 
für  besser,  große  Anstrengungen,  wie  sie  zur  Aufstellung  einer 
umfassenden  Theorie  nötig  wären,  lieber  auf  andere  Fragen  zu 
verwenden,  bei  denen  die  Praxis  die  theoretische  Untersuchung 
nicht  so  leicht  zu  entbehren  vermag. 

§  32.    Das  Frinaip  yon  Hamilton. 

Außer  den  Gleichungen  von  Lagrange  kennt  man  noch 
einige  andere  Verfahren  zur  Aufstellung  der  Bewegungs- 
gleichungen für  einen  mehrläufigen  Verband.  Man  bezeichnet 
die  Sätze,  auf  denen  diese  Verfahren  beruhen,  als  „Prinzipe^' 
der  Mechanik.  Zu  ihnen  gehören  insbesondere  das  Prinzip  von 
Hamilton,  das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  und  das  Gauß- 
sehe  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges.  Für  die  praktischen  An- 
wendungen, also  für  die  technische  Mechanik,  kann  man  diesen 
Sätzen  keinen  großen  Wert  beilegen.  Es  ist  mir  wenigstens 
kein  einziger  Fall  bekannt,  in  dem  mit  Hilfe  dieser  Sätze  ein 
neues  Ergebnis  von  praktischer  Wichtigkeit  gefunden  worden 
wäre,  das  man  nicht  mindestens  ebenso  einfach  auch  mit  Hilfe 
von  anderen,  hier  bereits  besprochenen  Verfahren  ableiten  könnte. 
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Das  schließt  zwar  nicht  aas,  daß  man  gelegentlich  irgendeine 
bestimmte  Frage  anf  einem  dieser  Wege  etwas  kürzer  oder 
ansprechender  zu  behandeln  vermag  als  anf  dem  andern. 
Jedenfalls  kommt  man  aber  in  der  technischen  JMechanik  sehr 
gnt  aus,  ohne  von  den  genannten  Frinzipen  den  geringsten 
Gebrauch  zu  machen«  Indessen  kommt  diesen  Sätzen  aus 
anderen  Ghründen,  auf  die  ich  nachher  noch  eingehen  werde, 
eine  gewisse  Bedeutung  zu.  Ich  will  daher  nicht  unterlassen, 
wenigstens  den  wichtigsten  dieser  Sätze,  als  den  man  das 
Prinzip  von  Hamilton  anzusehen  hat,  hier  kurz  zu  besprechen. 
Auch  das  Hamiltonsche  Prinzip  wird  ähnlich  den  Gleichungen 
Ton  Lagrange  dazu  verwendet,  die  Bewegungsgleichungen  eines 
Systems  von  mehreren  (oder ,  beliebig  vielen)  Freiheitsgraden 
abzxdeiten.  Die  Anwendbarkeit  ist  aber  auf  den  FaU  beschränkt, 
daß  sich  die  an  dem  Systeme  angreifenden  äußeren  Kräfte  von 
einem  Potentiale  ableiten  lassen.  Dieses  Potential  oder,  aus- 
ftihrlicher  gesagt,  die  potentielle  Energie  des  Systems,  soweit 
sie  durch  das  Kraftfeld  der  äußeren  Kräfte  bedingt  ist,  sei  F; 
dann  ist  die  zur  virtuellen  Änderung  dq^  irgendeiner  der 
Koordinaten  q  gehörige  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  gleich 

und  fBr  die  auf  die  Koordinate  q^  reduzierte  äußere  Kraft  F^ 
hat  man  nach  der  schon  in  §  15  aufgestellten  Gl.  (73) 

Die  von  Lagrange  aufgestellte  Gl.  (78)  Vkii  sich  daher  jetzt 
auch  in  der  Form 

schreiben.     Für  jede  Koordinate  g^   gilt   eine  Gleichung  von 

dieser  Form.     Alle  diese  Gleichungen  lassen  sich  aber 

in  der  einzigen  Formel 

h 
öf{L  -  r)dt  =  0  (167) 
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zusammenfassen,  und  diese  Gleichung  spricht  das 
Hamiltonsche  Prinzip  aus.  Ehe  ich  zum  Beweise  der. 
aufgestellten  Behauptung  übergehen  kann,  muß  ich  den  Sinn 
der  angewendeten  Zeichen  erklären.  Zwischen  der  Zeit  t^O 
und  der  Zeit  t^t^  erfolgt  die  Bewegung  des  Systems  auf 
irgendeine  ganz  bestimmte  Art.  Wir  betrachten  den  Be- 
wegungsYorgang  innerhalb  dieser  Zeit,  deren  Anfang  und  Ende 
im  übrigen  ganz  beliebig  ausgewählt  sein  kann.  Wir  machen 
uns  femer  klar,  daß  das  System,  weil  es  nicht  zwangläufig  ist, 
rein  geometrisch  betrachtet,  auf  sehr  viele  verschiedene  Arten 
aus  der  Anfangs-  in  die  Endlage  übergeführt  werden  könnte. 
Zu  irgend  einer  Zeit  t,  die  zwischen  0  und  i^  liegt,  haben  also 
in  Wirklichkeit  die  Koordinaten  die  Werte 

und  die  zugehörigen  Geschwindigkeiten  die  Werte 

Der  geometrische  Zusammenhang,  der  zwischen  den  Gliedern 
des  Systems  besteht,  würde  aber  nicht  hindern,  daß  zur  Zeit  t 
die   Koordinaten  und  ihre  Geschwindigkeiten  etwa  die  Werte 

(ffi  +  *ffi);  •  •  •  (Qi  +  *2i)  •  •  •  Ön  +  *0; 

Öl  +  *^l);  •  •  •  (ft  +  ^üi)  •  •  •  Ön  +  ^ün) 

hätten,  in  denen  die  dq  ganz  willkürlich  gewählte  unendlich 
kleine  Änderungen  sind,  während  die  äq^  mit  jenen  so  zu- 
sammenhängen, daß 

ist.  Wenn  wir  uns  alle  d^  als  willkürliche  Fimktionen  der 
Zeit  gewählt  denken,  die  nur  an  die  Bedingung  geknüpft  sind, 
daß  sie  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  verschwinden,  haben 
wir  damit  irgendeine  von  der  wirklichen  unendlich  wenig  ab- 
weichende Bewegung  beschrieben,  durch  die  das  System,  rein 
geometrisch  genommen,  ebenfaUs  aue  der  Anfangslage  in  die 
Endlage  übergeführt  werden  könnte.  Zugleich  müssen  wir 
aber,   wenn  Anfangs-   und  Endzustand   in   dem  wirklich  vor- 
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liegenden  Falle  und  in  dem  willkürlich  variierten  YoUfitaiidig' 
miteinander  übereinstimmen  sollen^  auch  noch  die  Bedingung 
einhalten,  daß  die  dq  an  den  beiden  Gfrenzen  yerschwinden. 

Das  in  Gl.  (167)  vorkommende  Integral  hat  für  die  wirk- 
liche Bewegung  einen  ganz  bestimmten  Wert,  da  zu  jeder 
Zeit  t  eine  bestimmte  kinetische  Energie  L  und  eine  bestimmte 
potentielle  Energie  V  gehören.  Auch  für  die  variierte  Bewegung 
können  wir  uns,  nachdem  die  dq  und  hiermit  die  dq  als 
Funktionen  der  Zeit,  die  den  angegebenen  Bedingungen  ge- 
nügen, gewählt  sind,  den  Wert  des  Integrals  berechnet  denken. 
Das  Hamiltonsche  Prinzip  behauptet  nun,  daß  beide  Werte 
stets  einander  gleich  sind,  wie  man  auch  im  übrigen  die  un- 
endlich kleinen  Variationen  dq  wählen  möge.  Man  kann  auch 
sagen,  daß  das  Integral  für  die  wirklich  ausgeführte  Bewegung 
entweder  zu  einem  Maximum  oder  zu  einem  Minimum  wird, 
denn  die  Bedingung  dafür  wird  durch  das  Yerschwinden  der 
Variation  angegeben.  Diese  letzte  Bemerkung  spielt  aber  keine 
Bolle  bei  den  Anwendungen,  die  man  von  dem  Prinzip 
machen  kann. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  kann  ich  zum  Beweise  des 
Satzes  übergehen.  Dazu  berechne  ich  die  Variation  des  Inte- 
grals. Die  Änderung,  die  das  Integral  erfährt,  ist  gleich  der 
Summe  der  Änderungen  seiner  Elemente,  also 

dJ(L  -V)dt  -fS{L  -  r)dt. 

Um  die  Variation  von  L—  V  zw.  erhalten,  beachte  man,  daß 
sowohl  L  als  V  zunächst  Funktionen  der  q  sind,  außerdem 
aber  L  auch  noch  Funktion  der  Geschwindigkeiten  q  ist.  Man 
hat  also 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (166) 


(168) 
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Hier  lassen  sich  je  zwei  Glieder  zusammenfassen,  so  daß  der 
Ausdruck  übergeht  in 

Die  Integration  nach  der  Zeit  kann  hieran  sofort  vorgenommen 
werden  und  man  findet  daher 

0 

An  den  beiden  Grenzen  0  und  ^^  yerschwinden  aber  alle  Gliedidr, 
da  wir  die  dq  der  Bedingung  unterwerfen  mufiten,  daß  sie  an 
den  Grenzen  zu  Null  werden.  Hiermit  ist  Gl.  (167)  bewiesen. 
Wir  haben  jetzt  das  Hamiltonsche  Prinzip  auf 
Grund  der  Lagrangeschen  Gleichungen  bewiesen;  man 
kann  auch  umgekehrt  zeigen,  daß  die  Lagrangeschen 
Gleichungen  eine  notwendige  Folge  von  Gl.  (167)  sind. 
Setzt  man  nänüich  d{L  -  F)  aus  Gl.  (168)  in  Gl.  (167)  ein, 
so  hat  man 


tt 


0 


*?i  +  ---  +  -^i"--**-k' 


+/ilf'^^^  +  ---  +  aT/«-H'  =  ö- 


Das  letzte  Integral  laßt  sich  aber  umformen,  indem  man  be- 
achtet, daß 

dL  j..         dL   d  .j.    .        d  /dL  j.    \        d  (dL\  s, 

ist.  Die  Integration  des  ersten  Gliedes  in  diesem  Ausdrucke 
nach  der  Zeit  läßt  sich  ausführen.  Sie  liefert  Null,  weil  dg^ 
an  den  Grenzen  verschwindet.  Daher  geht  die  Gleichung  über  in 
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/i( 


d{L-r) 


i—  7)        d  (dL\\j.       , 


Nun  sind  aber  die  dq  ganz  willkürlich  nnd  die  Gleichung  gilt 
f&r  jede  Wahl^  die  wir  dafür  treffen  mögen.  Wir  können  also 
z.  6.  alle  dq  mit  Ausnahme  von  dq^  gleich  Null  setzen.  Dann 
muß  aach  sein 


0 


d(L—V)       d  (dL 


^-Ä(*5))H-<«-o, 


nnd  da  auch  öq^  selbst  noch  eine  willkürliche  Funktion  der 
Zeit  ist,  kann  die  Gleichung  nur  dann  für  jede  beliebige  Wahl 
dieser  Funktion  gültig  sein^  wenn  zu  jeder  Zeit  der  andere 
Faktor  gleich  NuU  ist.  Damit  kommen  wir  wieder  auf  die 
Lagrangesche  Gleichung  (166).  Wir  haben  uns  hiermit 
überzeugt,  daß  das  Hamiltonsche  Prinzip  und  die 
Lagrangeschen  Gleichungen  im  Grunde  genommen 
dasselbe  aussagen,  wenigstens  soweit  es  sich,  wie  hier  an- 
genommen, um  die  Anwendung  auf  Verbände  mit  holonomen 
Bedingungen  handelt. 

In  der  Tat  macht  es  auch  f&r  die  Behandlung  einer  Auf- 
gabe kaum  einen  Unterschied,  ob  man  von  dem  einen  oder 
dem  anderen  Satze  ausgeht.  Auch  wenn  man  vom  Hamilton- 
sehen  Prinzip  ausgehen  will,  muß  man  zunächst  den  Ausdruck 
für  die  lebendige  Kraft  und  zugleich  den  für  die  potentielle 
Energie  V  aufstellen,  worauf  man  durch  die  Ausführung  der 
Variation  an  dem  Integrale  der  Gl.  (167)  zu  den  Bewegungs- 
gleichungen gelangt.  Der  Mathematiker  schätzt  an  dem 
Hamiltonschen  Prinzip  die  einfache  und  sich  dem  Gedächtnisse 
leicht  einprägende  Form  der  GL  (167).  Wer  es  als  Haupt- 
au%abe  der  Mechanik  betrachtet,  Aufschluß  über  die  in  der 
Wirklichkeit  vorkommenden  Bewegungsyor^nge  zu  geben,  wird 
auf  diese  Eleganz  der  Form  freilich  weniger  Wert  legen.  Ahn- 
lich ist  es  auch  mit  dem  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  und 

Föppl,  höhere  Djnamik.  12 
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mit  dem  GauBschen  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges;  es  hatte 
keinen  Zweck,  wenn  ich  auf  diese  auch  noch  eingehen 
wollte. 

Dag^en  darf  nicht  verschwiegen  werden,  daß  diese  all- 
gemeinen Sätze  auf  einem  Gebiete  in  der  Tat  wichtige  Dienste 
geleistet  haben,  die  durch  die  anderen  Methoden  nicht  oder 
wenigstens  nicht  gleich  gut  geleistet  werden  konnten.  Max- 
well hat  nämlich  die  Induktion  zwischen  mehreren 
elektrischen  Stromkreisen  auf  Sätze  der  Mechanik 
zurückgeführt  und  sie  dadurch  dem  Verständnisse 
näher  gebracht,  indem  er  die  elektrischen  Leiter  als 
mechanische  Systeme  von  mehreren  Freiheitsgraden 
und  die  magnetische  Energie  als  die  lebendige  Kraft 
dieserSysteme  au  f  f  a  B  t  e.  Die  Gesetze  der  elektrodynamischen 
Induktion,  das  Faradaysche  Induktionsgesetz  usf.  zeigen  sich 
dann  in  der  Tat  in  genauer  Übereinstimmung  mit  dem  Ver- 
halten, das  man  von  einem  in  der  angegebenen  Art  zusammen- 
gesetzten mechanischen  Systeme  zu  erwarten  hätte.  Auch  die 
Reibungen  finden  in  dem  elektrischen  Systeme  ihr  Analogon 
in  den  Ohmschen  Widerständen  usf. 

Der  Satz  von  Hamilton  bildet,  ebenso  wie  die  hier  nicht 
weiter  besprochenen  Prinzipe,  eine  sehr  allgemein  gehaltene 
Aussage,  von  der  man  mit  einem  gewissen  Rechte  behaupten 
darf,  daß  sie  den  wesentlichsten  Inhalt  der  Dynamik  in  einer 
einzigen  kurzen  Formel  zusammenzufassen  gestattet.  Freilich 
setzt  der  richtige  Gebrauch  dieser  Formel  zugleich  eine  lange 
Reihe  von  Einzelkenntnissen  voraus.  Der  Wert  einer  solchen 
Zusammenfassung  ist  aber  insbesondere  darin  zu  erblicken,  daß 
sich  die  Erwartung  daran  knüpfen  läßt,  die  Gültigkeit  dieser 
Formel  beschränke  sich  möglicherweise  gar  nicht  auf  das  Ge- 
biet der  rein  mechanischen  Naturerscheinimgen,  aus  denen  sie 
ursprünglich  abgeleitet  wurde,  sondern  sie  könne  gerade  ihrer 
aUgeraeinen  Fassung  wegen  dazu  geeignet  sein,  auch  noch  die 
Gesetzmäßigkeiten  in  anderen  Teilen  der  Physik  bei  passender 
Deutung  der  in  der  Formel  vorkommenden  Größen  richtig 
wiederzugeben. 
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Die  Mechanik  hat  sich  von  allen  Teilen  der  theoretischen 
Physik  zuerst  entwickelt,  und  hierauf  versuchte  man,  wie  es 
nicht  anders  sein  konnte,  die  übrigen  Teile  zunächst  in  mög- 
lichst engem  Anschlüsse  an  die  Mechanik  auszubilden.  Lange 
Zeit  hindurch  galt  68  überhaupt  als  das  letzte  Ziel  der  theo- 
retischen Physik,  alle  Naturerscheinungen  auf  die  Gesetze  der 
Mechanik  zurückzuführen.  Solange  man  von  der  Erwartung 
ausging,  daß  dies  möglich  sein  müsse,  hatte  man  allen  Grund 
dazu,  die  allgemeinsten  Fassungen,  die  sich  den  mechanischen 
Gesetzen  geben  ließen,  besonders  hoch  einzuschätzen,  da  man 
Ton  ihnen  am  ersten  erwarten  durfte,  daß  sie  sich  auch  noch 
über  das  engere  Gebiet  der  Mechanik  hinaus  bewähren  würden. 

Heute  ist  man  nun  freilich,  trotz  mancher  Einzelerfolge, 
Ton  denen  ich  den  bedeutsamsten  schon  besprochen  habe,  von 
der  Meinung  zurückgekommen,  daß  sich  das  ganze  große  Gebiet 
der  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  restlos  in 
die  alte  Mechanik  eingliedern  ließe.  Die  Forscher,  die  auf 
diesem  Gebiete  arbeiten,  neigen  jetzt  vielmehr  der  entgegen- 
gesetzten Ansicht  zu,  daß  die  Theorie  der  Elektrizität  im  Laufe 
ihrer  weiteren  selbständigen  und  von  der  Mechanik  ganz  un- 
abhängigen Ausbildung  dahin  führen  könne,  letzten  Endes  auch 
noch  die  ganze  Mechanik  mit  zu  umfassen.  Dabei  bleibt  zwar 
das  Ziel  im  ganzen  dasselbe  wie  früher,  aber  die  Mittel,  die 
man  für  tauglich  hält,  dahin  zu  gelangen,  sind  jetzt  andere 
geworden.  Durch  diese  Wendung  haben  die  allgemeinen  Prinzipe 
der  Mechanik  ihre  frühere  Bedeutung  für  naturphilosophische 
Betrachtungen  dieser  Art  zum  großen  Teil  eingebüßt. 

Anmerkung.  Bei  der  vorhergehenden  Ableitung  des  Hamüton- 
schen  Prinzips  habe  ich  nur  auf  Verbände  mit  holonomen  Bedingungen 
Rücksicht  genommen.  Man  kann  hinzufügen,  daß  sich  diese  Formel 
gerade  ihrer  allgemeinen  Fassung  wegen  auch  noch  auf  Verbände 
mit  nicht -holonomen  Bedingungen  beziehen  läßt.  Es  konunt  dabei 
nur  darauf  an,  die  Variation  d,  die  darin  vorkommt,  so  auszuführen, 
wie  es  hierzu  nötig  ist.  Darauf  gehe  ich  aber  nicht  weiter  ein,  da 
dies  mit  dem  Zwecke  dieses  Lehrbuchs  meiner  Ansicht  nach  nicht 
vereinbar  wäre. 

12* 
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Der  Kreisel. 

§  33.    Die  Bewegnngsgleiohiingen  für  den  symmetriBOhen 

KreiseL 

Schon  im  vierten  Bande  habe  ich  einen  kurzen  Abriß  der 
Ereiseltheorie  gegeben^  und  ich  setze  hier  yoraus^  daß  sich  der 
Leser  mit  dem,  was  dort  besprochen  wurde,  bereits  bekamit 
gemacht  hat.  Dort  war  auch  schon  die  „Hauptgleickung^^ 
für  den  schweren  symmetrischen  Kreisel,  der  sich  reibungsfrei 
um  einen  Punkt  der  Symmetrieachse  zu  drehen  yermag,  auf- 
gestellt worden,  nämlich  die  Differentialgleichung  in  Vektor- 
form, aus  deren  Integration  sich  aUe  Einzelerscheinungen  der 
Ereiselbewegung,  die  sich  unter  den  angegebenen  Bedingungen 
einstellen  können,  herleiten  lassen.  Ich  werde  darauf  alsbald 
zurückkommen.  Einstweilen  wollen  wir  aber  die  Differential- 
gleichungen der  Ejreiselbewegung  noch  einmal  auf  anderem 
Wege,  ohne  jede  Bezugnahme  auf  die  früheren  Untersuchungen, 
Ton  neuem  ableiten,  und  zwar  ohne  vorläufig  irgend  eine  An- 
nahme über  die  an  dem  Kreisel  angreifenden  äußeren  Kmfte 
zu  machen.  Dagegen  wird  auch  jetzt  wieder  yorausgesetzt, 
daß  sich  der  Kreisel  um  einen  festen  Punkt  dreht  und  daß 
das  auf  diesen  Punkt  bezogene  Trägheitsellipsoid  ein  Um- 
drehungseUipsoid  ist,  auf  dessen  Umdrehungsachse  der  Schwer- 
punkt des  Kreisels  liegt.  Ein  solcher  Kreisel  soll  kurzweg  als 
ein  symmetrischer  bezeichnet  werden,  obechon  es  auf  seine 
G^estalt  im  übrigen  gar  nicht  ankommt,  falls  nur  die  genannten 
Bedingungen  erfüHt  sind. 

Der  Kreisel  mit  festem  Punkt  bildet  einen  drei- 
läufigen Verband   mit   holonomen  Bedingungen.     Wir 
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wollen  uns  zur  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  des  Ver- 
fahrens Ton  Lagrauge  bedienen^  das  hier  leicht  zum  Ziele  fährt. 
Die  Koordinaten  %  ^y  %,  deren  wir  uns  zur  Beschreibung  der 
augenblicklichen  Stellung  des  Kreisels  bedienen  wollen^  sind  aus 
der  Übersichtszeichnung  in  Abb.  12,  zugleich  auch  den  Rich- 
tungen nach,  die  wir  als  positiv  ansehen  wollen,  zu  entnehmen. 
0  bedeutet  den  festen  Punkt  des  Kreisels,  5  den  Schwerpunkt 
Die  Lage  der  Kreiselachse  beschreiben  wir  durch  den  Winkel  ^, 
den  sie  mit  der  vertikal  nach  oben  gezogenen  X-Achse  ein- 
schließt, und  durch  den 
Winkel^,  den  diedurch 
OS  gelegte  Vertikal- 
ebene mit  der  im 
Baume  feststehenden 
XZ-Ebene  bildet.  In 
einer  Ebene  durch  8 
und  senkrecht  zu  OS 
denken  wir  uns  einen 
in  der  Abbildung  an- 
gegebenen Kreis  von 
beliebigemHalbmesser 
gezogen,  dessen  Mittel- 
punkt S  ist.  Mit  SB 
ist  der  Radius  des 
Kreises  bezeichnet,  der 
in  der  Ebene  XOS  enthalten  ist,  und  zwar  jener,  fttr  den  die 
Verbindungslinie  OB  einen  größeren  Winkel  mit  der  X-Achse 
einschließt  als  OS,  Auf  dem  Kreiselkörper  denken  wir  uns 
einen  Punkt  C  markiert,  und  der  Winkel,  den  SG  mit  SB 
einschließt,  bildet  die  dritte  Koordinate  %.  Jede  der  drei 
Koordinaten  kann  unabhängig  yon  den  beiden  andern  geändert 
werden,  so  daß  also  in  der  Tat  nur  holonome  Bedingungen 
vorliegen. 

Der  allgemeinste  Bewegungszustand  des  Kreisels  zur  Zeit  t 
wird  durch  die  Geschwindigkeiten  g?,  il;,  %  gekennzeichnet.  Die 
Geschwindigkeit  %   gehört   zur  Drehachse   OS,   also   zu  einer 


Abb.  12. 
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Haupttragheitsachse;  das  zugehörige  Trägheitsmoment  sei  mit 
0^  bezeichnet.  Auch  die  mit  der  Geschwindigkeit  ij>  erfolgende 
Drehung  gehört  zu  einer  Hauptträgheitsachse^  nämlich  zu  jener^ 
die  senkrecht  zur  Ebene  XOS  steht.  Die  Geschwindigkeit  97 
dagegen  bezieht  sich  auf  die  vertikale  Achse  OX.  Wir  zer- 
legen sie  in  zwei  Komponenten  9^  cos  1^  in  Richtung  der  Figuren- 
achse 08  und  97  sin  1^  in  Richtung  der  in  der  Ebene  XOS 
liegenden  Hauptachse^  für  die  das  Trägheitsmoment  mit  0^ 
bezeichnet  werden  soll. 

Die  lebendige  Kraft  finden  wir  in  derselben  Weise  wie 
schon  in  §  29  für  das  rollende  Rad  nach  Gl.  (112)  von  Band  IV, 
nämlich 

Z  =  i  Ö,  (cos  ^.fp  +  xy+^e,{t^+  sin«  t  •  9').      (169) 

Für  die  in  den  Gleichungen  von  Lagrange  vorkommenden 
Differentialquotienten  erhält  man  der  Reihe  nach 

f|  =  -  ö,  (cos  f^  +  ^)smt^^  +  e,  (4f)^m^  cosi^, 
Ji  ^  öl  (cos  V' 9?  +  x)  co&f+e^  sin^tq), 
tAh)  -öl (cos» V-^  -  2  cos^  smi^ ^  ^  +  cos  V» 5^ 

-^  =  öi(cos^9?  +  i;), 

Die  auf  die  Koordinaten  reduzierten  äußeren  Knlfte  seien 
einstweilen  durch  die  allgemeinen  Zeichen  F^^  F^  und  F^^ 
wiedergegeben.     Dann  lauten  die  Bewegungsgleichungen 
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+  ^«(S-"''^  •'**»*  (5!)')' 
j;  -  ö,  (cosV  5(!  +  coe  t  fji  -  2  sin  ^  cos  ^  ^  ^ 

—  sin^ 


dt   dt) 


+  ö,  (sin»  ^  ^^-^  +  2sini>  cos  ^  ^*-  ^JJ ) , 


F,  =  ö,( 


,  d*(p    ,    d*y  .      ,  d'ib  dw\ 


(170) 


In  diesen  Gleichungen  kommen  die  Koordinaten  q>  und  % 
selbst  nicht  Yor^  sondern  nur  ihre  Differentialquotienten  nach 
der  Zeit.  Wir  erzielen  daher  eine  wesentliche  Vereinfachung, 
wenn  wir  an  ihrer  Stelle  zwei  neue  Variablen  einführen,  die 
durch  die  Gleichungen 


w  = 


dg) 


und     Ui 


dr    ,  ,  d<p 


dt     —    ""1 

definiert  sind.  Die  Größe  w  können  wir  als  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Präzessionsbewegung  bezeichnen 
und  u^  gibt,  wie  aus  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen bereits  hervorgeht,  die  in  die  Richtung  der 
Figurenachse  fallende  Winkelgeschwindigkeitskompo- 
nente des  augenblicklichen  Bewegungszustands  an. 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 


sinilf 


dij)  dtp 


dt         dt*   '  "^   dt*  ^   dt    dt 

Durch  Substitution  dieser  Werte  gehen  die  Gleichungen  (170) 
in  die  folgende  Form  über 

jF^  =  u^w B^  sin  ^  +  öj  \-yr%  —  t«;' sin^  cos m , 

F^=ö,(cosi^^J^^-ti,8ini^^^) 

+  ög  \&vo}  1I;  jT  +  ^t4/ sini^ cosi^  -jyj , 
du^ 


F=e, 


dt 


(171) 
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Diese  ffleichungen  lassen  sich  zunächst  in  der  folgenden 
Weise  verweDden.  Man  nehme  ij^,  u^  und  w  als  ganz  beliebige 
Funktionen  der  Zeit  an.  Dann  lehren  die  Gleichungen^  welche 
EnLfte  man  auf  den  Kreisel  wirken  lassen  muß;  um  die  da- 
durch beschriebene  Bewegung  herbeizuführen.  Man  kann  also 
bestimmte  einfache  Annahmen  über  den  BewegungsYorgang 
machen  und  hierauf  untersuchen,  uuter  welchen  Umständen 
eine  solche  Beweguifg  entsteht 

Ich  will  mich  aber  hierbei  jetzt  nicht  aufhalten  imd  so- 
fort zu  dem  bemerkenswertesten  Falle  übergehen;  daß  die  Be- 
wegimg ausschließlich  imter  dem  Einflüsse  des  Eigengewichtes 
vor  sich  geht.     Dann  ist 

zu  setzen.  Damit  erhalten  wir  die  Bewegungsgleichungen 
für  den  schweren  symmetrischen  Kreisel.  Aus  der  letzten 
der  Gleichungen  (171)  folgt  für  diesen  Fall;  daß  u^  eine  Kon- 
stante ist;  die  durch  die  Anfangsbedingungen  als  gegeben  be- 
trachtet werden  kann.  Die  beiden  anderen  Gleichungen  gehen 
über  in 

u.wd.  sin^  -f  ög  (-7TF  —  M^^sin^  cos^J  — m^s  sin^  =»  O] 

d  dw  d  1     *^^'^^ 

Wir  stehen  jetzt  vor  der  Aufgabe^  die  beiden  Gleichungen 
zu  integrieren,  um  die  Variabein  ^  und  w  als  Funktionen  der 
Zeit  darzustellen.  Hierbei  ist  es  nicht  nötig;  daß  wir  uns  auf 
die  Untersuchimg  besonderer  Fälle  beschränken,  die  sich  leichter 
behandeln  lassen,  sondern  die  Aufgabe  kann  ganz  allgemein 
gelöst  werden, 

§  34.     Strenge  Lösung  für  den  schweren 
symmetrischen  Ereisel. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (172)  wird  integrabel  durch 
Multiplikation  mit  sin  ^  und  die  Integration  liefert 

w^öj  cos^  +  d^wsin^il;  =  Cj.  (1*^3) 
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Die  Integrationskonstante  C^  hängt  von  den  Anfangs- 
bedingungen  ab.  Wir  dürfen  von  Tomherein  ervearten  und 
finden  auch  nachher  bestätigt,  daß  der  Winkel  ^  bei  der  eigent- 
lichen Kreiselbewegnng,  die  wir  hier  untersuchen  wollen,  zwi- 
schen gewissen  Grenzen  hin  und  her  schwankt.  Wir  wollen 
nun  die  Zeit  von  einem  Augenblicke  an  rechnen,  in  dem  if 

grade  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  -^   also    gleich    Null 

war,  und  diesen  Grenzwert  von'^  mit  ^^  bezeichnen.  Der  zu- 
gehörige Wert  von  w  sei  Wq]  dann  wird 

Ol «  Wiöj  cos  ifQ  +  O^Wq  sinVo 

und  durch  Auflösung  Ton  Gl.  (173)  nach  w  erhalten  wir 

öj  Bin*ip  ^        ^ 

Wenn  ^  als  Funktion  der  Zeit  ermittelt  sein  wird,  ist 
durch  diese  Gleichung  auch  w  bekannt. 

Ein  zweites  Integral  läßt  sich  entweder  aus  den  Gleichungen 
(172)  ableiten  oder  auch  unmittelbar  nach  dem  Satze  yon  der 
lebendigen  Kraft  aufstellen.  Für  L  erhält  man  nach  Gl.  (169) 
mit  den  inzwischen  eingeführten  Bezeichnungen 

Je  höher  der  Schwerpunkt  liegt,  um  so  größer  [wird  die 
potentielle  Energie  der  Schwere  und  um  so  kleiner  die  lebendige 
Kraft  L.  In  der  durch  den  Winkel  ^  angegebenen  Lage  ist 
die  potentielle  Energie  um  den  Betrag 

mgs  cos  ^ 

größer  als  bei  horizontaler  Lage  der  Kreiselachse.  Wenn  wir 
von  der  Berücksichtigung  von  Bewegungswiderständen  absehen 
dürfen,  ist  die  Summe  aus  der  potentiellen  Energie  und  der 
lebendigen  Kraft  konstant.  Beachten  wir,  daß  das  erste  Glied 
in  dem  Ausdrucke  für  L  schon  für  sich  konstant  ist,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung 

2mgs  cosi^  +  6,  (w'sm't  +  (^f)  =  C,.        (175) 
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Um  dieses  Integral  aus  den  Bewegungsgleichungen  (172) 
selbst  herzuleiten,  löse  man  die  zweite  dieser  Gleichungen 
nach  u^d^  auf  und  setze  den  dabei  gefandenen  Wert  in  die 

erste  Gleichung  ein.    Wenn  man  hierauf  noch  mit  -^  multipli- 

ziert,    wird   die  Gleichung  integrabel   und   führt  ebenfalls  zu 
Gl.  (175). 

Auch  die  Integrationskonstante  C^  ermitteln  wir  aus  den 

Grenzbedingungen.    Da  zu  Anfang  der  Zeit  -^  gleich  Null  sein 

sollte,  finden  wir 

Cg  =  2  mg 8  cos^Q  +  ö,  w^^  sin^i^^. 

Da  w  vorher  schon  in  i^  ausgedrückt  war,  erhalten  wir 
durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  Gl.  (175)  sofort  eine  Gleichung, 
in  der  nur  noch  die  Variable  i^  vorkommt.  Die  Gleichung 
lautet 

2mg8{Q0^ilf  —  cosi^o)—  ^s^^o*  sinVo  +  ^^{-^ 

öj  sin^ip  *  ^        ^ 

Durch   Multiplikation  mit  ög  sin*  ^  und   etwas    geänderte   Zu- 
sammenfassung der  Glieder  erhält  man  daraus 

(cos^  —  cos^o){2m^5Ö2  sin^i^  —  2u^0^B^Wq  siu^^^ 

+  u^O^  (cos  ^  —  cos  i^q)  } 

+  0,«<  sin«  ^0  (sin*  %  -  sin*  ^)  +  ö,*  (^^)  =  0 . 

Die  Gestalt  der  Gleichung  weist  darauf  hin,  daß  sich  eine 
erhebliche  Vereinfachung  erzielen  läßt,  wenn  man  weiterhin 
cosi^  als  die  unbekannte  Variable  ansieht.     Wir  setzen  daher 

cos  iff  ^  X    und     cos  ^o  ™  ^o  •  0-'^'^) 

Zur  weiteren  Abkürzung  führen  wir  femer  noch  die  folgenden 
Bezeichnungen  für  die  Konstanten  ein 

2mgs02  =  a^y    u^O^^^b^     d^w^^c,  (1^8) 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  die  in  dieser  Weise  eingeführte 
Eonstante  a  von   den  gleichen  Dimensionen  ist  wie  h  und  c, 
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was  zur  Übersichtlichkeit  der  Formeln  erheblich  beitragt  Hier- 
mit und  nach  einer  kleinen  Umformung  geht  die  vorhergehende 
Differentialgleichui^  über  in 

{x-x^){a\l-x*)-2bcil-x^'^+b'{x-x^)+e\l-x^*)(x+Xo)} 

Der  in  der  geschweiften  Klammer  stehende  Ausdruck  enthält 
aaßer  konstanten  Größen  die  Variabele  x  und  zwar  ist  er  für  x 
Tom  zweiten  Grade.  Aus  der  Algebra  weiß  man,  daß  sich  ein 
solcher  quadratischer  Ausdruck  in  ein  Produkt  aus  zwei  linearen 
Faktoren  zerlegen  läßt.  Die  Gleichung  läßt  sich  daher  auf  die 
Form  bringen 

^»'  (tT-  "'"  (*  -  ^o)  (^  -  ^i)  (^  -  ^2)  •  (179) 

Unter  x^  und  x^  sind  zwei  konstante  Größen  zu  verstehen,  die 
man  erhält,  wenn  man  den  quadratischen  Ausdruck  in  der 
geschweiften  Klammer  gleich  Null  setzt  und  die  dadurch  ent- 
stehende Gleichung  nach  x  auflöst.  Diese  Gleichung  läßt  sich 
schreiben 

a:»a>  -  o;  (6»  +  c»(l- V))  =  a*-26c(l- V) -^X+c^Cl-Oa^o- 
Durch  die  Auflösung  erhält  man 


_6«  +  c'(l-a;,')  +  T/^ 
_6»  +  c«(l-a;„«)-l/l" 


'2 


2  a' 


(180) 


Für  den  zur  Abkürzung  mit  ü  bezeichneten  Radikanden 
hat  man  zunächst 

ü  =,  (62  +  c^  (1  _  ^^2))2 

+  4a2  {a^  -  2hc  (1  -  V)  -  &^^o  +  ^^1  -  VK}' 

Dieser  Radikand  ist  stets  positiv;  die  Wurzeln  x^  und  x^ 
sind  daher  stets  reell.     Man  erkennt  dies  daraus,   daß  sich  i2 
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durch  einfädle  algebraische  Umformungen  in  die  folgende  Form 
fiberführen  mßt 

B  =  [b*  +  e^a-  x*)  -  2a']' 

"  ■■  (181) 

+  4o»  (1  -  xo)  (6  -  c  (1  +  x,)y, 

wovon  man  sich  durch  Entwicklung  der  Ausdrücke  leicht  über- 
zeugt. Da  nun  Xq  einen  Cosinus  bedeutete  (siehe  Gl.  (177)), 
der  nicht  größer  als  Eins  werden  kann,  sind  beide  Glieder 
von  B  unter  aUen  Umständen  positiv. 

Femer  folgt  aus  den  Gleichungen  (180),  daß  sowohl  x^  +  x^, 
als  auch  x^  —  x^  positiv  sein  müssen.  Daher  ist  x^  auf  jeden 
Fall  positiv,  während  x^  sowohl  positiv  als  negativ  sein  kann. 
Dies  hängt  von  den  besonderen  Werten  der  Eonstanten  a,  by  c 
und  Xq,  d.  h.  von  dem  Anfangszustande  der  Bewegung  ab. 
Femer  findet  man 

1        ^  _  2a*— &*  — c*(l  — a;*)  — y¥ 

1  X-t  — — 5 

^  2a* 

und  aus  Gl.  (181)  folgt,  daß  dies  unter  allen  Umständen  ein 
negativer  Wert  sein  muß.  Daher  ist  x^  nicht  nur  stets  positiv, 
sondern  auch  stets  größer  als  Eins.  Hierbei  ist  von  dem 
Grenzfalle,  daß  6  imd  c  gleich  Null  werden,  womit  die  Be- 
wegung  in  eine  ebene  Pendelbewegung   übergeht,   abgesehen. 

Dagegen  ist  %  unter  der  Voraussetzung,  daß  es  ebenfalls 
positiv  ist,  was  freilich  nicht  nötig  ist,  aber  bei  den  wich- 
tigsten Anwendungen,  die  wir  von  diesen  Entwicklungen  zu 
machen,  zutriflFt,  auf  jeden  Fall  ein  echter  Bruch,  da  sich  in 
derselben  Weise  zeigen  läßt,  daß  1  —  x^  stets  positiv  sein  muß. 

Gehen  wir  nach  dieser  Besprechung  der  Konstanten  zu 
Gl.  (179)  zurück,  die  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  er- 
füllt sein  muß,  so  bemerken  wir,  daß  die  linke  Seite  als  ein 
Quadrat  stets  positiv,  der  Faktor  x  —  x^  auf  der  rechten  Seite 
aber  stets  negativ  ist.  Denn  von  x^  ist  bewiesen,  daß  es  größer 
ist  als  Eins,  und  x  kann,  da  es  einen  Cosinus  bedeutet,  nicht 
größer  werden  als  Eins.  Von  den  beiden  Faktoren  (x  —  Xq) 
und   (x  —  X2)   muß  daher  jederzeit   der   eine  positiv   und  der 
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andere   negatiy  sein.     Das  heißt,  x  muß  zwischen  x^  und  x^ 
liegen. 

Differentiiert  man  Gl.  (179)  nach  t,  .so  erhalt  man  nach 

Streichen  des  auf  beiden  Seiten  auftretenden  Faktors  -jz 

dt 

^  ~a}  'dt*  —  (^  —  ^o)  (^  ~"  ^i)  +  (^  —  ^o)  (^  ~"  ^i)  (182) 

+  (x  —  x^(x-'  x^). 
Für  die  Zeit  t  =  0  folgt  daher 

{Xq       X^)  (Xq       x^) 


^e^*(d*x\ 


0 

und  da  der  erste  Faktor  rechts  negativ  ist,  folgt  auch  hieraus^ 
daß  die  Bewegung  sich  von  da  ab  nach  x^  hin  wendet     Nehmen 

wir  also  an,  daß  Xq  größer  sei  als  x^^  so  hat  -jr   nach  kurzer 

Zeit  einen  negativen  Wert  erlangt.     Nun  kann  sich  aber  das 

Vorzeichen  von  -^  in  der  aus  GL  (179)  folgenden  Gleichung 

^t-±^y{^-'c,)ix-xJix-x,)  (183) 

nicht  an  irgendeiner  Stelle  sprungweise  ändern,  außer  an  einer 

Stelle,  an  der  der  Ausdruck  zu  NuU  wird.     Daher  bleibt  rjr, 

.  dt  ' 

nachdem  es  negativ  geworden  ist,  so  lange  negativ,  bis  es 
wieder  zu  NuU  wird,  und  das  geschieht  erst,  wenn  x  ^  a^  ge- 
worden ist.  Von  da  ab  kehrt  sich,  wie  aus  Gl.  (182)  hervor- 
geht, das  Vorzeichen  von  -^  um  und  es  bleibt  weiterhin  posi- 
tiv, bis  X  wieder  gleich  Xq  geworden  ist,  worauf  sich  der 
Schwingungsvorgang,  dem  der  Wert  von  x  unterworfen  ist,  in 
derselben  Weise  von  neuem  wiederholt.  Hieraus  folgt  nun 
auch,  daß  Xq  und  x^  miteinander  vertauscht  werden  dürfen, 
denn  von  Xq  war  bei  der  Einführung  dieses  Wertes  nur  voraus- 
gesetzt worden,  daß  es  einer  Stellung  entspreche,  bei  der  -^ 
und  hiermit  auch  -jr  gleich  Null  war.  Jedenfalls  ist  es  hier- 
nach zulässig,  unter  Xq  weiterhin  den  größeren  der  beiden 
Gh'enz werte  zu  verstehen,  zwischen  denen  die  Schwingung  er- 
folgi 
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Eine  besondere  Besprechung  erfordert  der  Fall, 
daß  x^^  Xq  wird.  Wir  ermitteln  zunächst  die  Beziehung,  die 
zwischen  den  Eonstanten  bestehen  muß,  damit  dieser  Fall  ein- 
tritt.   Aus  61.  (180)  findet  man  dafür  die  Bedingungsgleichung 

2a%  =  6«  +  c«  (1  -  x^^)  -  YB. 

Bringt  man  die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  nach 
links,  quadriert  und  führt  den  Wert  von  i?  ein,  so  erhält  man 
nach  Vereinfachung  die  Gleichung 

a^  -  26c  +  2c^Xo  -  0.  (184) 

Die  Eonstante  a  ist  für  den  Ereisel  ein  für  allemal  gegeben. 
Dagegen  hängen  h,  c  und  Xq  von  dem  beliebig  zu  wählenden 
Anfangszustande  ab.  Wenn  zwei  dieser  Größen  beliebig  an- 
genommen sind,  kann  man  die  dritte  im  allgemeinen  immer 
noch  so  wählen,  daß  die  vorstehende  Beziehung  erfüllt  ist  und 
hiermit  x^  gleich  Xq  wird.  Man  muß  dabei  nur  beachten, 
daß  Xq  jedenfalls  ein  echter  Bruch  sein  muß,  so  daß  b  und  c 
nicht  ganz  beHebig  angenommen  werden  dürfen,  wenn  die  ins 
Auge  gefaßte  Bewegung  möglich  sein  soIL 

Wenn  nun  iCj  =  Xq  ist,  wird  für  ^  «=  0  auch  die  Be- 
schleunigung -j-f  nach   Gl.  (182)    zu  Null.      Daher  bleibt  die 

Geschwindigkeit  ^,  die  zu  Anfang  Null  war,  auch  dauernd 

gleich  Null.  Man  hat  dann  den  Fall  der  regulären  Prä- 
zession, den  ich  alsbald  noch  weiter  besprechen  werde. 

Die  zum  Durchlaufen  des  Schwingungsweges  von  Xq  bis  x^ 
oder  umgekehrt  erforderliche  Zeit  T  läßt  sich  aus  Gl.  (183) 
wie  folgt  berechnen.     Man  hat 


Hieraus  folgt  für  T 


j, 0^  r dx 

« J  -\/{x  —  x^){x  —  x^){x—x;, 


«0 

,   ö^  r dx 

« j  y{x-~x^){x—x^ 


(185) 


){x—x^) 
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Das  Integral  ist;  da  der  Radikand  yom  dritten  Grade  in  x 
ist;  ein  elliptisches.  Auf  die  Auswertung  gehe  ich  hier  nicht 
weiter  ein.  Zum  mindesten  wird  sich  das  Integral  durch  eine 
mechanische  Quadratur  stets  uäherungsweise  berechnen  lassen^ 
wenn  x^j  x^  und  Xt^  bekannt  oder  auf  Grund  der  vorhergehenden 
Formeln  bereits  berechnet  sind.  Für  den  wichtigsten  Fall  wird 
T  im  nächsten  Paragraphen  berechnet  werden. 

§  35.    Beguläre  und  pseudoreguläre  Fräzession. 

Die  Ereiselbewegung  wird  als  eine  regu^re  PitLzession  be- 
zeichnet, wenn  der  Winkel  ^,  den  die  Figurenachse  mit  der 
lotrechten  Richtung  bildet;  konstant  bleibt;  was  dann  zur  Folge 
hat;  daß  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  w  konstant  wird.  Wir 
sahen  schon,  daß  dieser  Fall  eintritt,  wenn  x^  =  x^  ist,  wofür 
Gl.  (184)  die  Bedingung  ausspricht. 

Anstatt  uns  hierauf  zu  berufen,  können  wir  die  Theorie 
der  regulären  Präzession  aber  auch  unmittelbar  aus  den  Be- 
wegungsgleichungen (172)  ableiten.  Aus  der  letzten  dieser 
Gleichungen  folgt,  daß  für 

^  =  0    auch    ^-0 
dt  dt 

sein  muß,  und  die  erste  Gleichung  liefert,  wenn  wir  jetzt  den 
konstanten  Wert  von  ^  mit  ^^  und  den  von  w  mit  Wq  be- 
zeichnen, 

u^O^Wq  —  B^w^  cos  ^Q  —  mgs  ==  0.  (186) 

Diese  Gleichung  stimmt,  wenn  man  sich  der  Bedeutung  der 
Konstanten  a,  6,  c  erinnert,  mit  Gl.  (184)  überein.  Gewöhnlich 
wird  sie  dazu  verwendet,  die  Winkelgeschwindigkeit  w^  der 
regulären  Präzession,  die  zu  einem  gegebenen  Werte  von  ^^ 
gehört,  zu  berechnen.     Die  Auflösung  liefert 


"^0-  2ö,co8ipo ^^^^^ 

Die  Gleichung  stimmt  überein  ^it  der  schon  im  vierten 
Bande  auf  anderem  Wege  abgeleiteten  Gleichung  (167),  S.  240 
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d.  3.  Aufl.,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  daß  dort  die  Vorzeichen- 
festsetzungen  yon  den  hier  gebrauchten  abweichen.  Ich  kann 
daher  hier  auf  eine  weitere  Besprechung  der  regulären  Präzession 
Terzichten. 

Als  ,,pseudoregulär^^  wird  die  Prazessionsbewegung  be- 
zeichnet, wenn  sie  der  regu^ren  so  nahe  benachbart  ist,  daß 
sie  sich  bei  der  Beobachtung  nicht  von  ihr  unterscheiden  läßt. 
Dies  tritt  ein,  wenn  die  beiden  Grenzen  Xq  und  x^,  zwischen 
denen  sich  x  oder  cos  ^  bewegt,  sehr  nahe  beieinander  liegen. 

Wir  setzen  für  diesen  Fall 

x^  —  x^^p,    x^  —  x^^q^    x  —  x^^z 

und  beachten,  daß  q  und  z  kleine  Größen  sind,  deren  höhere 
Potenzen  yemachlässigt  werden  dürfen,  während  p  viel  größer 
ist.    Dann  wird 

{x  —  Xq)  (x  —  x^)  (x  —  x^)  -=  z(z  —  q)  {z  —p) 

=^zp(q-z). 

Hiermit  geht  Gl.  (183)  über  in 

dz        .    a 


Wir  trennen  die  Yariabeln  und  erhalten 


«  l/pÖ^—  z^ 
Die  Ausführung  der  Integration  liefert 

^=  0±-^  aresin  (l--). 

Die  Integrationskonstante  G  und  das  Vorzeichen  des 
nächsten  Gliedes  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung,  daß  z  zur 
Zeit  ^  =  0  gleich  q  sein  sollte.     Damit  wird 
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Die  Zeit  T  für  das  einmalige  Durchlaufen  des  ganzen 
Schwingungsweges  wird  damit 

oder,  wenn  man  fär^  seinen  Wert  Xy^  —  rr,  aus  GL  (180)  einsetzt^ 

T-^-  (189) 

Löst  man  61.  (188)  nach  z  auf^  so  erhält  man 


8 


(l  +  COS  ^ .  (190) 


Die  Projektion  eines  Punktes  der  Figurenachse 
auf  die  lotrechte  Richtung  führt  daher  eine  einfache 
harmonische  Schwingung  aus. 

Hierbei  fragt  es  sich  aber  noch^  unter  welchen  Umständen 
das  Eintreten  einer  pseudoregulären  Präzessionsbewegung,  wie 
wir  sie  hier  vorausgesetzt  haben,  überhaupt  zu  erwarten  ist. 
Oder  mit  anderen  Worten:  unter  welchen  Umständen  x^  und  x^ 
sehr  wenig  verschieden  voneinander  ausfallen.  Zunächst  kann 
man  ganz  allgemein  sagen,  daß  dies  immer  dann  eintreten  wird, 
wenn  Gl.  (184)  oder  die  damit  gleichbedeutende  Gleichung  (186) 
von  den  sich  auf  deu  Anfangszustand  beziehenden  Konstanten 
zwar  nicht  genau  erfüllt  wird,  wie  dies  zur  Gleichheit  von  x^ 
mit  x^  nötig  wäre,  aber  doch  nahezu.  Hierzu  gehört  aber 
insbesondere  der  Fall,  daß  die  Winkelgeschwindigkeit  u^,  mit 
der  der  Kreisel  um  seine  Achse  rotiert,  sehr  groß  ist,  während 
die  Winkelgeschwindigkeit  w  der  Präzession  gegenüber  Uy  so 
klein  ist,  daß  sie  dieser  gegenüber  vernachlässigt  werden  kann. 

Da  dieser  Fall  des  sehr  schnell  rotierenden  Kreisels  haupt- 
sächlich von  Wichtigkeit  ist,  denkt  man  in  erster  Linie  an  ihn, 
wenn  von  der  pseudoregulären  Präzession  die  Bede  ist,  und  er 
muß  daher  hier  auch  noch  besonders  besprochen  werden. 

Wenn  man  in  Gl.  (180)  c  gegenüber  h  vernachlässigt, 
nachdem  der  Wert  von  12  aus  GL  (181)  eingesetzt  ist,  er- 
hält man 

EOppl,  höhere  DyiiAinik.  13 
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iS»'  +  y(6'-2a«)«  +  4a*5«  (1  ~  xj 


> 


2a 

5«  — y(&«  — 2a«)»  +  4a»&«(l— ajo) 

^      Bs: — . 

*  2a* 

Der  hier  yorkommende  Radikand  B  kann  aber  noch  weiter 
vereinfacht  werden,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  u^  so  groß 
ist,  daß  h  auch  gegenüber  a  noch  als  ziemlich  groß  betrachtet 
werden  kann.  Man  kann  dann  mit  hinreichender  Genauigkeit 
setzen 

B  ==  y(6«  -  2a«)«  +  4a«6«  (1  -  o^ 

^yi^  +  4:a^^4.an^x,  ^  &«  ^  2a'6'^^ -2a^ 
Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  für  x^  ein,  so  erhält  man 

^8  =  ^0-^  o<*er  g  =  Jr-  (191) 

In  der  Tat  kann  sich  daher,  wenn  h  groß  gegen  a 
ist,  x^  nur  wenig  von  a^o  unterscheiden.  Die  Bewegung 
ist  daher  unter  diesen  Umständen  stets  eine  pseudo- 
reguläre Präzession.  Dies  war  übrigens  auch  schon  im 
vierten  Bande  mit  einfacheren  Hilfsmitteln  nachgewiesen  worden. 

Für  diesen  Fall  kann  nun  auch  noch  die  Schwingungszeit 
T  nach  Gl.  (189)  weiter  ausgerechnet  werden,  indem  man  den 
hier  für  B  aufgestellten  Wert  einsetzt.     Man  findet  dann 


t/^,      2a»&'a?o-2a*^ 
wofür  auch  noch  kürzer  mit  ausreichender  Genauigkeit 

gesetzt  werden  kann. 

Nachdem  z  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  x  oder 
cos  i>  als  Funktion  der  Zeit  dargestellt  ist,  kann  man  auch  w 
nach  Gl.  (174)  als  Funktion  der  Zeit  ermitteln.  Ersetzt  man 
in  Gl.  (174)  cos  V  durch  x,  so  lautet  sie 

^    1  —  a?"  ö,   1  —  0?" 
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Hier  darf  man  niclit  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  gegen- 
über dem  zweiten  yemachlässigen,  wenn  auch  u^  noch  so  groß 
gegenüber  Wq  angenommen  wird.  Denn  der  Faktor  von  w^  ist 
bei  der  pseudoregnlären  Präzession  nahezu  gleich  Eins,  während 
der  Faktor  Xq  —  x  des  zweiten  Gliedes  sehr  klein  ist.  Führen 
wir  an  Stelle  von  x  wieder  z  ein,  so  wird 

^--^0-. — 7Z-rz — ;xi  + 


Ol-(a;,  +  ^-g)«    '      Ö,     l^(x,  +  z-q)* 

Mit  Vernachlässigung  von  höheren  Potenzen  der  kleinen 
Großen  q  und  z  läßt  sich  dafür  schreiben 

'^^l-x,*+2x,{q^e)   '^     Ö,      l-x,^  +  2x,(q-z)' 
__       (1  — a?o«)(l  — a?o«-2a;o(g— jg))     ^^  g^  (g— g)(l  — a;^«~-2a;o(g— g)) 

./,      ,,,  ^^oia  —  e)    u^e^  q  —  z      u^e^  2x,{q-'zy 

Jedenfalls  kann  aber  das  letzte  Glied  dieses  Ausdrucks 
gegenüber  dem  vorhergehenden  vernachlässigt  werden.  Außer- 
dem ist  bei  großem  u^  auch  das  zweite  Glied  klein  gegenüber 
dem  dritten^  da  der  kleine  Faktor  q  —  z  in.  beiden  vorkommt. 
Wir  behalten  daher 


w 


«'o  +  (g-^)o,(iL'a^V 


Für  z  können  wir  seinen  Wert  aus  Gl.  (190)  und  für  q 
den  aus  Gl.  (191)^  außerdem  auch  für  die  Konstanten  a  und  h 
ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (178)  einsetzen.  Dann  wird 
nach  einfacher  Ausrechnung 

Der  veränderliche  Teil  von  w  wird  daher  bei  großem  % 
sehr  klein.  Das  konstante  Glied  w^  ist  nicht  willkürlich;  denn 
bei  der  Ableitung  der  Gleichung  haben  wir  vorausgesetzt^  daß 
Wq  so  gewählt  sei,  daß  sich  x^  und  x^  nur  wenig  voneinander 

18» 
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unterscheiden,  um  auch  Wq  dieser  Bedingung  gemäß  zu  be- 
stimmen, können  wir  davon  Gebraucli  machen,  daß  der  Mittel- 
wert von  w  bei  der  pseudoregulären  Pnlzession  mit  der  Prä- 
zessionsgeschwindigkeit  bei  der  regulären  Präzession,  der  jene 
benachbart  ist,  übereinstimmen  muß.  Der  Mittelwert  von  w 
für  einen  ganzen  Umlauf  ist  nach  61.  (193) 

Das  entsprechende  w^^  der  regulären  Präzession  läßt  sich 
dagegen  nach  61.  (187)  berechnen.  In  dieser  Formel  können 
wir  unter  der  Voraussetzung  eines  großen  Wertes  von  Wj 

Vu,'  e,*  -  4.mgs  6,  cos  »,  ^u,0,-  ^»"^y  »» 

setzen.     Femer  ist  zu  beachten,  daß  in  61.  (187)  das  negative 

Wurzelvorzeichen  zu  nehmen  ist,  da  es  sich  um  die  langsame 

reguläre  Präzession  handelt.     Hiermit  erhält  man  aus  61.  (187) 

für  w^ 

"•  mos 

w    =  — ^• 

Der  Vergleich  beider  Werte  für  w^  liefert 
imd  wenn  man  dies  in  61.  (193)  einsetzt,  erhält  man 

Besonders  zu  beachten  ist  hierbei,  daß  1  —  x^^  ein  echter 
Bruch  und  daher  das  zweite  61ied  in  den  Extremwerten  von 
größerem  Betrage  ist,  als  das  erste.  Bei  der  pseudoregu- 
lären Präzession  ist  daher  w  abwechselnd  positiv  und 
negativ,  wenn  auch  im  ganzen  die  positiven  Werte 
überwiegen. 

Da  die  pseudoreguläre  Präzession  von  besonderer  Wichtig- 
keit  ist,   möge  noch   ein   zweiter  Weg   zur  Ermittelung 
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Yon  w  eingeschlagen  werden.  Dazu  gehen  wir  auf  die  ursprüng- 
lichen Bewegungsgleichungen  (172)  zurück.  Die  erste  dieser 
Gleichungen  schreiben  wir 

w  sin  f  (u^  0^  —  O^w  cos  ^)  +  0^  -^  —  mgs  sin  ^  =  0. 

Da  nun  in  unserem  Falle  u^  0^  als  sehr  groß  gegen  0^  w 
vorausgesetzt  wird,  dürfen  wir  das  zweite  Glied  in  der  Klam- 
mer gegen  das  erste  yemachlässigen.  Lösen  wir  hierauf  die 
Gleichung  nach  w  auf^  so  erhalten  wir 

y)  —3  — ^ 1 JL. 

u^  B^       %  B^  sin  '^   dv 

Die  Beschleunigung  von  ^  können  wir  aus  Gl.  (190)  ent- 
nehmen.    Man  hat  nämlich 

z  ^  x  —  Xq  +  q    oder    x^  Xq-\-  0  —  q 

und  hiermit  nach  Gl.  (190) 

cos  ^  =  cos  ^Q  +  I  (cos  ^  —  1)  • 
Durch  Differentiation  nach  t  erhält  man  daraus 

q  -=,  sin  -= 

dt  2sin'^ 

Da  sich  ip  nur  wenig  ändert^  genügt  es^  bei  der  zweiten 
Differentiation  nach  t  den  Nenner  des  Ausdrucks  als  konstant 
zu  betrachten^  also  sin  ^  durch  sin  ^^  zu  ersetzen.     Dann  wird 


d^tlf 


/«\'       nt 


dt*  2  sin  % 

und  wenn  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  für  w  einsetzt, 


erhält  man 

nt 


mgs  BaQ         /« \* 

^  ^-^ ä — ä    '  i  .    {-m)  COS 


Für  q  können  wir  femer  den  Wert  aus  Gl.  (191)  und  für 

T  den  aus  Gl.  (192)  einsetzen.    Damit  geht  die  Gleichung  über  in 

mqs  mgs  nt 

W  =  — ^ a     '   t  ,     COS  -7n  • 
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Wenn  man  sich  erinnert,  daß  sin*  ^^  =  1  —  x^  gesetzt 
werden  kann,  erkennt  man,  daß  dieser  Wert  mit  dem  auf  an- 
derem Wege  in  Gl.  (194)  abgeleiteten  übereinstimmt. 

Nachdem  w  bekannt  ist,  kann  anch  der  Winkel  ^,  von 
dem  w  der  Differentialqnotient  war,  als  Funktion  der  Zeit  an- 
gegeben werden,  indem  man  w  nach  t  integriert.  Man  erMlt 
dann 

Die  Integrationskonskonstante  q)Q  gibt  den  Wert  von  q> 
zur  Zeit  ^  =  0  an.  Wir  dürfen  diese  Integrationskonstante, 
ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  nachträglich  auch 
gleich  NuU  setzen,  indem  wir  uns  die  Ebene,  von  der  ans  g) 
gezählt  wird,  durch  die  Anfangslage  der  Kreiselachse  gelegt 
denken. 

um  die  Bewegung  vollständig  zn  beschreiben, 
bleibt  nns  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Gestalt  der  sphä- 
rischen Kurve  zn  ermitteln,  die  irgßndein  Punkt  der 
Figurenachse,  z.  B.  der  Schwerpunkt,  bei  der  Bewegung 
durchläuft.  Dazu  stehen  uns  bereits  alle  erforderlichen  An- 
gaben zur  Verfügung.  Die  Bahnkurve  des  Schwerpunkts  ver- 
läuft in  einer  schmalen  Kugelzone,  entsprechend  den  Werten 
von  Xq  und  x^-  Ein  kurzes  Stück  dieser  Zone,  wie  es  wenigen 
Umläufen  des  Kreisels  um  die  Figurenachse  entspricht,  kann 
nahezu  als  eben  angesehen  werden.  Um  eine  anschauliche  Vor- 
stellung von  der  Gestalt  der  sphärischen  Kurve  zu  gewinnen, 
genügt  es  daher,  eine  ebene  Kurve  zu  zeichnen,  die  als  die 
Projektion  eines  kurzen  Stücks  der  sphärischen  Kurve  auf  die 
an  die  Kugel  gelegte  Berührungsebene  anzusehen  ist. 

Wir  legen  in  dieser  Ebene  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system I17  fest,  so  daß  die  rj- Achse  horizontal  gerichtet  ist  und 
durch  die  Mitte  der  Kugelzone  geht,  also  gleiche  Abstände 
von  den  durch  x^  und  Xq  angegebenen  Bändern  hat.  Die  dazu 
senkrechte  |- Achse  legen  wir  durch  den  Punkt,  in  dem  sich 
die  Kreiselachse  zur  Zeit  ^  =  0  befand,  imd  rechnen  die  |  posi- 
tiv, wenn  sie  nach  oben,  die  rj  positiv,  wenn  sie  nach  links  hin 
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gehen^  wie  es  dem  Umlaufssinne  der  Präzessionsbewegung  bei 
positiyen  Werten  von  w  entspricht. 

Die  Berührungsebene  und  hiermit  auch  die  S-Achse  bildet 

mit  der  lotrechten  Achse  einen  Winkel,  der  gleich  y  ~^  ^  ^^^f 
wobei  ftir  ^  auch  ^q  genommen  werden  darf.  Die  Projektion 
von  I  auf  die  lotrechte  Achse  ist  daher  gleich  |  sin  tpQ  zu  setzen. 
Andererseits  ist  die  Projektion  des  zum  Schwerpimkt  gehen- 
den Radiusvektors  s  auf  die  lotrechte  Achse  gleich  s  cos  tl^  oder 
sx  oder  auch  s(Xq  -{-  js  —  q\  wofClr  auch  nach  Gl.  (190) 

*(«o  +  |(cosf -1)) 

geschrieben  werden  kann.  Die  mittlere  Lage  der  Schwerpunkts- 
projektion hat  daher  die  Höhe  s  (xq  — |  j  über  dem  Dreh- 
punkte des  Kreisels.  Die  Unterschiede  von  dieser  mittleren 
Lage  sind  gleich  den  Projektionen  von  $  und  wir  erhalten 
daher  für  $ 

S  =  -A^  cos  ^ .  (196) 

Die  Koordinate  rj  erhalten  wir  durch  Multiplikation  von 
(p  mit  dem  auf  die  lotrechte  Achse  gezogenen  Perpendikel;  das 
gleich  s  sin  ^0  ist.  Wir  finden  daher  nach  Gl.  (195),  wenn  wir 
9q  gleich  Null  setzen, 

mos* am 'ibo  /,  IT,     nt\  /laryx 

Durch  die  Gleichungen  (196)  und  (197)  ist  die  Bewegung 
des  Punktes  ^rj  m  der  Zeichenebene  vollständig  bestimmt.  Wir 
zerlegen  sie  in  eine  mit  gleichmäßiger  Geschwindigkeit  in  der 
i^^Richtung  fortschreitende  Geschwindigkeit,  die  dem  ersten 
Gliede  von  rj  entspricht,  und  in  den  Rest^  der  die  Abweichungen 
von  der  regulären  Präzessionsbewegung  angibt.    Setzen  wir  also 


so  ist 


mos*       T    .     nt 
%  = ä^ — ; sm  -^ 
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Aus  dieser  Gleichung  und  OL  (196)  eliminieren  wir  t,  in- 
dem wir  beide  nach  dem  cos  und  dem  sin,  der  darin  vorkommt, 
anflösen  und  die  Summe  der  Quadrate  gleich  Eins  setzen. 
Dann  erhalten  wir 


p(^)'+%"( 


1*1  öj  sin  l^j 


if-  '• 


Hier  sind  noch  für  q  und  T  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen 
(191)  und  (192)  einzusetzen.  Man  findet  dann,  daß  die  beiden 
E^lammerwerte  einander  gleich  sind.  Die  Gleichung  geht  da- 
mit über  in 

Die  Bewegung  l^rj^  relativ  zur  regulären  Präzession 
erfolgt  daher  auf  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser 
durch  den  Elammerwert  angegeben  wird. 

Nimmt  man  dazu  die  Bewegung  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit in  Richtung  der  i^- Achse,  so  erkennt  man,  daß  der 
Schwerpunkt   eine   zykloidische   Bahn  beschreibt.     Der  Kreis 


Abb.  18. 


wird  von  6i?i  in  der  Zeit  2T  einmal  durchlaufen  und  während- 
dessen rückt  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  auf  dem 
sich  der  die  Bahnkurve  beschreibende  Pankt  befindet,  im  Sinne 
der  1^- Achse  um 

m^l^2T    oder  um     2«??^^5^^^ 
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weiter.  Dieser  Weg  ist  im  Verhältaisse  1 :  sin*  ^^  kleiner^  als 
es  einer  gemeinen  Zykloide  entsprechen  würde;  der  Schwer- 
punkt beschreibt  daher  eine  verkürzte  Zykloide.  Erst;  wenn 
^Q  ein  Rechter  wäre^  also  bei  horizontaler  Richtung  der  Kreisel- 
achse  ginge  die  Zykloide  in  eine  gemeine  Zykloide  über.  Wenn 
dagegen  ^^  klein  ist;  der  Kreisel  also  nahezu  aufrecht  steht; 
ist  die  Zykloide  so  stark  verkürzt;  daß  sich  die  Bahn  für  einen 
einmaligen  Umlauf  nicht  viel  von  einem  Kreise  unterscheidet. 
—  Abb.  13  gibt  die  Gestalt  der  Bahnkurve  für  den  FaU  aU; 
daß  %  gleich  45^  ist. 

§  36.    Die  Hauptgleiehung  in  Vektorform. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  behandelte  Theorie 
des  schweren  symmetrischen  Kreises  stützte  sich  auf  die  nach 
dem  Verfahren  von  Lagrange  abgeleiteten  Bewegungsgleichungen 
(172).  Das  ist  ein  ganz  bequemer  Ausgangspunkt  und  weil 
ich  es  für  nützlich  halte  und  durch  dieses  Buch  dazu  beitragen 
möchte;  daß  sich  die  Kenntnis  des  Lagrangescheli  Verfahrens 
und  die  Übung  in  seiner  Anwendung  unter  den  Ingenieuren 
weiter  ausbreiten;  habe  ich  ihm  hier  den  Vorzug  gegeben.  Es 
wäre  aber  leicht  möglich  gewesen;  alle  Ei^ebnissC;  zu  denen 
wir  hier  gelangten;  auch  ohne  Kenntnis  der  Gleichungen  von 
Lagrange  ausschließlich  auf  Grund  des  Satzes  von  der  leben- 
digen Kraft  und  des  Flächensatzes  abzuleiten. 

Li  der  Tat  habe  ich  auf  diesem  Wege  bereits  im  vierten 
BandC;  S.  237  der  3.  Aufl.;  die  dort  als  Hauptgleichung  be- 
zeichnete Gl.  (162) 

e,V»i?^--«iöi§  +  «Vo»,-o         (199) 

abgeleitet;  die  eben  so  gut  zum  Ausgangspunkt  der  Entwicke- 
lungen  der  vorhergehenden  Paragraphen  hätte  genommen  werden 
können  wie  die  Gleichungen  (172).  Unter  §i  ist  ein  in  der 
Richtung  der  Figurenachse  gezogener  Einheitsvektor  zu  ver- 
stehen; dessen  Richtungsänderung  im  Laufe  der  Zeit  durch  die 
Gleichung  beschrieben  wird.     D  ist  das  als  gerichtete  Größe 
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aufge£EdBte  Gewicht  des  Kreisels^  dessen  Betrag  Q  aucli  gleich 
mg  gesetzt  werden  kann.  Die  übrigen  Bezeichnungen  stimmen 
mit  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gebrauchten 
überein. 

Um  sich  zu  überzeugen^  daß  die  Hauptgleichimg  (199)  nur 
eine  andere  Ausdrucksform  für  die  in  den  Bewegungsgleichungen 
(172)  enthaltenen  Aussagen  bildet^  zerlege  man  S|  in  seine  Kom- 
ponenten mich  den  Koordinatenachsen^  indem  man 

«1  =  ia:  +  iy  +  U 

setzt  und  dabei  beachtet^  daß  diese  Komponenten  in  den  Ko- 
ordinaten (p  und  ^  durch  die  Gleichungen 

X  =  cos  ip]    y  =  sin  ^  sin  9? ;     £f  =  sin  ^  cos  tp 

ausgedrückt  werden  können.  Bildet  man  nun  die  Differential- 
quotienten von  Sj^  und  setzt  sie  in  Gl.  (199)  ein^  worauf  die 
Vektorprodukte  nach  den  gewöhnlichen  Begeln  auszuführen 
sind,  so  zerfäUt  Gl.  (199)  in  drei  Komponentengleichungen,  von 
denen  die  ^ch  auf  die  i- Komponente  beziehende  unmittelbar 
mit  der  zweiten  der  Gleichungen  (172)  übereinstimmt.  Die 
beiden  anderen  Komponentengleichungen  führen  im  Zusammen- 
hange mit  der  ersten  von  ihnen  beide  zu  der  ersten  der  Glei- 
chungen (172). 

Übrigens  ist  es  keineswegs  nötig,  um  zu  den  früheren  Er- 
gebnissen zu  gelangen,  Gl.  (199)  erst  durch  die  Gleichungen 
(172)  zu  ersetzen.  Auch  ohne  diesen  Umweg  kann  man  un- 
mittelbar von  der  Yektorgleichung  aus  zu  diesem  Ziele  gelangen, 
wie  ich  früher  einmal  in  einem  Aufsatze  in  der  Zeitschr.  für 
Math.  u.  Phys.,  Bd.  48,  1902,  S.  272  nachgewiesen  habe.  Man 
muß  indessen  zugeben,  daß  eine  wesentliche  Abkürzung  gegen- 
über dem  früheren  Verfahren  durch  die  Anwendung  der  Vektor- 
rechnung hier  nicht  herbeigeführt  wird.  Gl.  (199)  übertrifft 
zwar  ohne  Zweifel  durch  Einfachheit  und  Regelmäßigkeit  des 
Baues  erheblich  die  ihr  gleichwertigen  Bewegungsgleichungen 
(172).  Aber  wenigstens  das  von  mir  in  dem  angeführten  Auf- 
satze eingeschlagene  Lösungsverfahren  befriedigt  nicht  in  dem- 
selben Maße.    Ich  sehe  daher  davon  ab,  es  hier  nochmals  wieder- 
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zugeben^  nm  so  mehr  als  dadurch  zur  Sache  selbst  gegenüber 
dem  bereits  in  den  yorhergehenden  Paragraphen  Oefundenen 
nichts  Neues  beigebracht  würde. 

§  37.    Das  BsiunpendeL 

,  Die  Pendelbewegung  ist  in  den  Differentialgleichungen  der 
Ereiseltheorie  mit  eingeschlossen.  Man  braucht,  um  auf  sie 
zu  kommen^  nur  u^  0^  gleich  Null  zu  setzen. 

Für  ein  Fadenpendel  trifft  dies  immer  zu^  weil  bei  ihm 
das  Trägheitsmoment  0^  zu  Null  wird.  Bei  einem  Körper  von 
beliebiger  symmetrischer  Gestalt  nennt  man  dagegen  die  Be- 
wegung eine  Pendelbewegung^  wenn  i«|  =  0  ist. 

Die  Gleichungen  der  vorhergehenden  Paragraphen  verein- 
fachen sich  jedoch  nicht  sehr  erheblich  mit  u^  0^  —  0.  Die  Be- 
wegung des  sphärischen  Pendels  —  auch  die  des  Fadenpendels 
—  ist  daher  fast  ebenso  verwickelt,  wie  die  des  schweren 
symmetrischen  Kreisels.  Zunächst  erhält  man  an  Stelle  von 
Gl.  (174)  S.  186 

«^  =  «'o  l5if  =  ^0  1^-;.  •  (200) 

Mit  X  oder  ^  wird  daher  anch  w  bekannt.  Ffir  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  x  und  t  haben  wir  Gl.  (183)  unverändert 
zu  übernehmen,  nämUch 

dx 


dt 


=  ±  ^  ]/(«  -  a^o)  (x  -  X,)  ix  -  X,) .  (201) 


Nor  die  Ausdrücke  für  die  Eonstanten  o;,  und  x^  werden 
etwas  einfacher.  Anstatt  der  Gleichungen  (180)  erhält  man  näm- 
lich, da  hier  b  —  0  ist. 


_  e*(i-x,')+y~B 
_  c'(l-a;.')-VJ 


(202) 


wobei  für  B  an  SteUe  Ton  GL  (181) 

iJ  =  c*  (1  -  iPo»)»  +  4a*  -f  4a»  c»  (1  -  V)  ^o        (203) 
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zn  setzen  ist.     Handelt  es  sich  insbesondere  um  ein  Faden- 
pendel von  der  Fadenlänge  l^  so  ist 

zn  setzen.     Die  Differentialgleichung  für  x  lautet  dann 


d 
dt 


|=»±y?f(^-^o)(^-^i)(^-^t)-  (204) 


Für  die'  Konstanten  x^  und  x^  erhält  man  nach  einfacher 
Ausrechnung 

}■  (205) 

Wenn  der  Anfangszustand  durch  Xq  und  Wq  gegeben  ist^ 
findet  man  zunächet  die  andere  Grenze  x,  für  die  Schwingung 
und  hierauf  nach  61.  (204)  das  Gesetz^  nach  dem  die  Schwingung 
erfolgt. 

■  Wenn  Xq  positiv  ist^  muß  x^  negativ  sein^  wie  aus  der 
letzten  Gleichung  folgt.  Auch  dann^  wenn  man  sich  den  Faden 
durch  einen  auf  Druck  widerstandsfähigen  Stab  ersetzt  denkt, 
kann  daher  das  Raumpendel  keine  Schwingungen  ausführen, 
bei  denen  der  Schwerpunkt  dauernd  über  der  durch  den  Auf- 
hängepunkt gelegten  Horizontalebene  bleibt,  wie  dies  beim 
Kreisel  zutrifft. 

Man  kann  femer  die  Frage  stellen,  ob  es  wie  bei  den 
ebenen  Pendelschwingungen  so  auch  bei  den  sphärischen  mög- 
.  lieh  ist,  für  jeden  Körper  von  symmetrischer  Gestalt,  der  eine 
Pendelbewegung  ausführt,  eine  reduzierte  Pendellänge  l  anzu- 
geben, so  daß  ein  Fadenpendel  von  dieser  Länge  bei  gleichem 
Anfangszustande  auch  weiterhin  die  gleiche  Bewegung  ausführt, 
wie  die  Figurenachse  des  symmetrischen  Körpers.  Diese  Frage 
ist  zu  bejahen,  und  zwar  ist  die  reduzierte  Pendellänge 
genau  wie  bei  den  ebenen  Pendelschwingungen 

l  =  J  (206) 
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zu  setzen,  wenn  unter  i  der  zum  TnLgheitsmomente  0^  gehörige 
Tragheitshalbmesser  verstanden  wird.  Um  dies  zu  beweisen, 
beachte  man,  daß  nach  der  Definition  von  a  und.  c  allgemein 

c*  ^  J?o"ö,'  ^  Vi' 
ist,  woraus  beim  Bestehen  von  GL  (206) 

folgt.  Hiermit  geht  zunächst  der  fiir  B  gegebene  Ausdruck  in 
Gl.  (203)  über  in 

^-^-  [<^'  (1  -  ^0*)'  +  16^7«  +  Sglwo'  (1  -  V)^o)- 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichungen  (202)  ein,  so  erhält 
man  dieselben  Werte  wie  in  den  Gleichungen  (205)  für  das 
Fadenpendel.     Außerdem  ist 

a*  ^tngsOf  2g8        2g 

so  daß  auch  die  Differentialgleichung  (201)  für  das  körperliche 
Pendel  genau  mit  Gl.  (204)  fQr  das  Fadenpendel  übereinstimmt. 
Aus  den  Gleichungen  (205)  folgt 

a?i  +  ajj  =»  -g—  (1      ^o)} 

x^x^ 1  -  ^  (1  -  V)^o 

und  hieraus  folgt,  daß  zwischen  den  drei  Konstanten  x^  x^  x^ 
die  Beziehung  besteht 

x^x^  +  XqX^  +  x^x^  +  1  =  0.  (207) 

Durch  die  Grenzen  x^  und  x^j  zwischen  denen  die  Schwingung 
erfolgt,  ist  daher  x^  schon  mit  bestimmt.  Darin  unterscheidet 
sich  die  Pendelbewegung  von  d^r  Kreiselbewegung.  Für  diese 
findet  man  nämlich  nach  den  Gleichungen  (180) 


^0^1  +  ^0^  +  ^i^s  +  1  =  26 


a' 
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Es  ist  daher  im  allgemeiDen  nicht  möglich,  ein 
Fadenpendel  anzugeben,  das  dieselbe  Bewegung  aus- 
führt, wie  die  Figurenachse  eines  Kreisels.  Nur  wenn 
Xq  negatiy  ist  und  zwischen  b  und  c  die  Beziehung 

besteht,  ist  dies  möglich. 

§  38.     Der  Kreisel  mit  gleitender  Spitse. 

Unter  der  „Spitze'^  des  Kreisels  verstehe  ich  den  Punkt, 
Yon  dem  bisher  angenommen  war,  daß  er  festgehalten  sei.  Jetzt 
nehme  ich  dagegen  an,  daß  der  Kreisel  mit  dieser  Spitze  auf 
eine  horizontale  Ebene  aufgesetzt  sei,  in  der  die  Spitze  ohne 
Reibungswiderstand  zu  gleiten  vermag.  Der  Kreisel  hat  dann 
ftinf  Freiheitsgrade.  Man  kann  aber  diesen  Fall  leicht  in  der- 
selben Weise  behandeln  wie  den  früheren. 

Der  an  der  Spitze  übertragene  Auflagerdruck  kann  nach 
unserer  Voraussetzung  nur  senkrecht  gerichtet  sein.  Aus  dem 
Satze  von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts  folgt  daraus,  daß 
sich  die  Horizontalkomponente  der  Schwerpunktsgeschwindig- 
keit nicht  zu  ändern  vermag.  Wir  können  daher  die  ganze 
Bewegung  in  zwei  Anteile  zerlegen,  von  denen  der  eine  in 
einer  gleichförmigen  horizontalen  Translation  besteht,  während 
der  andere  Anteil  die  Kreiselbewegung  im  engeren  Sinne  dar- 
stellt. Daß  der  zweite  Bewegungsanteil  unabhängig  von  dem 
ersten  ist,  folgt  ohne  weiteres  aus  den  Sätzen  über  die  Be- 
lativbewegung.  Denn  für  einen  Raum,  der  die  gleichförmige 
Translationsbewegung  mitmacht,  werden  die  Ergäuzungskräfte 
der  Relativbewegung  zu  Null. 

Es  genügt  daher,  wenn  wir  von  der  Translationsbewegung 
ganz  absehen,  also  die  Untersuchung  auf  den  Fall  beschränken, 
daß  der  Schwerpunkt  von  Anfang  an  keine  horizontale  Ge- 
schwindigkeitskomponente hatte  und  sich  daher  auch  weiterhin 
nur  in  vertikaler  Richtung  bewegt.  Dann  kommen  nur  noch 
drei  Freiheitsgrade  der  Bewegung  in  Betracht. 
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Zur  Besohreibnng  der  angenblicklichen  Lage  des  EreiselB 
benutzen  wir  wieder  wie  in  dem  früheren  FaUe  der  Abb.  12, 
S.  181  die  drei  Koordinaten  ^;  q>  und  %.  Die  einzige  Andemng 
besteht  darin,  daB  die  X-Achse  des  im  Räume  festliegenden 
Koordinatensystems  jetzt  durch  den  Schwerpunkt  S  zu  ziehen 
ist,  der  sich  nur  längs  der  X-Achse  zu  verschieben  vermag. 
Die  Projektion  von  S  auf  den  Fußboden  bildet  den  Ursprung 
0  des  Koordinatensystems.  Die  Winkel  ^,  q>,  %  sind  aber  in 
derselben  Weise  zu  zählen,  wie  es  in  Abb.  12  angegeben  war. 

Die  Höhe  des  Schwerpunkts  über  der  FZ- Ebene  ist  gleich 
8  cos  ^;  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit  daher  gleich 

s  sin  ^  •  ^ 

und  für  die  lebendige  Kraft  erhält  man  den  Ausdruck 

L  =  ^Öi  (cos  V'  •  9+%f  +  ^ff^{i\,^  +  sinV  •  ^^) 

+  ^m^  sin«  ^  .  ^\  (208) 

Hierin  bedeutet  wie  früher  6^  das  auf  die  Figurenachse 
des  Kreisels  bezogene  TnLgheitsmoinent,  ff^  dagegen  das  Träg- 
heitsmoment für  eine  durch  den  Schwerpunkt  senkrecht  zur 
Figurenachse  gezogene  Achse^  während  sich  früher  in  Gl.  (169) 
^2  auf  eine  durch  die  Spitze  des  Kreisels  in  dieser  Richtung 
gehende  Achse  bezogen  hatte.    Zwischen  d^  und  ^2  l^^^^^^  daher 

der  Zusanmienhang 

Ö2  -  ö;  +  WS«. 

Für  die  Differentialquotienten  von  L  nach  ^  und  ^  erhält 
man  hier 

-ö^  =  öi  ^  +  ms^  sin*  ^  •  ^ , 

TtKW  -  ^«  -d^  +  ^^  «'^^  dF  +  2*^^  "'^  ^  ^^'  *  KJt)  > 

||  «  -  ö^  (cos^  ^  +  ^)  sin^4i  +  ^«'  «^^^  ^^^*  (S)' 

-f  ms^  sin^  cos^  (^)  * 
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An  die  Stelle  der  ersten  der  Gleichungen  (170)  S.  183  in 
§  33  tritt  daher  hier  die  Gleichung 

•^v  "  ^«'"5^  +  ^^^  ®"^**  ^  +  ^^^  ®^*  ^^®*  ("df) 

Dagegen  bleiben  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (170) 
unverändert  bestehen,  wenn  nur  0^  darin  durch  0^  ersetzt  wird. 
Das  letzte  Glied  in  Gl.  (208)  ist  nämlich  unabhängig  von  %  %> 
q)  und  X  und  trägt  daher  zu  den  sich  auf  die  Koordinaten  tp 
und  X  beziehenden  Lagrangeschen  Gleichungen  nichts  bei, 
während  die  beiden  ersten  Glieder  in  dem  Ausdrucke  für  L 
mit  dem  in  Gl.  (169)  für  den  Kreisel  mit  fester  Spitze  auf- 
gestellten übereinstimmen,  abgesehen  davon,  daß  0^  durch  0^' 
ersetzt  ist. 

Führt  man  wie  früher  in  §  33  «<;  und  u^  ein,  so  läßt  sich 
die  vorhergehende  Gleichung  auch  schreiben 

F^  '^  u^w  6^  Buiip  +  ög'  (-^  —  w^siaf  cos  ilA 

+  ms^  (sin*^  -j^  +  sin^  cosV'  (-3?)  ) 

und  da  auch  hier  für  F^  derselbe  Ausdruck  gilt  wie  in 
dem  früheren  Falle,  erhält  man  an  Stelle  der  ersten  der 
Gleichungen  (172) 

u^wO^  sin  ^  +  Ö2'  (-^  —  w^  sin  ^  cos  tfA 

+  ms*  (sin*^  -r^  +  sin  ^  cos  f  (-rr)  )  —  ^ffs  sin ^  =»  0 , 

während  die  zweite  der  Gleichungen  (172)  nach  Ersatz  von  0^ 
durch  öj'  unverändert  übernommen  werden  kann. 

Daher  läßt  sich  auch  die  in  §  34  besprochene  Lösung  mit 
geringen  Änderungen  auf  den  jetzt  vorliegenden  Fall  übertragen. 
So  erhält  man  an  Stelle  von  Gl.  (174) 

__  u^  e^  (cos  i|?o  —  cos  0/?)  +  Oj  Wq  sin*  i|?o 

0,  sin '  i|^ 
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und  an  die  Stelle  der  Gleicliimg  (175)  tritt  hier 

2mg8  cosV'  +  ö,'  (w^  sinV  +  (§)*)  +  ws«  sin^  (^y)'  -  C,. 

Die  Konstante  C^  laßt  sich  ebenso  ermitteln  wie  früher. 
Führt  man  wieder  x  »  cos  V'  ein^  so  erhält  man  schließlich  an 
SteUe  von  Gl.  (179) 


fdxv 
\di) 


Auch  die  Trennung  der  Yariabeln  ist  sofort  möglich. 
Dagegen  ist  die  Auswertung  des  nach  x  zu  nehmenden  Inte- 
grals jetzt  erheblich  schwieriger,  wegen  des  im  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  vorkommenden  Gliedes  in  x^  das  fi-üher  gefehlt  hatte. 

Die  reguläre  und  die  pseudoreguläre  Präzession  lassen  sich 
jedoch  auch  in  diesem  Falle  ohne  Schwierigkeit  behandeln.  Für 
die  reguläre  Präzession  erhält  man  dieselbe  Formel  wie  in 
Gl.  (187),  wobei  nur  öj  durch  0^  zu  ersetzen  ist.  Die  pseudo- 
reguläre Präzession  behandelt  man  ebenso  wie  früher  nach  der 
,,Methode  der  kleinen  Schwingungen^',  d.  h.  man  setzt  etwa 
X  ^Xq  +  z  und  betrachtet  is  als  eine  kleine  Größe,  deren  höhere 
Potenzen  vernachlässigt  werden  können,  worauf  die  Integrationen 
ausgeführt  werden  können.  Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden, 
sehe  ich  aber  von  der  weiteren  Ausrechnung  hier  ab. 

§  39.    Kreiselverbände. 

Auch  schon  der  sich  um  einen  festen  Punkt  drehende 
Kreisel  bildet  mit  dem  GesteU,  das  den  Drehpunkt  stützt,  zu- 
sammen einen  Verband.  Bei  den  praktisch  wichtigeren  An- 
wendungen des  Kreisels  handelt  es  sich  aber  um  Verbände,  die 
aus  mehr  Körpern  bestehen,  so  daß  der  Kreisel  selbst  nicht 
das  einzige  unter  den  Gliedern  des  Verbandes  ist,  das  eine 
Bewegung  ausfährt.  Die  Dynamik  dieser  allgemeineren  Kreisel- 
verbände kann  meist  in  ganz  ähnlicher  Weise  behandelt  werden, 
wie  bei  den  bisher  betrachteten  Kreiseln. 

FOppl,  höhere  Dynamik.  14 
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Hier  bespreche  ich  zuerst  ein  besonders  einfiiches  Beispiel, 
während  die  praktisch  wichtigeren  EreiselTerbändef  besonders 
der  Schiffskreisel  weiterhin  eine  ausführUche  Darstellung  finden 
sollen. 

Ein  solcher  Ereiselyerband  kann  noch  erheblich  einfacher 
sein,  als  der  frfiher  betrachtete  Kreisel  mit  festgehaltener  Spitze 
und  zwar  dann,  wenn  er  nur  zwei  Freiheitsgrade  hat.    Derartige 

Anordnungen  lassen  sich 
noch  in  sehr  verschie- 
dener Weise  treffen;  am 
einfachsten  z.  B.  so,  daß 
Yon  den  früher  gebrauch- 
ten Koordinaten  g>  und 
^  die  eine  konstant  er- 
halten wird. 

Abb.  14  stellt  einen 
Kreiselverband  mit 
zwei  Freiheitsgraden 
dar.  Um  eine  horizon- 
tale Aufhängeachse  A 
schwingt  ein  Pendel  B 
und  in  diesem  ist  ein 
Schwungrad  G  drehbar 
gelagert.  Der  Körper  C 
und  hiermit  der  ganze 
Verband  hat  daher  zwei 
Freiheitsgrade.  Wenn 
das  Schwungrad  C  vor- 
her in  schnelle  Umdrehung  versetzt  war,  wird  es,  solange 
diese  andauert,  als  ein  Kreisel  bezeichnet.  Man  kann  nun  z.  B. 
fragen,  welche  Bewegung  der  Verband  ausführt,  wenn  er  nach 
Herstellung  eines  beliebigen  Anfangszustandes  weiterhin  nur 
dem  Einflüsse  des  Eigengewichtes  ausgesetzt  ist. 

Denkt  man  sich  den  schweren  symmetrischen  Kreisel  mit 
festgehaltener  Spitze  einer  Bewegungsbeschränkung  unterworfen, 
die  eine  Änderung  der  Koordinate  g>  in  Abb.  12,  S.  181  ver- 
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hindert,  so  erhält  man  einen  zweilaufigen  Verband,  der  mit 
dem  in  Abb.  14  nahezu  übereinstimmt.  Die  Übereinstimmung 
wäre  vollständig,  wenn  der  Pendelkörper  B  in  Abb.  14  als 
masselos  vorausgesetzt  werden  dürfte.  Für  diesen  Fall  konnten 
die  in  §  33  aufgestellten  Bewegungsgleichungen  ohne  weiteres 
übernommen  werden  mit  der  Bedingung,  daß  in  ihnen  <p  kon- 
stant und  daher  q>  gleich  Null  zu  setzen  wäre. 

Wenn  die  Masse  des  Pendelkörpers  B  nicht  vemach&sigt 
werden  darf,  wie  wir  hier  voraussetzen,  ändern  sich  die 
Gleichungen  ein  wenig  ab.  Wir  wollen  sie  des  Zusammen- 
hangs wegen  in  derselben  Weise  aufstellen,  wie  es  bisher  ge- 
schehen war. 

Die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Verbands  ist  gleich  der 
Summe  der  lebendigen  Kräfte  von  B  und  G.  Die  lebendige 
Ej-afb  von  B  ist  gleich 

wenn  mit  Ob  das  auf  die  Auf  hängeachse  bezogene  Trägheits- 
moment von  B  bezeichnet  wird.  Die  lebendige  Kraft  von  C 
ist  gleich  der  Summe  von  Translationsenergie  und  Rotations- 
energie  zu  setzen.  Die  der  Schwerpunktsgeschwindigkeit  li); 
von  C  entsprechende  Translationsenergie  ist  gleich 

Die  Botationsenergie  von  C  läßt  sich  selbst  wieder  in  zwei 
Teile  zerlegen,  entsprechend  den  zueinander  senkrecht  stehenden 
Winkelgeschwindigkeitskomponenten  x  um  die  Schwungradachse 
und  ^  um  die  durch  den  Schwerpunkt  parallel  zur  Aufhänge- 
achse A  gezogene  Achse.  Die  zugehörigen  Trägheitsmomente 
seien  mit  0^  und  0^'  bezeichnet.  Im  ganzen  wird  dann  die 
lebendige  Kraft 

L  =  uob  +  mcV  +  e^')it>^ + \ea^ . 

Bezeichnet  man  femer  das  Trägheitsmoment  von  B  und  C 
zusammen  für  die  Aufhängeachse  mit  0^^  so  ist 

öj  -  0B  +  e/  +  mcl\ 
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und  hiemach  laßt  sich  L  auf  die  einfachere  Form 

L  ^  ^e^H;^  +  \ea^  (209) 

bringen.     Wir  haben  daher 

dz      ^^'     dt\di)     ^^  dt*' 
d^     "'  d%      ^• 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  liefern  demnach 


I  • 


(210) 


Dies  gilt  noch  für  jede  beliebige  Art  des  Angriffs 
äußerer  Kräfte.  Wirkt  nur  das  Eigengewicht  auf  den  Ver- 
band ein  und  bezeichnen  wir  die  Masse  von  B  und  C  zusammen 
mit  m  und  den  Abstand  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunkts 
von  der  Auf  hängeachse  mit  Sy  so  ist 

ly,^  —  mgs  sin  ^     und    -F^  =  0 

zu  setzen.  Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (210)  folgt  dann, 
daß  die  Winkelgeschwindigkeit  %  des  Schwungrads  konstant 
bleibt,  und  die  erste  Gleichung  geht  über  in 

öj  -^  =  —  mgs  sin  ^ .  (211) 

Das  ist  die  Bewegungsgleichung  für  ein  gewöhnliches 
Pendel.  Die  Winkelgeschwindigkeit  %  kommt  nämlich  in  ihr 
gar  nicht  vor  und  der  Verband  führt  daher  Pendel- 
schwingungen aus,  genau  so,  als  wenn  das  Schwung- 
rad überhaupt  nicht  rotierte. 

Dieses  Beispiel  ist  sehr  lehrreich;  es  zeigt  nämlich  aufs 
deutlichste,  wie  ungenau  eine  sehr  verbreitete  Vorstellung  ist, 
mit  der  man  sich  Rechenschaft  über  die  Erscheinungen  der 
Ereiselbewegung  zu  geben  versucht.    Es  wird  nämlich  gewöhn- 
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lieh  gesagt^  ein  schnell  rotierendes  Schwungrad  setze  einer 
Drehung  seiner  Bewegnngsebene  einen  Widerstand  entgegen. 
Wenn  man  diese  ziemlich  unbestimmt  gehaltene  Aussage  rich- 
tig aoslegt,  läßt  sich  gar  nichts  dagegen  einwenden.  Aber  die 
nächstliegende  Deutung,  wonach  dieser  Widerstand  sich  gegen 
die  Drehung  der  Bewegungsebeue  selbst  richte  und  diese  zu 
hindern  vermöge,  ist  durchaus  falsch.  Denn  man  sieht  an  dem 
besprochenen  Beispiele,  daß  das  Schwungrad,  und  wenn  es 
auch  noch  so  schnell  rotierte,  unmittelbar  nicht  den  geringsten 
Einfluß  auf  die  Pendelbewegung  und  auf  die  damit  yerbundene 
Drehung  der  Schwungradebene  auszuüben  yermag.  Der  „Wider* 
stand^  des  Schwungrades  gegen  diese  Drehung  äußert  sich  viel- 
mehr nur  in  der  Übertragung  eines  Eräftepaares  auf  die  Lager 
der  Aufhängeachse,  und  im  vierten  Bande  der  Vorlesungen 
habe  ich  schon  ausfOhrlich  besprochen,  wie  man  dieses  Erilfte- 
paar  in  einfacher  Weise  mit  Hilfe  des  Flächensatzes  er- 
mitteln kann.  Solange  die  Lager  genügend  wider- 
standsfähig sind,  um  dieses  Eräftepaar  ohne  merkliche 
Formänderung  aufzunehmen,  vermag  es  aber  an  dem 
ganzen  Bewegungsvorgange  nichts  zu  ändern. 

Man  braucht  natürlich  nicht  das  Verfahren  von  Lagrange, 
um  zu  diesen  einfachen  Ergebnissen  zu  gelangen.  Die  An- 
wendung des  Flächensatzes  fQr  die  Aufhängeachse  führt 
ebenfalls  sofort  dazu.  Die  der  Winkelgeschwindigkeit  %  ®^^ 
sprechende  Drall -Komponente  steht  nämlich  senkrecht  zur 
Schwungradebene  und  hiermit  auch  senkrecht  zur  Aufhänge- 
achse, projiziert  sich  daher  auf  diese  Achse  als  Punkt  und 
tritt  also  in  der  auf  diese  Achse  bezogenen  Gleichung  des 
Flächensatzes  überhaupt  nicht  auf.  Man  kommt  auf  diese 
Weise  ebenfalls  ohne  weiteres  zu  Gl.  (211)  und  den  aus  ihr 
gezogenen  Schlüssen. 

§  40.    Ereiselpendel  mit  elastisch  nachgiebiger  StütEung. 

Nehmen  wir  an,  es  ließe  sieh  jemand  einen  Apparat  nach 
Abb.  14  bauen,  um  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  ge- 
zogenen Schlüsse  einer  experimentellen  Prüfung  zu  unterwerfen. 
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Dann  könnte  es  leicht  sein,  daß  sich  die  Schwingongsdauer 
der  Pendelbewegong  im  Widerspruch  mit  der  bisher  besprochenen 
einfachsten  Theorie  als  stark  abhängig  von  der  Winkelgeschwin- 
digkeit des  Kreisels  herausstellte.  Und  zwar  würde  das  be- 
sonders dann  eintreten,  wenn  die  Aufhängeachse  A  (Abb.  14) 
des  Pendels  etwas  schwach  konstruiert  wäre,  so  daß  sie  sich 
leicht  ein  wenig  zu  biegen  yermöchte.  Eine  auf  den  ersten  Blick 
gering  erscheinende  Abweichung  Ton  der  Voraussetzung  einer 
unnachgiebigen  Stützung  vermag  nämlich  schon  sehr  erhebliche 
Änderungen  im  Verlaufe  der  ganzen  Bewegung  herbeizuführen. 

Bei  allen  Kreiselanordnungen  bedarf  es  überhaupt  sehr 
sorgfaltiger  Überlegungen  über  alle  Umstände,  die  etwa  eine 
Beachtung  bei  dem  theoretischen  Ansätze  erfordern  könnten. 
So  würde  auch  hier  bei  dem  mit  dem  Kreisel  versehenen  Pendel 
eine  Theorie,  die  nicht  auf  die  Nachgiebigkeit  der  Stützung 
Rücksicht  nimmt,  sehr  unvollständig  sein  un4  leicht  zu  ganz 
irrigen  Schlüssen  verleiten. 

Wenn  wir  auf  die  Möglichkeit  einer  Verbiegung  der  Auf- 
hängeachse A  Rücksicht  nehmen,  treten  noch  zwei  weitere 
Freiheitsgrade  zu  den  beiden  früheren  hinzu.  Der  Punkt  des 
Pendelrahmens,  in  dem  sich  die  Ej-eiselachse  mit  der  Auf hänge- 
achse  schneidet,  soll  zwar  auch  jetzt  noch  als  festgehalten  be- 
trachtet werden.  Während  wir  aber  früher  annahmen,  daß 
sich  der  Pendelrahmen  nur  um  die  senkrecht  zur  Zeichenebene 
der  Abb.  14  stehende  Achse  zu  drehen  vermöchte,  kommen 
jetzt  Drehungen  um  zwei  in  der  Ebene  der  Abb.  14  liegende 
Achsen  hinzu,  von  denen  die  eine  in  der  Richtung  der  Kreisel- 
achse angenommen  sein  möge,  während  die  andere  hierzu  senk- 
recht steht. 

Es  steht  auch  hier  nichts  im  Wege,  die  Bewegungs- 
gleichungen nach  dem  Verfahren  von  Lagrange  aufzustellen. 
Man  führe  hierzu  als  weitere  allgemeine  Koordinaten  die  beiden 
Winkel  ein,  um  die  sich  der  Pendelrahmen  aus  der  Mittellage 
um  die  soeben  angegebenen  beiden  Achsen  gedreht  hat.  Die 
auf  diese  Koordinaten  reduzierten  äußeren  Kräfte  sind  den 
Koordinaten  selbst  proportional  zu  setzen.     Aber   die  Durch- 
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fOhraiig  der  Rechnimg  wird  dann  sehr  nmsföndlicli  and  die 
Formeln  werden  viel  yerwickelter,  als  es  fOr  praktische  Zwecke 
nötig  ist.  Von  yomherein  laßt  sich  nämlich  Yoraussehen,  daß 
die  Winkelgeschwindigkeiten,  die  zu  den  neu  eingeführten  all- 
gemeinen Koordinaten  gehören,  sehr  gering  im  Verhältnisse  zur 
Winkelgeschwindigkeit  der  Pendelbew^ong  oder  erst  recht  im 
Verhältnisse  zur  Ereiselgeschwindigkeit  aasÜBJlen  werden.  Dieser 
Umstand  gestattet,  eine  Reihe  Yon  Gliedern  in  den  allgemein 
gültigen  Gleichungen  zu  unterdrücken.  Man  kommt  aber  viel 
einfacher  zum  Ziele,  wenn  man  von  diesen  zulässigen  Vernach- 
lässigungen von  yomherein  Gebrauch  macht,  anstatt  sie  erst 
nachtraglich  an  den  allgemeingültig  abgeleiteten  Gleichungen 
yorzunehmen.  Freilich  muß  hinzugefügt  werden,  daß  der  um- 
ständlichere Weg  insofern  sicherer  ist,  als  es  bei  dem  abgekürzten 
Verfahren  besonders  yorsichtiger  Überlegungen  darüber  bedarf, 
welche  Glieder  yernachlassigt  werden  dürfen  und  welche  bei- 
behalten werden  müssen. 

Wir  stützen  uns  jetzt  auf  den  Flächensatz.  Als  Momenten- 
punkt wählen  wir  den  Punkt,  um  den  sich  der  Pendelrahmen 
dreht,  also  den  Schnittpunkt  der  Kreiselachse  mit  der  Auf- 
hängeachse. Der  Drehung  des  Schwungrades  für  sich  ent- 
spricht ein  in  der  Richtung  der  Umdrehungsachse  gehender 
Drall  yon  der  Größe  wO,  wenn  wir  jetzt  die  Umdrehungs- 
geschwindigkeit X  mit  dem  Buchstaben  w  bezeichnen.  Dazu 
kommt   ein   in  der  Richtung  der  Aufhängeachse  des  Pendels 

gehender  Drall  yon  der  Größe  0,  -^  •   Hierbei  wird  angenommen, 

daß  die  Aufhängeachse  eine  Hauptträgheitsachse  des  aus  dem 
Pendelrahmen  und  dem  Ejreisel  bestehenden  Verbandes  bilde. 
Weitere  Bewegungsanteile,  die  aber  gegenüber  den  yorigen  nur 
sehr  geringe  Beitrage  zum  Drall  liefern,  werden  durch  die  Ver- 
biegung  der  Aufhängeachse  herbeigeführt.  Lassen  wir  diese 
Verbiegung  zuerst  ganz  außer  acht,  so  wird  durch  die  Drehung 
dif  um  die  Aufhängeachse  im  Zeitelemente  dt  zunächst  eine 
Richtungsänderung  des  ersten  Drallanteils  wd^  bewirkt  und 
der   geometrische  Zuwachs,    den   der  Drall  infolge  dayon  er- 
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fahrt,  steht  senkrecht  daza,  liegt  in  der  Bewegungsebene  des 
Pendels  und  hat  die  Größe  wd^dil).  Die  Division  mit  dt  lie- 
fert hieraus  nach  dem  Flachensatze  das  Moment  des  zugehörigen 
EraftepaareSy  das  von  der  Auf  hängeachse  auf  den  Pendelrahmen 
übertragen  werden  muß.  Der  Bi^ungswinkel,  den  dieses 
Eiuftepaar  hervorbringt^  sei  mit  %'  bezeichnet.     Dann  ist 

»  =  cwe,^,  (212) 

wenn  mit  c  ein  von  der  Biegungssteifigkeit  der  Aufhangeachse 
abhängiger  Faktor  bezeichnet  wird;  der  sich  im  einzelnen  Falle 
nach  den  in  der  Festigkeitslehre  gegebenen  Anweisungen  be- 
rechnen läßt.     Wir  nehmen  an,  daß  c  so  groß  ist,  daß  0*  und 

auch  die  Geschwindigkeit  -jr  stets   klein    bleibt  gegenüber  ^ 

und  -^  und  daher  erst  recht  gegenüber  w. 

Die  Drehung  um  die  Aufhängeachse  ändert  nichts  an  der 
Richtung  des  zweiten  Drallanteils;  die  Änderungsgeschwindig- 
keit der  Gh-öße  dieses  Anteils  ist  dagegen  gleich  B^  -^  zu  setzen. 

Nun  betrachten  wir  die  Änderungen,  die  der  Drall  infolge 

der  Drehung  mit  der  Geschwindigkeit  -^  erfährt.     Der  erste 

Anteil  wd^  erfährt  eine  Richtungsänderung  und  der  dadurch 
herbeigeführte  geometrische  Zuwachs  steht  wiederum  senkrecht 
zu  diesem  Anteile,  also  zur  Schwungradachse,  und  zugleich 
senkrecht  zu  der  Achse,  um  die  die  Drehung  0*  erfolgt;  er 
geht  also  in  der  Richtung  der  Aufhängeacbse  des  Pendel- 
rahmens. Hierbei  ist  noch  eine  Betrachtung  über  den  Pfeil 
dieses  Zuwachses  erforderlich.  Nehmen  wir  an,  daß  sich  das 
Schwungrad  von  der  Aufhängeachse  in  Abb.  14  gesehen  im 
Uhrzeigersinne  drehe,  so  geht  der  DraU  wO^  m  der  Richtung 
auf  A  hin.  Der  Winkel  ^  sei  als  positiv  bezeichnet,  wenn 
sich  der  untere  Teil  des  Pendelrahmens  in  Abb.  14  von  dem 
vorn  stehenden  Beschauer  entfernt,  sich  also  senkrecht  zur 
Papierfläche  nach  hinten  hin  bewegt.  Diese  Festsetzung  wird 
übrigens  schon  durch  den  Ansatz  in  Gl.  (212)  gefordert,    da 
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die  Drehung  0*  in  diesem  Sinne  erfolgt,  wenn  der  in  Abb.  14 
mit  i;  bezeichnete  Winkel  wächst.  Man  überzeugt  sich  dayon 
leicht  durch  die  Betrachtung  des  Zuwachses,  den  der  Drall  wd^ 
durch  die  Drehung  d^  erfahrt. 

Wenn  jetzt  der  Winkel  -9*  wächst,  erfährt  dadurch  der 
Drall  wO^  einen  geometrischen  Zuwachs,  der  für  den  vom 
stehenden  Beschauer  der  Abb.  14  nach  vom  hin  geht.  Das 
ist  dieselbe  Richtung,  in  der  auch  die  Änderungsgeschwindig- 
keit des  zweiten  Drallanteils  0^-^  g^^g^  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  die  Beschleunigung  -^  positiv  wäre.    Die  Größe 

des  zu  einer  Drehung  um  dd'  gehörigen  Zuwachses  von  wO^ 
ist  gleich  wO^dd"  zu  setzen. 

Auch  der  zweite  Drallanteil  6^  -^  erfährt  durch  die  Drehung 

um  dd"  eine  Richtungsänderung  und  daher  einen  geometrischen 
Zuwachs,  der,  wie  die  geometrische  Betrachtung  lehrt,  entgegen- 
gesetzt zum  Drehungsvektor  des  Schwungrades  gerichtet  ist. 
Da  wir  eine  sehr  große  Umdrehungsgeschwindigkeit  des  Schwung- 
rades voraussetzten,  ist  aber  der  zweite  DraUanteil  0^  -^  als 
klein  gegenüber  dem  ersten  Anteile  zu  betrachten  und  daher 
kann  man  den  geometrischen  Zuwachs  von  der  Größe  d^  -^  dd' 

gegenüber  dem  vorher  behandelten,  übrigens  in  anderer  Rich- 
tung gehenden  Zuwachse  wO^dd'  vernachlässigen.  Erst  recht 
sind    zu    vernachlässigen    die   weiteren   Drallanteile   und   ihre 

Änderungen,  die  durch  die  Geschwindigkeiten  -^  usf.  hervor- 
gerufen werden. 

Daher  kommen  auch  bei  den  statischen  Momenten  der 
äußeren  Kräfte,  die  auf  den  aus  Pendelrahmen  und  Schwung- 
rad bestehenden  Verband  ausgeübt  werden,  nur  in  Betracht 
das  im  Schwerpunkt  angreifende  Gewicht  und  das  Kräftepaar 
aus  den  Lagerkräften,  die  durch  die  Drehung  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit -jT  hervorgerufen  werden.  Der  Momenten- 
vektor dieses  Kräftepaares,  das  die  Verbiegimg  d^  hervorbringt, 
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steht  aber  senkrecht  zur  Auf  hängeaohse.  Beschränken  wir  uns 
daher  jetzt  auf  die  Betrachtung  der  in  der  Richtung  der  Auf- 
hängeachse gehenden  Komponenten,  so  erhalten  wir  aus  dem 
Flächensatze  die  Oleichung 

öj  -^^  +  w;öi  -j^  —  —  mgs  sin  ^ .  (213) 

Hierbei  war  zu  beachten,  daß  der  Momentenvektor,  der 
zum  Gewichte  gehört,  wie  aus  Abb.  14  zu  entnehmen  ist,  von 
vorn  nach  hinten  gerichtet  ist,  während  die  beiden  Glieder 
auf  der  linken  Seite  Anderungsgeschwindigkeiten  des  Dralls 
angeben,  die  bei  positivem  Vorzeichen,  wie  wir  vorher  sahen, 
in  der  entgegengesetzten  Richtung  gehen.  Daraus  erklärt  sich 
das  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  beizufügende  Minuszeichen. 

Setzt  man  nachträglich  c  »  0  und  hiermit  'd' »  0,  so  geht 
Gl.  (213)  wieder  in  die  einfachere  Gl.  (211)  über.  Wir  können 
daher  sagen,  daß  das  zweite  Glied  der  linken  Seite  das  Yer- 
besserungsglied  bildet,  das  einzuführen  ist,  um  der  elastischen 
Yerbiegung  der  Anfhängeachse  Rechnung  zu  tragen. 

In  Gl.  (212)  sind  die  Faktoren  c  und  0^  ohnehin  konstant 
und  auch  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  w  des  Kreisels  darf 
als  konstant  betrachtet  werden.  Setzt  man  %•  aus  Gl.  (212)  in 
Gl.  (213),  so  geht  diese  über  in 

{e^+cw^e^^)^^^^mgsBm7l>.  (214) 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  GL  (211)  nur  durch 
den  konstanten  Faktor  auf  der  linken  Seite.  Wir  können 
daher  sagen,  daß  der  Einfluß  der  elastischen  Yer- 
biegung der  Aufhängeachse  so  wirkt,  als  wenn  das 
Trägheitsmoment  6^  um  den  Betrag  cw^d^  vergrößert 
wäre.  Die  Schwingungen  erfolgen  daher  langsamer  bei  ro- 
tierendem als  bei  stillstehendem  Schwungrade,  befolgen  aber 
im  übrigen  das  gewöhnliche  Gesetz  der  Pendelbewegung.  Für 
die  Dauer  T  einer  vollen  Pendelschwingung  erhält  man  bei 
kleinen  Ausschlägen 

r_2«T/^±^^^'.  (215) 
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Auch  wenn  die  Biegungssteifigkeit  der  Aufhängeachse 
ziemlich  groß  und  c  daher  klein  ist,  kann  doch  durch  einen 
hinreichend  großen  Wert  der  Winkelgeschwindigkeit  w  des 
Schwungsrads  eine  betrachtliche  Vergrößerung  der  Schwingungs- 
dauer herbeigeführt  werden.  Man  sieht  daraus,  wie  nötig 
es  war,  die  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  zu 
ergänzen,  da  diese  für  sich  allein  genommen  geeignet 
ist,  zu  physikalisch  ganz  unzutreffenden  Schlüssen 
zu  yerleiten. 

Für  kleine  Schwingungsausschläge  des  Pendels  kann  man 

setzen,   wenn    ^^   die    Schwingungsamplitude    bedeutet.      Aus 
Gl.  (212)  folgt  dann  für  %^ 

-d-  =  tocwd^  jT  COS  -^  ^ 

Für  den  größten  Biegungswinkel  d'^y  der  im  Verlauf  der 
Schwingung  Yorkommt,  erhält  man  daher  nach  Einsetzen  des 
Wertes  von  T  aus  Gl.  (215) 


^o-i^oCwO^Verfik--  (216) 

Um  die  Größenverhältnisse  von  d'^  und  il;^  besser •  zu  über- 
blicken, schreiben  wir  dafiir 


E[ieraus  folgt,  daß  d'^  einen  um  so  größeren  Bruchteil 
von  ^Q  ausmacht,  je  schneller  das  Schwungrad  rotiert.  Dabei 
nähert  sich  aber  das  Verhältnis  bei  großem  w  bald  einer  festen 
Grenze,  die  es  nicht  überschreiten  kann,  da  der  Bruch  auf  der 
rechten  Seite  den  Wert  Eins  nur  nahezu  erreichen,  aber  nicht 
überschreiten  kann.     Für  w  ^  <x>  erhält  man 

2 

cmgs,  (217) 


\%  /max 


Nun    bedeutet    cmgs    den    in    Bogenmaß    ausgedrückten 
Biegungswinkel,  den  die  Auf  hängeachse  erfährt,  wenn  man  den 
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Apparat  umlegt^  so  daß  das  Moment  mgs  des  Gewichtes  die 
Yerbiegung  der  Aufhangeachse  herbeifOlirt.  Selbst  wenn  die 
Aufhängeachse  gar  nicht  besonders  steif  konstruiert  ist,  wird 
doch  unter  gewöhnlichen  Umständen  der  Biegungswinkel^  der 
hierbei  eintritt,  recht  klein  sein,  so  daß  d-^,  obschon  aus  dieser 
kleinen  Zahl  erst  noch  die  Quadratwurzel  zu  nehmen  ist;  doch 
nur  einen  ziemlich  kleinen  Teil  des  Pendelausschlags  ^^  aus- 
machen kann.  Wenn  man  einen  Versuch  mit  dem  Pendel- 
kreisel ausführte  und  von  dem  Einflüsse  der  elastischen  Nach- 
giebigkeit der  Aufhängeachse  (oder  anderer  Teile  des  Rah- 
mens usf.;  die  in  dem  gleichen  Sinne  wirken  kann)  nichts 
wüßte  oder  nicht  daran  dächte,  könnte  es  sehr  leicht  geschehen, 
daß  die  Yerbiegungen  %•  ihrer  Kleinheit  wegen  gar  nicht  be- 
obachtet würden.  Der  Versuchsansteller  würde  sich  dann 
schwer  erklären  können,  wie  es  kommt,  daß  die  Schwingungs- 
dauer im  Widerspruche  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  vor- 
getragenen einfacheren  Theorie  so  stark  von  der  Umdrehungs- 
geschwindigkeit des  Kreisels  abhängt.  Dieser  Fall  zeigt  sehr 
eindringlich,  mit  welcher  Sorgfalt  man  bei  der  Bildung  des 
Ansatzes  für  die  Theorie  einer  Kreiselbewegung  im  einzelnen 
Falle  vorgehen  muß,  um  einen  auf  den  ersten  Blick  vielleicht 
recht  unbedeutend  erscheinenden  Umstand  nicht  zu  übersehen, 
von  dem  sich  bei  genauerer  Betrachtung  leicht  herausstellen 
kann,  daß  er  ganz  wider  die  anfängliche  Erwartung  doch  von 
ausschlaggebender  Bedeutung  ist.  Mir  selbst  sind  Fälle  dieser 
Art  vorgekommen. 

§  41.    Der  Soblioksohe  SohiffskreiseL 

Durch  Wind  und  Wellen  wird  ein  Schifif  in  Schwingungen 
versetzt.  Hierbei  bewegt  sich  das  Schiff  als  starrer  Körper, 
d.  h.  ohne  merkliche  Formänderung.  Der  allgemeinste  Fall 
einer  derartigen  Bewegung  läßt  sich  zunächst  in  zwei  Anteile 
zerlegen,  nämlich  in  eine  Translationsbewegung,  die  mit  der 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  erfolgt,  und  in  eine  Rotations- 
bewegung, bei  der  sich  das  Schiff  um  Achsen  dreht,  die  durch 
den  Schwerpunkt  gezogen  sind.    Von  der  Translationsbewegung 
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führt  die  vertikale  Komponente  zu  den  sogenannten  Tauch- 
schwingungen mit  einer  auf-  und  niedergehenden  Bewegung. 
Die  Schwingungsdauer  der  Tauchschwingungen  ist  yerhältnis- 
mäßig  kurz  und  die  Ausschläge  bleiben  unter  gewöhnlichen 
Umständen  ziemlich  klein.  Zu  Translationsschwingungen  in 
horizontaler  Richtung  kann  es  in  der  Regel  überhaupt  nicht 
kommen.  —  Viel  wichtiger  als  die  translatorischen  Schwingungen 
sind  die  Drehschwingungen  mit  großen  Ausschlägen,  in  die  das 
Schiff  bei  einem  starken  Seegange  geraten  kann.  Eine  Rotation 
um  den  Schwerpunkt  kann  in  drei  Komponenten  zerlegt  werden, 
nämlich  in  Drehungen  um  drei  zueinander  senkrecht  stehende 
Achsen,  von  denen  die  erste  mit  der  Schiffslängsachse,  die 
zweite  mit  der  horizontalen  Querachse  zusammenfällt,  während 
die  dritte  in  der  Gleichgewichtslage  des  Schiffes  vertikal  steht. 
Eine  Drehung  um  die  dritte  Achse  wird  als  eine  Wende- 
bewegung des  Schiffes  bezeichnet.  Eine  Schwingung  um  diese 
Achse  wird  aber  durch  den  Seegang  im  allgemeinen  nicht 
herbeigeführt.  Der  Grund  dafür  liegt  darin,  daß  das  Gleich- 
gewicht des  ruhenden  Schiffes  gegen  Drehung  um  diese  Achse 
indifferent  ist,  also  eine  Kraft  fehlt,  die  das  Schiff  nach  einer 
Gleichgewichtsstörung  wieder  in  die  frühere  Lage  zurück- 
zutreiben sucht. 

Die  Bewegung  um  die  Schiffslängsachse  ist  die  wichtigste 
von  allen  Schwingungen,  weil  sie  zu  den  größten  Ausschlägen 
führt;  sie  wird  als  die  Roll-  oder  Schlingerbewegung  be- 
zeichnet. Die  Bewegung  um  die  horizontale  Querachse  des 
Schiffes  heißt  die  Stampfbewegang,  die  praktisch  ebenfalls 
sehr  wichtig  ist.  Denn  wenn  sie  auch  nicht  zu  so  großen 
Drehungen  zu  fuhren  vermag,  wie  die  Rollbewegung,  so  sind 
dafür  die  Wege,  die  zu  bestimmten  Drehungswinkeln  gehören, 
um  so  größer,  weü  sich  das  Schiff  zu  viel  größeren  Abständen 
von  der  Querachse  als  von  der  Längsachse  erstreckt. 

Der  Schlicksche  Schiffskreisel  ist  dazu  bestimmt,  die  Roll- 
schwingungen zu  beseitigen  oder  wenigstens  sehr  stark  zu  ver- 
mindern, während  die  Tauchschwingungen  und  die  Stampf- 
bewegungen davon  (wenigstens  unmittelbar)  nicht  berührt  werden. 


222  Dritter  Abschnitt.    Der  Kreisel. 

Der  Gedanke,  einen  Kreisel,  d.  h.  ein  schnell  umlanfendes 
Schwnngrad  anzuwenden,  um  die  Schifibschwingungen  zu  mil- 
dem, scheint  schon  sehr  früh  aufgetaucht  zu  sein.  Jedenfalls 
war  schon  yor  Schlick  ein  Patent  auf  eine  Anordnung  erteilt, 
nach  der  durch  ein  im  Schiffe  um  eine  feste  Achse  drehbares 
Schwungrad  dieser  Erfolg  herbeigeführt  werden  sollte.  Der 
Erfinder  ging  dabei  ofienbar  Yon  der  üblichen  falschen  An- 
nahme aus,  daß  sich  der  Kreisel  einer  Drehung  seiner  Schwung- 
radebene widersetze  und  daher  einen  Widerstand  ausübe,  der 
diese  Drehung  hemme.  Wer  die  Theorie  des  Ejreisels  einiger- 
maßen kennt,  sieht  ohne  weiteres  ein,  daß  auf  diesem  Wege 
kein  Erfolg  zu  erwarten  war. 

Den  richtigen  Weg  zur  Lösung  der  Aufgabe  hat  erst 
Herr  Konsul  Dr.  0.  Schlick  in  Hamburg  eingeschlagen,  dem 
die  Technik  des  Schiffsbaues  vorher  schon  sehr  wichtige  Fort- 
schritte zu  verdanken  hatte.  Schlick  hat  die  Gesetze  der 
Kreiselbewegung  klar  erfaßt  und  sie  f&r  die  Lösung  der  ge- 
stellten Aufgabe  in  geschickter  Weise  nutzbar  zu  machen  ge- 
wußt. Von  der  Ausführbarkeit  seines  Planes  hatte  er  sich 
alsbald  durch  Modellversuche  überzeugt  und  später  hat  er  auch 
die  Ausführung  im  großen  vorbereitet.  Nur  für  die  Aufstellung 
einer  genaueren  Theorie  und  die  zahlenmäßige  Angabe  der  zur 
Herbeiführung  des  gewünschten  Erfolges  erforderlichen  Kreisel- 
stärke hat  er  sich  einer  fremden  Hilfe  bedienen  müssen.  Er 
wandte  sich  zu  diesem  Zwecke  an  einige  bekannte  Professoren 
imd  zuletzt  auch  an  mich.  Bald  nachdem  Herr  Schlick  er- 
klärt hatte,  daß  einer  Veröffentlichung  dieser  theoretischen 
Ausarbeitungen  nichts  mehr  im  Wege  stehe,  erschien  zuerst 
eine  Abhandlung  darüber  von  Herrn  Prof  Lorenz  in  Danzig 
in  der  Physikalischen  Zeitschrift  1904,  S.  27  und  hierauf  von 
mir  in  der  Zeitschr.  d.  Vereins  D.  Ing.  1904,  S.  478.  Der 
Unterschied  beider  Bearbeitungen  bestand  hauptsächlich  darin, 
daß  Herr  Lorenz  auf  die  Reibung,  die  sich  der  Bewegung  des 
Kreiselrahmens  widersetzt,  keine  Rücksicht  genommen  hatte, 
während  ich  durch  einen  glücklichen  Griff  die  Reibung  von 
vornherein  in  Ansatz  gebracht  und  infolge  davon  bald  erkannt 
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hatte^  wie  wichtig  die  Rolle  ist^  die  diesem  Umstände^  den  man 
sonst  leicht  zu  vernachlässigen  geneigt  ist,  gerade  im  vorliegen- 
den Falle  zukommt.  Herr  Schlick,  dem  beide  Arbeiten  schon 
längere  Zeit  vor  ihrer  Veröffentlichung  vorlagen,  hatte  auch 
sofort  mit  dem  sicheren  Blicke  des  mit  seinem  Gegenstande 
vollständig  vertrauten  Mannes  erkannt,  daß  nur  eine  Theorie, 
die  auf  die  Reibung  die  gebührende  Rücksicht  nimmt,  imstande 
sein  würde,  als  Grundlage  für  die  weitere  Ausarbeitung  des 
Projektes  zu  dienen.  Auf  die  Bedeutung  der  Reibung  war  er 
offenbar  schon  durch  seine  Modellversuche  aufmerksam  geworden 
und  er  entschloß  sich  daher,  als  ihm  meine  Rechenergebnisse 
bekannt  geworden  waren,  ohne  jedes  Zögern,  die  von  mir  ab- 
geleiteten Formeln  für  die  Verbuche  im  großen  Maßstabe  in  An- 
wendung zu  bringen. 

Der  Theoretiker  ist  meist  dazu  geneigt,  die  Leistung,  die 
in  der  Aufstellung  einer  einem  bestimmten  Vorgänge  gut  an< 
gepaßten  Theorie  liegt,  besonders  hoch  einzuschätzen  und 
darüber  andere  Verdienste  geringer  zu  bewerten.  Ich  weiß 
mich  selbst  im  allgemeinen  nicht  frei  von  dieser  Neigung; 
um  so  mehr  aber  fühle  ich  mich  verpflichtet,  hier  noch  aus- 
drücklich zu  erklären,  daß  nach  meiner  eigenen  Schätzung  ge- 
rade in  der  Frage  des  Schiffskreisels  die  Leistung  des  Herrn 
Schlick  die  weitaus  bedeutendere  gegenüber  den  von  mir  und 
anderen  dazu  gegebenen  Theorien  ist.  Nachdem  Herr  Schlick 
die  Wirkung  der  von  ihm  erfundenen  Vorrichtung  klar  er- 
kannt und  sie  an  Modellen  genügend  studiert  hatte,  war  es  nur 
mehr  eine  Frage  des  Zufalls,  wem  es  von  den  Theoretikern, 
die  er  befragte,  zuerst  glücken  würde,  den  dazu  passenden 
theoretischen  Ansatz  ausfindig  zu  machen,  während  umgekehrt 
keiner  von  allen  diesen  Theoretikern  von  selbst  auf  den  Ge- 
danken  des  Schiffskreisels  gekommen  wäre.  Diese  Überlegung 
führt  ohne  weiteres  zu  einer  gerechten  Würdigung  des  Wertes 
der  einzelnen  Leistungen,  die  zusammen  wirken  mußten,  um  das 
Ziel  zu  erreichen. 

Der  Schlicksche  Schiffskreisel  besteht  in  einem  Ereisel- 
pendel,  das  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  behandelten  in 
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einer  gewissen  Verwandtschaft  steht.  Denkt  man  sich  einen 
solchen  Apparat^  wie  er  in  Abb.  14^  S.  210,  gezeichnet  ist,  in 
einem  Schiffe  aufgehängt^  so  daß  die  horizontale  Aafhänge- 
achse  A  quer  zur  Längsachse  des  Schiffes  li^,  so  hat  man 
schon  einen  Schiffskreisel  in  seiner  einfachsten  AusfQhrungs- 
form.  An  die  Stelle  der  durch  die  Yerbiegung  der  Aufhänge- 
achse herbeigeführten ;  im  vorigen  Paragraphen  mit  %•  be- 
zeichneten Drehungen  treten  bei  dem  Schiffe  nur  weit  größere 
Drehungswinkel  wegen  der  Rollbewegungen ,  die  das  Schiff 
entweder  von  selbst  schon  infolge  des  Seegangs  ausfuhrt  oder 
zu  denen  es  auch  bei  stiller  See  dadurch  gebracht  wird,  daß 
man  das  Ereiselpendel  absichtlich  in  Schwingungen  versetzt. 
Die  Theorie  des  Vorganges  ist  freilich  etwas  umständlicher  als 
im  vorigen  Falle. 

Daß  überhaupt  eine  Wechselwirkung  zwischen  den  Roll- 
Schwingungen  des  Schiffes  und  den  Schwingungen  des  Ereisel- 
pendels  relativ  zum  Schiffe  besteht,  ist  für  den  Leser,  der  sich 
bereits  mit  den  vorhergehenden  Paragraphen  bekannt  gemacht 
hat,  ohne  weiteres  klar.  Die  nächstliegende  Frage  ist  aber 
die,  ob  diese  Wirkung  bei  den  großen  Abmessungen 
und  Massen  des  Schiffes  gegenüber  den  dagegen  not- 
wendig sehr  viel  kleineren  des  Schwungrades  aus- 
reichend groß  gemacht  werden  kann,  um  einen  hin- 
reichenden Erfolg  der  Vorrichtung  zu  ermöglichen. 
Oder  mit  anderen  Worten  die  Frage:  wie  stark  man  den  Kreisel 
jedenfalls  machen  muß,  damit  ein  solcher  Erfolg  überhaupt  er- 
wartet werden  kann,  wobei  es  als  eine  spätere  Sorge  betrachtet 
werden  darf,  wie  man  die  Einrichtung  zu  treffen  hat,  um 
diesen  an  sich  hiermit  ermöglichten  Erfolg  auch  wirklich  zu 
erreichen. 

Dazu  genügt  eine  ganz  einfache  Betrachtung,  die  von  allen 
weiteren  Untersuchungen,  die  sich  notwendig  an  bestimmte 
Annahmen  halten  müssen,  über  deren  Berechtigung  im  einzelnen 
man  verschiedener  Meinung  sein  kann,  ganz  unabhängig  ist 
und  die  daher  hier  an  den  Anfang  der  ganzen  Theorie  gestellt 
werden  soll. 
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Wir  stützen  uns  dazu  auf  den  Flächensatz  ^  den  wir  auf 
den  aus  dem  Schifife  samt  dem  darin  aufgehängten  Kreiselpendel 
bestehenden  Punkthaufen  anwenden.  Das  Schiff  liege  zuerst 
ruhig  in  ruhigem  Wasser  und  der  Kreisel  Yom  Trägheits- 
momente J  rotiere  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  in  dem 
ruhig  herabhängenden  Pendelrahmen.  Dann  möge  vom  SchifiFe 
aus  durch  Einwirkung  einer  him*eichend  großen  Eraft;^  die  für 
den  ganzen  Verband  eine  innere  Kraft  ist,  der  Kreiselrahmen 
eine  Drehung  um  einen  Winkel  ^  in  kurzer  Zeit  erfahren.  Es 
fragt  sich,  wie  sich  das  Schiff  diesem  Vorgänge  gegenüber  ver- 
hält. Hierbei  dürfen  wir  annehmen,  daß  sich  das  Schiff  während 
der  kurzen  Dauer  des  Stoßyorganges,  der  den  £[reiselrahmen 
aus  seiner  lotrechten  Lage  verrückte,  nicht  merklich  aus  seiner 
anfänglichen  Lage  entfernt  hat,  so  daß  alle  äußeren  Ej^fte, 
also  das  Gewicht  und  der  Auftrieb,  die  auf  den  ganzen  Verband 
wirken,  während  der  Stoßzeit  im  Gleichgewichte  miteinander 
bleiben.  Dann  muß  nach  erfolgter  Drehung  des  Kreiselrahmens 
der  Schwerpunkt  des  ganzen  Punkthaufens  in  Ruhe  und  der 
Drall  nach  Größe  und  Richtung  unverändert  geblieben  sein. 
Hat  sich  also  der  Schwerpunkt  des  Kreiselrahmens  gehoben, 
so  muß  der  Schwerpunkt  des  Schiffskörpers  ein  wenig  gesunken 
sein.  Diese  Bewegung,  die  ganz  unabhängig  davon  ist,  ob  das 
Schwungrad  rotiert  oder  nicht,  ist  aber  jedenfalls  ganz  un- 
heblich  und  kann  weiterhin  außer  Betracht  bleiben.  Dazu  kommt 
eine  zweite  Bewegung  des  Schiffskörpers,  die  ebenfalls  zu  ver- 
nachlässigen ist,  nämlich  eine  geringe  Drehung  im  Sinne  einer 
Stampfbewegung.  Wegen  der  Drehung  des  Kreiselrahmens  in 
einer  Richtung  muß  sich  nämlich  der  Schiffskörper  um  einen 
leicht  zu  berechnenden,  jedenfalls  aber  sehr  geringen  Betrag 
in  der  entgegengesetzten  Richtung  drehen.  Daß  es  auf  diese 
Bewegung  weiterhin  nicht  ankommen  kann,  geht  ebenfalls  am 
deutlichsten  daraus  hervor,  daß  sie  der  Größe  nach  ganz  un- 
abhängig davon  ist,  ob  der  Kreisel  rotiert  oder  nicht. 

Von  ganz  anderer  Größenordnung  ist  dagegen  die  Be- 
wegung, die  dem  Schiffskörper  von  dem  schnell  rotierenden 
Schwungrade   wegen  der   Richtungsänderung  des   Kreiseldralls 

FOppl,  höhere  Dynamik.  15 
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aufgezwungen    wird.      Dieser    Drall    hat    nach    wie    Yor    die 

^ö^®  B^Jw,  (218) 

während  er  aus  der  Richtung  8^  ^  ^^®  Richtung  8^  (Abb.  15) 
Obergeföhrt  wird.    Dem  entspricht  eine  Inderang  des  Yekton 

Da    sich   der  Drall   des  ganzen  Punkthaufens   nicht  geändert 
haben  kann,  muß  daher  dem  Schiffskörper  eine  Drehbewegung 

erteilt  worden  sein,  die  zu  einem  mit  ^8  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Dralle  von  der  glei- 
chen Größe  gehört.  Um  die  Winkelgeschwind^- 
keit  dieser  Drehung  nach  Größe  und  Richtung 
zu  ermitteln,  zerlegen  wir  ^8  in  eine  vertikale 
und  eine  horizontale  Komponente.  Für  die 
vertikale  Komponente  V  erhalten  wir  unter 
Berücksichtigung  von  GL  (218) 

F=  B  (1  —  cos  ^)  =  J«;  (1  —  cos  V) 

und  für  die  horizontale  Komponente  H 

H  ==  Jw  sin  ^ . 

Die  beiden  Komponenten  V  und  H  fallen  in  die  Rieh- 
timgen  von  Haupttragheitsachsen  des  Schiffskörpers;  die  jeder 
von  ihnen  entsprechende  Winkelgeschwindigkeitskomponente 
erhalten  wir  daher  durch  Division  mit  dem  zugehörigen  Trägheits- 
momente des  Schiffskörpers.  Wegen  der  langgestreckten  Ge- 
stalt eines  Schiffes  sind  die  drei  Hauptträgheitsmomente  sehr 
verschieden  voneinander;  das  auf  die  Längsachse  bezogene 
Trägheitsmoment  0  ist  nämlich  kleiner  als  das  zur  vertikalen 
Achse  gehörige  Trägheitsmoment  0^  oder  als  das  zur  Querachse 
gehörige  Ö.. 

Bezeichnen  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten,  die  der  Schiffs- 
körper um  die  vertikale  Achse  und  um  die  Längsachse  erlangt 
hat,  mit  den  kleinen  Buchstaben  v  imd  h^  so  folgt 


V 


Jw  (1  —  cos  1/))       j        Jw  sin  ^ 

e;         ,    '* ä — 
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Da  0^  yiel  größer  ist  als  $y  wird  schon  aus  diesem  Grande 
i;  klein  gegen  h.  Außerdem  wird  aber  auch  bei  nicht  zu 
großem  ^  der  Zähler  Yon  i;  klein  gegenüber  dem  you  h.  Man 
sieht  daher^  daß  es  auf  die  Geschwindigkeit  t;  der 
Wendebewegung,  die  dem  Schiffskörper  durch  die  be- 
trachtete Ereiselumlegung  erteilt  wird,  nicht  an- 
kommt gegenüber  der  viel  größeren  Geschwindig- 
keit h  der  Rollbewegung. 

Wir  können  daher  unsere  Betrachtung  dahin  zusammen- 
fassen, daß  die  mit  dem  Ereiselrahmen  vorgenommene  Drehung 
eine  Rollbewegung  des  Schiffskörpers  mit  der  Geschwindig- 
keit h  zur  Folge  hat,  neben  der  außerdem  noch  einige  kleinere 
Bewegungsanteile  hervorgerufen  werden,  die  aber  gegenüber  der 
Rollbewegung  ganz  unbedeutend  sind,  so  daß  sie  für  die 
weitere  Betrachtung  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Die  Größe  h  drückt  demnach  zahlenmäßig  die  Größe  des 
Einflusses  aus,  den  wir  mit  Hilfe  eines  gegebenen  Kreisels  auf 
den  Schiffskörper  auszuüben  vermögen.  Der  darin  als  Faktor 
vorkommende  Drall  des  Kreisels  Jw  bildet  das  Maß  dieses 
Einflusses,  soweit  er  nur  von  dem  Kreisel  selbst  abhängt.  Es  ist 
daher  zweckmäßig,  in  diesem  Zusammenhange  den  Drall  Jw 
auch  als  die  Stärke  des  Kreisels  zu  bezeichnen,  um  hier- 
durch darauf  hinzuweisen,  daß  die  Größe  des  durch  den  Kreisel 
herbeizuführenden  Erfolges  in  der  Tat  nur  von  Jw  abhängt 
und  nicht  etwa,  wie  man  sonst  vielleicht  von  vornherein  ver- 
muten könnte,  von  der  lebendigen  Kraft. 

Wir  müssen  uns  aber  nun  femer  überlegen,  was  ein  be- 
stimmter Wert  von  h  für  das  betreffende  Schiff  bedeutet.  Zu 
diesem  Zwecke  vergleichen  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  h 
mit  jener  Winkelgeschwindigkeit,  die  das  Schiff  bei  einer  durch 
andere  Ursachen  hervorgerufenen  RoUschwingung  annimmt.  So- 
lange die  Ausschläge  nicht  allzu  groß  werden,  kann  man  die 
Rollbewegung  eines  Schiffes,  das  keinen  Kreisel  trägt,  als  eine 
einfache  harmonische  Schwingung  betrachten.  Diese  Bewegung 
wurde  schon  in  Band  IV,  S.  338  der  3.  Auflage  behandelt  imd 
es  zeigte  sich,  daß  die  reduzierte  Pendellänge  dafür 
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gesetzt  werden  kann^  wenn  man  unter  0  wie  vorher  das  Trägheits- 
moment für  die  Schiffslängsachse,  unter  Q  das  Gewicht  des 
Schiffes  und  unter  s  die  metazentrische  Höhe  versteht,  also  den 
Abstand  zwischen  Metazentrum  und  Schwerpunkt. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  um  den  das  Schiff  zur  Zeit  t 
gegen  die  aufrechte  Lage  geneigt  ist,  mit  97,  so  kann  daher, 
wiederum  unter  der  hier  ohne  Zweifel  hinreichend  genau  zu- 
treffenden Annahme  nicht  zu  großer  Ausschläge, 


9^  ==9^0  sin  ^]/^ 


8 

e 


gesetzt  werden,  wobei  unter  9?^^  die  Amplitude  der  Roll- 
schwingung zu  verstehen  ist.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der 
das  Schiff  durch  die  Gleichgewichtslage  geht,  sei  jetzt  mit  h^ 
bezeichnet;  man  erhält  dafür  durch  Differentiation  des  vorher- 
gehenden Ausdrucks 

Mit  diesem  Werte  von  h^  haben  wir  den  vorher  für  h 
aufgestellten  Ausdruck  zu  vergleichen*  Setzen  wir  beide  Werte 
einander  gleich,  so  können  wir  daraus  den  Rollwinkel  (p  be- 
rechnen, bis  zu  dem  das  Schiff  infolge  der  ihm  erteilten 
Winkelgeschwindigkeit  weiter  schwingt,  wenn  es  nach  Drehung 
des  Ereiselrahmens  und  Festhalten  des  Ejreisels  in  der  neuen 
Lage  sich  selbst  überlassen  wird.     Wir  finden  dann 

Jw  sin  'ijf 

Wenn  die  Wirkung  des  Kreisels  ausreichen  soU,  um  die 
durch  andere  Ursachen  hervorgerufenen  RoUbewegungen  des 
Schiffes  hinreichend  zu  bekämpfen,  muß  jedenfalls  der  nach 
dieser  Gleichung  berechnete  Ausschlag  %  der  durch  den  Kreisel 
hervorgerufen  werden  kann,  nicht  zu  klein,  sondern  nahezu  von 
der  gleichen  Größenordnung  sein,  wie  die  Ausschläge  g)^,  die 
durch  andere  Ursachen,  also  durch  den  Seegang  hervorgerufen 
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werden  können.  Wie  groß  diese  Ausschläge  ungeföhr  sind, 
ist  aus  der  ErJhhrung  hinlänglich  bekannt;  sie  hängen  einer- 
seits von  der  Starke  des  Seegangs  ab,  auf  den  man  im  be- 
sonderen Falle  zu  rechnen  hat,  und  andererseits  yon  der  Große 
des  Schiffes,  das  ihm  ausgesetzt  ist.  Wir  betrachten  daher  die 
Größe  (Pq  dieser  Ausschläge  als  eine  hinreichend  genau  ein- 
zuschätzende oder  aus  der  Erfahrung  zu  entnehmende  Eon- 
stante. Gewöhnlich  wird  q)^  in  Gradmaß  ausgedrückt  etwa 
zwischen  den  Grenzen  15®  und  30®  anzunehmen  sein,  je  nach 
der  Größe  des  Schiffes  und  dem  Fahrwasser,  in  dem  es  ver- 
kehren soll. 

In  den  Yorhergehenden  Gleichungen  kommt  der  Sinus  des 
Winkels  ^  Yor,  über  den  noch  eine  bestimmte  Annahme  zu 
machen  ist.  TJm  eine  gegebene  Ereiselstärke  hinreichend  aus- 
zunutzen, müssen  wir  ziemlich  große  Ausschläge  ^  zulassen. 
Andererseits  wollen  wir  ^  aber  auch  nicht  zu  groß  ansetzen, 
schon  um  den  durch  v  ausgedrückten  Einfluß  des  Kreisels  auf 
die  Wendebewegung  in  mäßigen  Grenzen  zu  halten.  Ich  wähle 
daher  ^  zu  45®.  Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  daß  bei  den 
Yorhergehenden  Betrachtungen  angenommen  wurde,  daß  sich 
der  Kreisel  aus  der  Mittellage  in  die  Lage  ^  bewege.  Beim 
regelmäßigen  Arbeiten  der  ganzen  Vorrichtung  wird  dagegen 
der  Kreisel  abwechselnd  nach  beiden  Seiten  hin  ausschlagen. 
Unter  der  Voraussetzung,  daß  es  uns  gelingt,  den  Kreisel  voll- 
ständig zur  Bekämpfung  der  Bollbewegungen  auszunutzen, 
haben  wir  daher  für  einen  einmaligen  Schwingungsweg  eine 
Wirkung,  wie  sie  der  Umlegung  aus  der  Lage  ^  von  der  einen 
Seite  zur  Lage  ^  auf  der  anderen  Seite  entspricht.  Die  geo- 
metrische  Änderung,  die  der  Drall  hierbei  erfährt,  ist  das 
Doppelte  des  vorher  berechneten  Wertes  von  H.  Zugleich 
wird  hierbei  für  den  ganzen  Schwingungsweg  V  zu  Null,  d.  h. 
der  Einfluß  auf  die  Wendebewegung  wird  ebenfalls  im  ganzen 
genommen  zu  NuU,  da  der  Anstoß,  der  auf  dem  halben 
Schwingungswege  in  der  einen  Richtung  erteilt  wurde,  durch 
den  darauf  erfolgenden  Anstoß  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung wieder  aufgehoben  wird. 
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Mit  Rücksicht  auf  diese  Betrachtungen  setze  ich  daher 
in    der    yorhergehenden    Gleichung    zunächst   sin  ^  —  —    und 

nehme  dann  von  g)   den   doppelten  Wert.     Damit  erhalte  ich 

cp  —  1,41  -— -_  —  • 

Von  tpQ  soll  dieser  Wert  einen  angemessenen  Brachteil  aus- 
machen, etwa 

(p  =  m<pQ, 

wobei  m  ein  Erfahrungskoeffizient  ist^  dessen  zweckmäßige 
Festsetzung  aus  Versuchen  mit  ausgeführten  Ereiselschiffen  zu 
entnehmen  sein  wird.  Setzt  man  dies  ein  und  löst  die  vorher- 
gehende Gleichung  nach  Jw  auf^  so  erhält  man 

^^-^tnVQ^o  (219) 

Das  ist  also  die  Formel  für  die  Ereiselstärke,  die 
jedenfalls  nötig  ist^  um  die  Rollbewegungen  mit  dem 
Kreisel  wirksam  bekämpfen  zu  können. 

Bei  der  ersten  Aufstellung  der  Formel  lagen  natürlich 
keine  Erfahrungen  zur  Ermittelung  des  Wertes  von  m  vor; 
man  war  yielmehr  ausschließlich  auf  eine  Schätzung  angewiesen. 
Ich  nahm  diese  Schätzung  in  der  Art  vor,  daß  ich 


J^-i^oVQsO  (220) 

setzte,  was  einem  Werte  des  Koeffizienten  m  von  rund  0,28 
entspricht.  Mit  anderen  Worten  heißt  dies,  daß  ein  Schiff, 
für  das  man  den  Ausschlag  (p^  zu  20^  anzunehmen  hatte, 
durch  einmaliges  Umlegen  des  nach  dieser  Formel  berechneten 
Kreisels  aus  der  Lage  ^  «  —  45®  in  die  Lage  ^  =  -f  45®  einen 
Anstoß  erhält,  der  eine  RoUbewegung  mit  Ausschlägen  Yon 
4,6®  hervorzubringen  oder  auch  zu  vernichten  vermag.  Dies 
sah  ich  als  hinreichend  an,  weil  ja  die  größten  Ausschläge  (p^^ 
des  kreisellosen  Schiffes  nicht  plötzlich  durch  einen  einzigen 
Anstoß,  sondern  durch  wiederholtes  Auftreffen  von  Wellen  in 
zufällig  günstigem  Zusammentreffen  hervorgebracht  werden  und 
der  Kreisel  während  dieses   wiederholten  Anpralls  der  Wogen 
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mehrere  Ausschläge  machen  kami,  die  ein  Anwachsen  zu 
größeren  Werten  q)^  leicht  yerhindem  können.  Ich  nahm 
sogar  an^  daß  der  Wert  in  Gl.  (220)  schon  etwas  hoch  ge- 
griffen sei  und  yieUeicht  auf  Orund  der  Erfahrung  in  Zukunft 
yermindert  werden  dürfe. 

Bis  jetzt  sind;  soweit  mir  bekannt  ist,  drei  Schiffe  mit 
einem  nach  dieser  Formel  berechneten  Kreisel  ausgerüstet 
worden.  Mit  dem  ersten  dieser  Schiffe,  dem  ,,Seebär^,  habe 
ich  auch  selbst  einmal  eine  Probefahrt  mitgemacht.  Das  Er- 
gebnis hat  allgemein  befriedigt,  da  die  BoUschwingungen  bis 
auf  einen  kleinen  Rest  yon  etwa  1,5  bis  2®  vernichtet  wurden. 
Nach  dem,  was  ich  über  die  Ergebnisse  mit  den  andern  beiden 
Schiffen  erfahren  habe,  hat  sich  auch  bei  ihnen  die  Formel  (220) 
bewährt.  Meine  anfängliche  Vermutung,  daß  der  Kreisel  wohl 
noch  etwas  schwächer  als  nach  GL  (220)  gehalten  werden  dürfte, 
hat  sich  dagegen  nicht  bestätigt.  Man  wird  daher  bis  auf 
weiteres  an  dieser  Formel  festhalten  müssen. 

Man  kann  dies  auch  um  so  mehr,  als  die  Formel  ohnehin 
in  (Pq  noch  einen  Faktor  enthält,  der  nicht  ohne  weiteres  in 
bestimmten  Zahlen  gegeben  ist,  sondern  der  selbst  erst  noch 
auf  Grund  der  Erfahrung,  die  sich  in  diesem  Falle  allerdings 
auf  die  gewöhnlichen,  in  großer  Zahl  vorhandenen  Schiffe  ohne 
Kreisel  bezieht,  eingeschätzt  werden  muß.  Es  steht  aber  nichts 
im  Wege,  die  Formel  (220)  auf  jeden  Fall  beizubehalten,  und 
die  Erfahrungen,  die  inzwischen  mit  Kreiselschiffen  bereits 
gemacht  sind  oder  noch  zu  machen  sein  werden,  dahin  zu  ver- 
werten, daß  sie  für  die  passende  Wahl  des  Winkels  (p^  ohne 
Bücksicht  auf  die  ursprüngliche  Bedeutung  dieses  Koeffizienten 
für  künftige  Ausführungen  die  Bichtscbnur  abgeben. 

Bei  der  Anwendung  von  Gl.  (220)  ist  zunächst  zu  be- 
achten, daß  (Pq  natürlich  nicht  in  Gradmaß,  sondern  in  Bogen- 
maß auszudrücken  ist.  Das  Schiffsgewicht  Q  oder  mit  anderen 
Worten  die  WasserverditLngung  ist  ohne  weiteres  gegeben.  Die 
metazentrische  Höhe  s  ist,  wenn  sie  nicht  schon  bekannt  sein 
sollte,  durch  einen  besonderen  Versuch  an  dem  fertigen  Schiffe 
leicht  zu  ermitteln,  indem  man  beobachtet,   um  wieviel  sich 
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das  Schiff  bei  einer  einseitigen  Belastung  oder  bei  der  Belastung 
durch  ein  Kräftepaar  schief  stellt.  Aus  den  Betrachtungen  in 
Band  I^  S.  401  der  3.  Aufl.  geht  dies  ohne  weiteres  hervor. 

Das  Trägheitsmoment  6  des  Schiffes  entnimmt  man  am 
einfachsten  einer  Angabe  über  die  Yolle  Schwingungsdauer  der 
RoUbewegungen^  die  das  Schiff  ohne  Eieisel  ausführt.  Für 
nicht  zu  große  Ausschläge  hat  man  dafür  die  Formel 


r=2:r]/^  =  2^]/ 


Entnimmt  man  hieraus  0  und  setzt  den  Wert  in  GL  (220)  ein^ 
so  geht  sie  über  in 

'r'^  =  ^'PoQsT.  (221) 

Bezeichnet  man  ferner  den  Winkel  tp^^  in  Gradmafi  aus- 
gedrückt mit  9o'>  so  daß  also 

«Po  -  ilö  VÖ 
ist,  80  läßt  sich  die  Formel  für  die  E^reiselstärke  auch 

'^«'  =•  i^  <?«^  (222) 

schreiben ;  was  für  die  praktische  Ausrechnung  manchmal  be- 
quemer ist. 

Hat  man  also  z.  B.  q)^  ^  15^,  ^  «  2000  t  —  2.10«  kg, 
s  =  1,2  m  und  T  «  8  sec,  so  folgt 

Jw  =  160000  mkg  sec. 

Wie  man  nun  den  Kreisel  baut,  um  die  erforder- 
liche Ereiselstärke  herbeizuführen,  ist  für  die  Wir- 
kung auf  das  Schiff  ganz  gleichgültig.  Man  wird  ihn 
natürlich  so  schnell  als  es  angeht  umlaufen  lassen,  um  mit 
einem  möglichst  kleinen  «7,  also  auch  mit  einem  geringen  Ge- 
wichte und  geringem  Baumbedarf  auskommen  zu  können. 

Bei  den  vorhergehenden  Betrachtungen  war  aus- 
drücklich vorausgesetzt,  daß  die  Einrichtungen  so 
getroffen   werden   könnten,   daß    der  Kreisel   in   mög- 
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liehst  günstiger  Weise  ausgenutzt  wird.  Wir  müssen 
uns  aber  jetzt  noch  Rechenschaft  darüber  geben^  ob  dies  tat- 
sächlich durchfährbar  ist  und  Ton  welchen  Umstanden  die 
günstigste  Ausnutzung  abhangt.  Zu  diesem  Zwecke  ist  es 
nötig,  das  Verhalten  des  Ereiselschiffes  unter  bestimmten  ein- 
fachen, mehr  oder  weniger  willkürUch  gewählten  Voraus- 
setzungen näher  zu  untersuchen.  Die  Ergebnisse,  zu  denen 
man  dabei  gelangt,  haben  zwar  an  sich,  den  beschenkten  Vor- 
aussetzungen entsprechend,  auch  nur  einen  beschränkten  Wert; 
trotzdem  liefern  sie  aber  eine  geeignete  Unterlage  für  die 
weitere  Beurteilung  der  ganzen  Einrichtung. 

§  42.    Schwingungen  des  Ereiselsohiffes  ohne  Einwirkung 

äuAerer  Anstöße. 

Ich  setze  jetzt  einen  beliebigen  Anfangszustand  der  BoU- 
bewegung  des  Schiffes  und  der  Pendelbewegung  des  Ereisel- 
rahmens  Toraus  und  betrachte  den  weiteren  Fortgang  dieser 
Bewegung  unter  der  Annahme,  daß  von  außenher  kein  weiterer 
Anstoß  mehr  erfolgt.  Von  äußeren  Kräften  soU  also  nur  das 
Gewicht  und  der  Auftrieb  des  Wassers  wirken  und  zwar  so, 
daß  Gewicht  und  Auftrieb  ein  Elräftepaar  miteinander  bilden, 
dessen  Moment  für  einen  nicht  zu  großen  BoUwinkel  (p  genau 
genug  gleich  q^^ 

gesetzt  werden  kann,  wenn  Q  wiederum  das  Gewicht  und  $ 
die  metazentrische  Höhe  bedeutet 

Wir  setzen  femer  voraus,  daß  das  Schiff  im  Anfangszu- 
stande nur  roUte  und  nicht  stampfte.  Daim  wird  zwar  im 
weiteren  Fortgange  auch  eine  geringe  Stampfbewegung  gerade 
infolge  der  Schwingungen  des  Ej*eiselrahmens  eintreten;  aber 
diese  ist,  wie  eine  einfache  Überschlagsrechnung  zu  lehren 
vermag,  so  gering,  daß  sie  gar  keine  Bedeutung  hat  und  des- 
halb hier  auch  nicht  naher  berücksichtigt  werden  soll.  Wir 
begnügen  uns  vielmehr  mit  der  Aufstellung  einer  Bewegungs- 
gleichung für  die  Änderung  der  die  SchiffssteUung  beschreibenden 
Koordinate  q). 
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Um  die  Bewegangsgleichungen  abzuleiten,  kann  man  sich 
des  Yerfahrens  Ton  Li^range  bedienen.  Wenn  man  yon  yom- 
herein  im  Zweifel  darüber  ist,  wie  weit  man  mit  den  Yemach- 
ISssigongen  einzelner  Bewegangsanteile  gehen  darf,  empfiehlt 
60  sich  auch,  diesen  freilich  etwas  mühsamen  Weg  einzuschlagen. 
Man  führt  dann  außer  g>  noch  eine  zweite  Koordinate  zur  Be- 
schreibung der  Lage  des  Schiffes  ein,  den  Stampfwinkel,  wie 
wir  in  leicht  yerständlicher  Ausdrucksweise  dafür  sagen  wollen. 
Aber  hier  begnüge  ich  mich  damit,  auf  diesen  Weg  hinzu* 
weisen  für  den  Fall,  daß  der  Leser  das  Bedürfnis  empfinden 


Abb.  16. 


soUte,  sich  über  den  Betrag  der  von  mir  yernachlässigten 
Glieder  genauere  Rechenschaft  zu  geben;  ich  selbst  werde  aber 
die  Rechnung  ausschließlich  auf  den  Flachensatz  stützen. 

Abb.  16  zeigt  einen  Teil  des  Schi£E3gerippes  G  mit  dem 
Ereiselrahmen  22  und  dem  Schwungrad  S  und  gibt  an,  in 
welchen  Richtungen  die  Drehung  q)  des  Schiffes  und  die  Drehung  ^ 
des  Kreiselrahmens  positiy  gezählt  werden  sollen.  Das  Schwung- 
rad möge  yon  oben  gesehen  im  Uhrzeigersinn  umlaufen.  Im 
entgegengesetzten  Falle  wäre  in  den  nachfolgenden  Gleichungen 
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die  Winkelgeschwindigkeit  w  überall  mit  entgegengesetztem 
Yorzeichen  zu  nehmen. 

Der  Drall  Jw  ist  nach  unserer  Yoraussetzung  ein  nach 
oben  gerichteter  Yektor.  Dreht  er  sich  um  den  positiven 
Winkel  dif},  so  erfährt  er  einen  nach  rom  gerichteten  Zuwachs. 
Andererseits  entspricht  einer  Drehung  um  die  Schiffslangsachse 
im  Sinne  der  positiven  fp  ein  DraU  des  Schiffskörpers^  der^  wie 
aus  der  Abbildung  hervorgeht^  nach  hinten  gerichtet  ist^  da 
eine  solche  Drehung  von  hinten  gesehen  mit  der  Uhrzeiger- 
bewegung gleich  gerichtet  ist.  Die  Änderungsgeschwindigkeit 
des  Dralls  von  Schiffiskörper  und  Ejeisel  zusammengenommen 
kann  daher  gleich 

gesetzt  werden,  wenn  ein  nach  Tom  gerichteter  Zuwachs  mit 
dem  positiven  Zeichen  versehen  wird.  Nach  dem  Flächensatz 
ist  dieser  Ausdruck  gleich  dem  statischen  Momente  der  äußeren 
Kräfte  zu  setzen.  Yorher  war  schon  bemerkt,  daß  die  äußeren 
ELräfte  ein  Eräftepaar  vom  Momente  Qstp  bilden.  Das  Eräftepaar 
sucht  das  Schiff  wieder  in  die  aufrechte  Lage  zurückzudrehen. 
Das  ist  eine  Drehung,  die  von  hinten  gesehen  der  TJhrzeiger- 
bewegung  entgegengerichtet  ist.  Der  Momentenvektor  des 
Eräftepaars  geht  daher  nach  vom  und  ist  mit  positivem  Yor- 
zeichen in  die  Gleichung  des  Flächensatzes  einzusetzen.  Man 
erhält  also 

-^'w  +  ^'^t-^'^P  (223) 

als  Bewegungsgleichung  für  das  Schiff. 

Hierzu  muß  noch  eine  Bemerkung  gemacht  werden.  Bei 
der  Ableitung  der  Gleichung  vnirden  kleine  Drehungen  97  und  ^ 
vorausgesetzt.  Wenn  aber  auch  fp  unbedenklich  als  klein  an- 
gesehen werden  darf,  so  gilt  dies  keineswegs  mit  demselben 
Rechte  für  den  Winkel  ^^  denn  tatsächlich  läßt  man  den  Ereisel- 
rahmen  um  große  Winkel  schvringen.  Eigentlich  muß  man 
daher  dem  letzten  Gliede  auf  der  linken  Seite,  das  die  Eomponente 
der  Änderung  des  Ereiseldralls  in  der  Schiffs^ngsrichtung  an- 
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geben  soll,  noch  den  Faktor  cos  ^  beifügen.  Aber  ich  sehe 
davon  ab  und  begnüge  mich  mit  der  Durchführung  der  Rechnung 
unter  der  Voraussetzung  kleiner  Ausschlage  auch  für  den  Kreisel- 
rahmen,  bei  denen  cos  ^ »  1  gesetzt  werden  kann.  Denn 
tatsächlich  handelt  es  sich  ja  jetzt  nicht  darum,  einen  Vorgang 
genau  zu  untersuchen,  so  wie  er  in  Wirklichkeit  eintritt,  sondern 
zunächst  nur  um  ein  Beispiel  für  eine  mögliche  Bewegung. 

Femer  ist  noch  zu  bemerken,  daß  bei  der  Aufstellung  der 
Gleichung  auch  keine  Bücksicht  auf  die  Dämpfung  genommen 
ist,  die  die  BoUschwingungen  des  Schiffes  durch  den  Wasser- 
widerstand erfahren.  Das  ist  deshalb  zulässig,  weil  diese 
Dämpfung  in  der  Tat  nur  gering  ist  gegenüber  jener,  die  durch 
den  Kreisel  herbeigeführt  wird. 

Nun  ist  noch  eine  Bewegungsgleichung  für  die  pendelnde 
Bewegung  des  Kreiselrahmens  zu  bilden.  Denken  wir  uns 
zunächst  den  Kreiselrahmen  in  seiner  Mittellage  relativ  zum 
Schiffe  festgehalten,  so  läßt  sich  nach  dem  Flächensatze  leicht 
berechnen,  wie  groß  das  Kräftepaar  sein  muß,  das  vom  Schiffs- 
körper auf  ihn  übertragen  werden  muß.  Der  Kreiselrahmen 
führt  nämlich  in  diesem  Falle  mit  dem  Schiff  zusammen  die 
BoUbewegungen  aus  und  der  nach  oben  gekehrte  Drallvektor 
Jw  erfahrt  bei  einem  positiven  Zuwachs  des  Winkels  dq>  eine 
Ablenkung,  die  einem  in  Abb.  16  nach  rechts  hin  gehenden 
Zuwachs  entspricht.  Das  Kräftepaar,  das  von  den  Lagern  her 
auf  den  Kreiselrahmen  ausgeübt  werden  muß,  um  ihn  gegen 
das  Schiff  festzuhalten,  hat  daher  einen  horizontal  nach  rechts 
hin  gerichteten  Momentenvektor  von  der  Größe 

Lassen  wir  hierauf  dieses  Ki^tepaar,  das  den  Kreisel  fest- 
hielt, fortfallen,  so  erfährt  der  Kreiselrahmen  eine  Winkelbe- 
schleunigung von  derselben  Größe  und  Bichtung,  als  wenn  im 
ruhenden  Schiffe  ein  Kräffcepaar  von  demselben  Momentenvektor 
mit  entgegengesetzter  Bichtung  darauf  einwirkte.  Der  Momenten- 
vektor dieses   beschleunigenden  Kräftepaars,   zu  dem   sich  die 
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zweiten  Zusatzkrafte  der  Relativbewegang  zasammenfasseii 
lassen,  ist  daher  in  Abb.  16  naeb  links  gerichtet. 

Weiter  wirkt  das  statische  Moment  des  Gewichtes  des 
ganzen  Ereiselpendels  anf  die  Schwingung  des  Ereiselrahmens 
ein.  Wir  nehmen  an,  daß  der  Schwerpunkt  tiefer  liegt  als 
die  Anfhängeachse.  Bei  einem  positiven  Ausschlag  ^  des 
Pendels  dreht  dann  das  Gewicht  in  Abb.  16  von  rechts  gesehen 
entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinn. 

Femer  nehmen  wir  an,  daB  sich  der  Pendelbewegung  eine 
Reibung  von  der  Art  einer  Flüssigkeitsreibung  widersetzt.  Das 
Moment  dieser  Reibung  ist  dann  gleich 

at 

anzunehmen,  wenn  Je  eine  Eonstante  bedeutet,  die  das  Moment 
der  Reibung  für  die  Winkelgeschwindigkeit  Eins  des  Pendels 
angibt. 

Hiermit  sind  die  Kräfte  aufgezählt,  unter  deren  Einfluß 
sich  die  Schwingungen  des  Ej*eiselpendels  relativ  zum  Schiffe 
vollziehen.  Der  Winkel  tf/  und  seine  Differentialquotienten 
werden  positiv  gerechnet,  wenn  die  Drehung,  die  Winkelge- 
schwindigkeit oder  die  Winkelbeschleunigung  von  rechts  her 
gesehen  im  Uhrzeigersinn  erfolgen.  Das  Moment  der  Zusatz- 
kräfte und  des  Gewichtes  geht,  wie  wir  vorher  feststellten,  im 
entgegengesetzten  Sinne  und  auch  das  Moment  der  Reibung 
geht  im  entgegengesetzten  Sinne  mit  der  Geschwindigkeit.  Wir 
haben  daher  für  die  Bewegung  des  Ereiselpendels  relativ  zum 
Schiffe  die  Gleichung  zu  bilden 

Hierbei  ist  mit  d"  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Kreisel- 
pendels samt  Kreisel  usf.,  bezogen  auf  die  Aufhängeachse,  be- 
zeichnet, femer  mit  p  das  Gewicht  dieser  Teile  und  mit  r  der 
Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Aufhängeachse. 

Auch  bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichung  ist  voraus- 
gesetzt, daß  die  Ausschläge  des  Kjreiselrahmens  klein  bleiben. 
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Denn  eigentlich  wäre  sonst  f&r  das  statische  Moment  des  Ge- 
wichtes pr  sin  ^  an  Stelle  Ton  prti;  einzusetzen.  Für  unsere 
Zwecke  reicht  es  aber  ans,  die  Bewegung  zunächst  einmal  unter 
der  Annahme  kleiner  Aufschläge  zu  untersuchen,  womit  die 
Gleichungen  eine  für  die  Integration  möglichst  bequeme  Form 
annehmen. 


§  43.    Integration  der  Bewegnngsgleiohungen. 

Wir  schreiben  die  beiden  Bewegungsgleichungen  (223)  und 
(224)  nochmals  in  der  Form 


(225) 


zusammen.  Um  daraus  die  Variable  ^  zu  eliminieren ^  dif- 
ferentiieren  wir  die  zweite  Gleichung  nach  t  und  führen  hierauf 
den  aus  der  ersten  Gleichung  zu  entnehmenden  Ausdruck  für 

-j^  in  sie  ein.  Man  erhält  dann  für  q)  die  lineare  Differential- 
gleichung vierter  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten 

dt''  '^^'M\e"^  W^  ~¥e~)'d^'^    'Welt 

(226) 

In   derselben  Weise  kann  man  auch  die  Variable  97  aus 
den  Bewegungsgleichungen  (225)  eliminieren^  indem  man  die 

erste   von  ihnen  nach  t  differentiiert  und  hierauf  -^  aus  der 

at 

zweiten  Gleichung  in  sie  einsetzt.  Wenn  man  dies  ausführt, 
überzeugt  man  sich,  daß,  wie  immer  in  Fällen  dieser  Art,  die 
Differentialgleichung,  der  ^  genügen  muß,  genau  mit  der  für 
97  aufgestellten  übereinstimmt. 

Zur  Vereinfachung  der  weiteren  Rechnung  führen  wir  die 
folgenden  Abkürzungen  ein: 
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k 


(227) 


womit  Gl.  (226)  übergeht  in 

d*<p  d*tf    ,        d*<p    ,        dg)    .  ^  /ooq\ 

Die  Koeffizienten  a  sind  ihrer  Definition  nach  sämtlich 
positive  Größen^  denn  die  einzige  in  61.  (227)  auftretende 
ßröBe^  die  auch  negativ  werden  könnte^  nämlich  w,  tritt  darin 
nur  im  Quadrate  auf.  Dagegen  können  a^  und  a^  auch  gleich 
Null  werden^  nämlich  dann,  wenn  A;  -»  0  ist,  d.  h.  wenn  man 
den  Ereiselrahmen  so  aufhängt,  daß  die  sich  seiner  Bewegung 
widersetzende  Reibung  vemachlässigt  werden  kann.  Dieser  Fall 
hat  für  uns  als  Grenzfall  Bedeutung  und  wird  durch  die  all- 
gemeinere Betrachtung  schon  mit  umfaßt. 

Am  einfachsten  integriert  man  Gleichungen  von  der  Form 
(228)  zunächst  mit  Hilfe  von  Exponentialfunktionen.  Setzt 
man  nämlich 

so  wird  dadurch  die  Gleichung  befriedigt,  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  cc^  eine  Wurzel  der  Bedingungsgleichimg 

«^  +  tti«*  +  a,a*  +  a^a  +  a^  =  0,  (229) 

der  sogenannten  charakteristischen  Gleichung  ist.  Da  diese 
Gleichung  vierten  Grades  im  allgemeinen  vier  voneinander  ver- 
schiedene Wurzeln  hat^  kann  man  auch  das  allgemeine,  mit  vier 
willkürlichen  Eonstanten  behaftete  Integral  der  Differential- 
gleichung aus  einer  Summe  von  Gliedern  von  dieser  Form  zu- 
sammensetzen, also 

(f  «  ^c«i'+  ^6««'+  ^e««*+  Ä^e''*'.  (230) 
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Wir  müssen  uns  jetzt  ein  urteil  darüber  yerschaffen,  welche 
Eigenschaften  den  Wurzeln  cc^  bis  a^  zukommen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  dieBeantwortung  dieser 
Frage  für  den  Orenzfall  des  ungebremsten  Kreisels, 
also  far  Ä;  =■  0,  womit  a^  =  0  und  a,  =  0  wird.  Die  charakte- 
ristische Gleichung  vereinfacht  sich  dann  zu 

woraus  sofort 


folgt.  Da  a^  und  a^  positiv  sind,  folgt  hieraus,  daß  beide  Werte 
Ton  a*  negativ  werden.  Die  Wurzel  auf  der  rechten  Seite  bleibt 
nämlich  jedenfalls  reell.  Man  erkennt  dies,  indem  man  die 
Werte  von  o^  und  a^  aus  den  Gleichungen  (227)  einfuhrt;  dann 
wird  nämlich 

V  \  ""  ""^  "  Y  K  V"ö~  +  «^  +  ~^^)  ^^  WT^ 


und  der  Wert  unter  dem  Wurzelzeichen  bildet  jetzt  eine  Summe 
von  Gliedern,  die  sämtlich  positiv  sind. 

Die  charakteristische  Gleichung  hat  daher  für  den 
ungebremsten  Kreisel  vier  rein  imaginäre  Wurzeln, 
die  paarweise  gleich  groß  und  von  entgegengesetzten  Vorzeichen 
sind.  Schreiben  wir  für  den  vorher  aufgestellten  Wert  von  a* 
kürzer  —  q^^  für  den  Fall  des  positiven  und  —  q^  für  den  Fall 
des  negativen  Wurzelzeichens,  so  ist 

zu  setzen.  Die  Lösung  der  Differentialgleichung  lautet  daher  jetzt 

(p  -  A^e*^*  +  A^e-*^^*  +  A^e*^-*  +  A^e'^^^K       (231) 

Tatsächlich  kann  der  Winkel  tp  nur  eine  reelle  Funktion 
der  Zeit  t  sein.  Die  willkürlich  gebliebenen  Integrations- 
konstanten A  sind  daher  so  zu  wählen,   daß  der  ganze  Aus- 
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druck  reell  wird.     Dazu  müssen  die  Ä  komplexe  Größen  sein. 

Setzen  wir  ,   .  ^  .    .    • 

^•91'=  cos  q^t  +  i  sm  q^t 

und  entsprechend  bei  den  übrigen  Gliedern^  so  erhalten  wir 

9  =  {A^  +  -4j)  cos  q^t  -\-  {A^  —  A^ i  sin  q^t 

+  {A^  +  A^  cos  q^t  +  {A^  —  A^i  sin  q^t. 

Damit  dies  reell  wird,  müssen  A^  und  A^  konjugiert  kom- 
plex sein  und  ebenso  A^  und  A^.  In  reeller  Form  lautet  daher 
die  Lösung  der  Gleichung 

q>  ^  B^  cos  q{t  +  B^  sin  q^t  +  B^  cos  q^t  +  B^  sin  q^ty  (232) 

wenn  man  jetzt  unter  den  B  beliebige  reelle  Konstanten  versteht. 
Man  kann  diese  Gleichung  noch  ein  wenig  umformen,  in- 
dem man 

g?  =  Ci  sin  {q,t  +  ft)  +  (7,  sin  {q^t  +  ft)  (233) 

setzt,  worin  die  C  und  ß  die  vier  willkürlichen  Eonstanten 
der  allgemeinen  Lösung  bilden.  Durch  Auflösung  des  Sinus 
der  Winkelsumme  kommt  man  nämlich  wieder  auf  die  vorher- 
gehende Form. 

Aus  Gl.  (233)  geht  hervor,  daß  sich  die  Schwingung  des 
Schiffes  aus  der  Übereinanderlagerung  von  zwei  ungedämpften 
Schwingungen  mit  verschiedener  Schwingungsdauer  zusammen- 
setzt.    Für  die  Schwingungsdauem  erhält  man 


-^1  ^  ^  ^ 


''  y^\a.-v<^^) 


Tr  2  TT  aTT 

a 


«       «. 


■)/|- («, + y<  -  404) 


(234) 


Nun  bleibt  noch  ^  zu  ermitteln.  Wir  sahen  vorher,  daß 
^  derselben  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  genügen  muß 
wie  q>  und  daß  es  sich  daher  auch  in  derselben  allgemeinen 
Form  darstellen  lassen  muß.  Aber  die  Integrationskonstanten, 
die  dabei  auftreten,  sind  nicht  mehr  willkürlich,  nachdem  die 

FOppl,  höhere  Dynamik.  16 
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Yon  (p  bereits  gewählt  sind,  sondern  sie  sind  von  den  in  dem 
Ausdrucke  für  (p  yorkommenden  abhängig. 

Wir  greifen  daher  auf  die  erste  der  Gleichungen  (225) 
zurück,  in  die  wir  (p  so  einsetzen,  wie  es  in  61.  (2ü0)  dargestellt 
war.     Dann  erhalten  wir 

woraus  durch  Integration  nach  t 

folgt,  unter  Ä^  ist  eine  neue  Integrationskonstante  zu  yer- 
stehen,  die  aber,  wie  beim  Einsetzen  in  die  zweite  der  Glei- 
chungen (225)  hervorgeht,  gleich  Null  zu  setzen  ist. 

Diese  Gleichung  gibt  übrigens  ganz  allgemein  den  Aus- 
druck für  ^  an,  der  zu  dem  für  (p  gehört,  nicht  nur  für  den 
ungebremsten,  sondern  auch  für  den  gebremsten  Kreisel.  Für 
den  ungebremsten  Kreisel  geht  dagegen  die  Gleichung  über  in 

Die  ersten  beiden  Glieder  lassen  sich  zusammenfassen  und 
ebenso  auch  die  beiden  folgenden,  die  ich  nicht  angeschrieben 
habe.     Man  findet  zunächst 

^  ^     q^Jw     (l^  (cosg^^-f-  ising^^) — ^  (cosgi^--tsingi^))-f-etc., 

"^  ^'q^Jw^  (^'7^  ®^®  ^1^  +  (^  +  ^)  sin  ^1^)  +  etc., 

=  ^^^  (-  ^2  cos  q,t  +  B,  sin  q, t)  +  etc.  (236) 

Im  letzten  Ausdrucke  sind  die  komplexen  Konstanten  Ä 
durch  dieselben  reellen  Konstanten  B  ersetzt,  die  schon  in 
Gl.  (232)  vorkamen. 


§  43.    Integration  der  Bewegangsgleichnngen  (Schiffskreisel).      243 

Auch  dieser  Ausdruck  läßt  sich  noch  weiter  so  umformen^ 
wie  es  mit  g>  in  Gl.  (233)  geschehen  war.     Wir  setzen  also 

^  =  Zi  sin  (g^t  +  *i)  +  Z,  sin  {q,t  +  *,) ,  (237) 

und  es  handelt  sich  dann  noch  darum;  die  Konstanten  K  und 
d  in  den  ftir  (p  gültigen  Konstanten  C  und  ß  auszudrücken. 
Zunächst  liefert  der  Vergleich  der  letzten  Gleichung  mit  der 
vorhergehenden 

2r,  cos  d,  -  B,  «^F^    1 


q^Jw 


ir,sin*,  =  -J5,«^-^ 


e 


(238) 

qiJw 

Ebenso   erhält  man   aus  dem  Vergleiche  der  beiden  Glei- 
chungen (233)  und  (232) 

Gl  sin  ßi  =  J5i    und     C^  cos  ft  «  5, .  (239) 

Hieraus  folgt  für  die  Winkel  ß^  und  d^ 

tgft  =  ^     und     tgd,--A 

und  daher  besteht  zwischen  ß^  und  d^  die  Beziehung 

tg/3itg(Ji=-l. 

Das  ist  aber  die  Bedingung  dafür,  daß  sich   die  beiden 

Winkel    um    einen  Rechten  yoneinander  unterscheiden.     Wir 
setzen  also 

fi-A±l,  (240) 


2 

wobei  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  zunächst  unbestimmt 
bleibt. 

Femer  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (238) 

und  aus  den  Gleichungen  (239) 
hiermit  also 

ir,-±o,«^.  (241) 

16* 
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Auch  hier  ist  das  Vorzeichen  zunächst  unbestimmt  und 
zwar  hängt  die  Wahl,  die  hier  zu  treffen  ist,  von  der  ab,  die 
in  GL  (240)  getroffen  wird,  denn  wie  aus  61.  (237)  hervorgeht, 
ändert  sich  t  nicht,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  E^  um- 
kehrt und  zugleich  den  Winkel  d^  um  zwei  Rechte  vergrößert 
oder  verkleinert.  Zur  näheren  Bestimmung  der  Vorzeichen 
können  wir  daher  festsetzen,  daß  unter  C^  und  K^  stets  posi- 
tive Werte  verstanden  werden  sollen,  womit  dann  ß^  und  d^ 
ihre  nähere  Bestimmung  erhalten.  Diese  Wahl  empfiehlt  sich 
nämlich,  weil  C^  und  K^  die  Schwingungsamplituden  angeben 
und  die  Formeln  die  einfachste  Deutung  erhalten,  wenn  man 
sie  so  einrichtet,  daß  die  Amplituden  darin  durch  positive 
Größen  wiedergegeben  werden.  Wie  das  Vorzeichen  des  zweiten 
Gliedes  in  Gl.  (240^  zu  diesem  Zwecke  zu  wählen  ist,  ergibt 
sich  durch  Einsetzen  der  Werte  von  g?  und  ^  in  die  erste  der 
Gleichungen  (225).  Diese  wird  unter  der  Voraussetzung,  daß 
Cj  und  K^  beide  positiv  sein  soUen,  nur  dann  identisch  erfüllt, 
wenn  man 

setzt.  —  Was  bisher  für  die  Konstanten  K^  und  d^  besprochen 
wurde,  läßt  sich  in  der  gleichen  Weise  auch  auf  die  Kon- 
stanten K^  und  dg  übertragen.  Man  hat  dann  im  ganzen  die 
folgenden  Beziehungen: 


*i  =  A  — "2'  <^2  =  A  — y 


(242) 


Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  daß  K^  und  K^  nach  diesen 
Formeln  in  der  Tat  unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  w 
stets  positiv  werden,  wenn  C^  und  C^  positiv  sind,  da  q^  und 
^2  positive  Absolutbeträge  bedeuteten  und  sich  leicht  unter 
Zurückgehen  auf  die  Werte  von  q^  und  q^  zeigen  läßt,  daß 
q^^d  und  q^^d  stets  kleiner  als  Qs  bleiben  muß.  —  Anders  wäre 
freilich  die  Vorzeichenfestsetzung  zu  treffen,  wenn  der  Kreisel 
im  entgegengesetzten  Sinne  rotierte,  also  w  negativ  wäre.    In- 
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dessen  handelt  es  sich  hierbei  nnr  um  einen  ganz  untergeord- 
neten Punkt,  auf  den  jetzt  nicht  weiter  eingegangen  zu  werden 
braucht. 

Durch  die  vorstehenden  Formeln  werden  die  Be- 
wegungen des  ganzen  Verbandes  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  nach  einem  anfänglichen  Anstoß,  der  sie 
hervorrief,  weiter  keine  Störungen  mehr  darauf  ein- 
wirken, für  den  Fall  des  ungebremsten  Kreisels  voll- 
ständig beschrieben.  Es  genOgt,  wenn  ich  daraus  beson- 
ders hervorhebe,  daß  die  Schwingungen  ungedämpfk  sind,  eine 
die  ursprüngliche  Bewegung  herabmindernde  Wirkung  des 
Kreisels  unter  diesen  Umstanden  daher  nicht  stattfindet.  Femer, 
daß  der  Einfluß  des  Kreisels  sich  nur  darin  geltend  macht,  daß 
die  einfache  harmonische  Schwingung,  die  das  Schiff  ohne  den 
Kreisel  ausführen  würde,  durch  zwei  sich  übereinander  lagernde 
Schwingungen  ersetzt  wird,  eine  mit  einer  größeren  Schwingungs- 
dauer T^,  die  man  als  die  Hauptschwingung  bezeichnen 
kann,  und  eine  zweite  schnellere  Schwingung  mit  der  Schwin- 
gungsdauer Tg,  die  die  Nebenschwingung  genannt  werden  soll. 

Wählt  man  die  Kreiselstärke  nach  Gl.  (220),  so  erhält 
man  für  a,  nach  GL  (227) 

^       d   "^  ^  "^  25    ^  ' 

und  da  das  Trägheitsmoment  des  Schiffes  0  ganz  bedeutend 
größer  ist  als  die  des  Kreiselrahmens,  femer  auch  Qs  in  dem- 
selben Maße  von  höherer  Größenordnung  als  pr  ist,  so  folgt, 

daß  das  letzte  Glied   in  a,  trotz  des  kleinen  Faktors  -^  die 

beiden  vorhergehenden  unter  gewöhnlichen  Umständen  noch 
ziemlich  erheblich  übertrifft.  Hiemach  folgt,  daß  auch  o^^  er- 
heblich größer  ist  als  4a^.  Genau  genug  kann  man  daher  in 
den  Formeln  (234)  für  die  Schwingungsdauer 


yoj*  — 4a^  =  a,  — 


2a^ 


setzen  und  damit  erhalt  man  für  T^  und  T^ 
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T^ 


^.-2*V^-2«l/i 


For  ÜbencblagBredmuiigen  lassen  sicli  diese  Xähenmgs- 
formeln  zom  mindesten  yerwenden.  Sie  zeigen  insbeson- 
dere, daß,  je  stärker  der  Kreisel  gemacht  wird,  also 
je  größer  infolge  dayon  o^  wird,  um  so  mebr  T^  größer 
und  T^  kleiner  wird.  Die  Nebensdiwingongen  Ton  der 
kurzen  Schwingnngsdauer  T^  würden  natürlich  eine  sehr  un- 
liebsame Begleiterscheinung  der  Anwendung  des  Kreisels  dar- 
stellen. Bei  dem  gebremsten  Kreisel,  der  für  die  praktische 
Anwendung  allein  in  Frage  kommen  kann,  fallen  sie  jedoch  fort. 

Nachdem  der  Grenzfall  Jt  =  0  erledigt  ist,  müssen  wir  zu 
dem  allgemeineren  Falle  des  gebremsten  Kreisels  zu- 
rückkehren. Dessen  Theorie  ist  zwar  etwas  rerwickelter,  aber 
sie  kann  doch  ungefähr  in  derselben  Weise  dargestellt  werden, 
wie  wir  es  jetzt  bei  dem  ein£Eu^heren  Fall  gesehen  haben.  Die 
Hauptschwierigkeit  besteht  nur  darin,  daß  die  charakteristische 
GL  (229)  als  allgemeine  Gleichung  vierten  Grades  nicht  durch 
eine  allgemeine  Formel  aufgelöst  werden  kann,  während  doch, 
wie  wir  es  schon  an  dem  yorstehenden  einfachereu  Beispiele 
gesehen  haben,  der  ganze  Verlauf  des  Schwingangsyorganges 
in  erster  Linie  yon  den  Werten  der  Wurzeln  dieser  Gleichung 
abhangt.  Wenn  alle  KoefiBzienten  zahlenmäßig  g^eben  sind, 
gelingt  es  natürlich  leicht^  die  Gleichung  durch  Probieren  oder 
nach  einer  Näherangsmethode  aufzulösen.  Diesen  Weg  müssen 
wir  in  der  Tat  schließlich  beschreiten.  Aber  ehe  dies  ge- 
schieht, ist  es  wünschenswert,  über  die  Eigenschafken  der 
Wurzeln  der  Gleichung  noch  einige  Betrachtungen  anzustellen, 
die  ihrer  allgemeinen  Gültigkeit  wegen  yon  besonderem  Werte 
für  die  Theorie  des  Vorganges  sind.  Zu  diesem  Zwecke  schiebe 
ich  jetzt  eine  algebraische  Untersuchung  über  die  Wurzeln  der 
Gleichung  hier  ein. 
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§  44.     Hüfsbetraohtnngen    über   die   WnrBeln   der   eharak- 

teristiBOhen  Gleiohimg. 

In  der  Algebra  ist  man  gewöhnt^  die  unbekannte  einer 
Gleichung  mit  dem  Buchstaben  x  zu  bezeichnen.  Ich  schreibe 
daher  GL  (229)  jetzt  in  der  Form: 

a?*  +  a^oi^  +  a^x^  +  030;  +  a^  «  0 .  (243) 

Außerdem  empfiehlt  sich  aber  auch  noch  eine  andere  Be- 
zeichnung der  Koeffizienten.     Es  sei  nämlich 

a  =*       6=^      6-^       ^^-c  r244^ 

Den  Koeffizienten  a^  behalte  ich  also  in  der  früheren  Bedeu- 
tung bei;  während  die  übrigen  durch  die  Gleichungen  (227) 
eingeführten  Koeffizienten  a  jetzt  durch  \,  b^  und  c  ersetzt 
werden  sollen.     Die  charakteristische  Gleichung  lautet  dann 

a^  +  a^x^  +  (6,  +  62  -f  c)x^  '\'a^\x  +  W^O.     (245) 

Der  Koeffizient  a^  enthält  den  Faktor  Tc,  der  die  Stärke 
der  aii^ewandten  Bremsung  beschreibt.  Bei  einem  bestimmt 
gegebenen  Kreisel  ist  h  immer  noch  als  eine  innerhalb  weiter 
Grenzen  beliebig  veränderliche  Größe  zu  betrachten.  Die  Ein- 
richtung wird  nämlich  jedenfalls  so  getroffen  werden,  daß  man 
durch  Anziehen  eines  Bremshebels  die  Bremsung  jederzeit  nach 
Bedarf  vergrößern  oder  verkleinem  kann.  Im  Gegensatze  dazu 
sind  alle  übrigen  Koeffizienten  \j  b^  und  auch  c  durch  den 
Entwurf  des  Kreisels  in  bestimmter  Weise  festgelegt^  so  daß 
sie  nach  der  Ausführung  nicht  ohne  weiteres  verändert  werden 
können. 

Unter  diesen  Umständen  ist  es  zweckmäßige  die  Wurzeln 
der  GL  (245)  als  Funktionen  des  beliebig  veränderlichen  Ko- 
effizienten a^  aufzufassen  und  sich  die  Frage  vorzulegen,  in 
welcher  Weise  die  Wurzeln  und  hiermit  der  ganze  Bewegungs- 
vorgang sich  ändern,  wenn  man  k  oder  a^  verschiedene  Werte 
beilegt. 
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Da  alle  Koeffizienten  positiv  sind,  bann  die  Gleichung 
jedenfalls  keine  positive  reeUe  Wurzel  besitzen.  Von  den  vier 
Wurzeln  sind  daher  entweder  alle  vier  komplex,  oder  zwei 
konjugiert  komplex  und  die  beiden  anderen  reell  und  negativ 
oder  endlich  sie  sind  alle  vier  reell  und  negativ. 

Für  den  FaU  Ä  =  0,  den  wir  bereits  behandelt  haben, 
werden  alle  vier  Wurzeln  rein  imaginär.  Man  überzeugt  sich 
zunäl^hst  leicht,  daß  in  keinem  anderen  Falle  eine  rein  imagi- 
näre Wurzel  vorkommen  kann.  WoUte  man  nämlich  x  =  iq 
setzen,  so  zerfiele  Gl.  (245)  durch  Trennen  in  die  reellen  und 
imaginären  Bestandteile  in  zwei  Gleichungen,  die  sich,  wie  die 
einfache  Ausrechnung  lehrt,  widersprechen,  wenn  nicht  einer 
von  den  Koeffizienten  a^,  b^  oder  c  gleich  Null  ist.  Aber  b^ 
und  c  sihi  jedenfalls  von  Null  verschieden,  womit  der  Beweis 
erbracht  ist. 

Dagegen  sind  reelle  negative  Wurzeln  bei  geeigneter  Wahl 
von  ttj^  jedenfalls  möglich.  Verstehen  wir  nämlich  unter  p^ 
einen  positiven  Wert  von  beliebig  gewählter  Größe  und  setzen 

so  geht  Gl.  (245)  über  in 

i>i'  +  Q>i  +  h  +  c)P,'  +  b,b,  -  a,{p,'  +  b,p,)  =  0, 

und  diese  Gleichung  läßt  sich  immer  durch  einen  positiven 
Wert  von  a^,  nämlich 

P^'  +  {h+h+c)P.'  +  h.h_         (h^+c)^^^^^^         (246) 

erfüllen.  Der  Koeffizient  a^  hat  dieselbe  Dimension,  nämlich 
sec~^,  wie  x  oder  ^j.  Man  sieht,  daß  p^  jedenfalls  stets  kleiner 
sein  muß  als  das  zugehörige  %. 

Ferner  lassen  sich  unter  der  Voraussetzung,  daß  der 
Dämpfungsfaktor  Je  der  Pendelschwingungen  klein  ist,  leicht 
Näherungsformeln  für  die  vier  Wurzeln  angeben.  Zu  diesem 
Zwecke  difierentiieren  wir  Gl.  (245)  nach  a^,  wobei  eine  Wurzel  x 
der  Gleichung  als  Funktion  von  a^  aufzufassen  ist.     Für  den 
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Differentialquotienten   dieser  Wurzel  x  nach  a^   erhalten   wir 

da^  4a;»  +  3aia;«  +  2(&i  +  &,  +  c)a;  +  ai&/  ^^^^> 

Wenn  x  komplex  ist,  trifft  dies  im  allgemeinen  auch  von 
dem  Differentialquotienten  zu,  während  eine  reelle  Wurzel  auch 
einen  reellen  Zuwachs  erfährt,  wenn  man  a^  um  da^  vergrößert. 
Wenn  der  Nenner  auf  der  rechten  Seite  zu  Null  und  hiermit 
der  Differential quotient  unendlich  groß  wird,  läßt  sich  dies 
jedoch  nicht  mehr  behaupten.  In  der  Tat  wird  auch  durch 
diese  Bedingung  die  Übergangsstelle  bezeichnet,  bei  der  wäh- 
rend des  Anwachsens  von  a^  eine  vorher  komplexe  Wurzel 
in  einen  reellen  Wert  übergeht  und  dann  weiterhin  reell  bleibt. 

Wir  wenden  jetzt  Gl.  (247)  auf  den  Fall  a^  =  0  an,  fär 
den  früher  schon  festgestellt  war,  daß  eine  der  Wurzeln,  die 
wir  jetzt  x^  nennen,  gleich  iq^  ist.     Wir  erhalten  dann 


\da^  /oj  = 


Mit  den  Bezeichnungen   des  vorhergehenden  Paragraphen 
hatte  man  aber 

Ersetzen  wir  a^  und  a^  durch  die  jetzt  gebrauchten  Koeffi- 
zienten, so  erhalten  wir  nach  einer  einfachen  algebraischen 
Umformung  des  Ausdrucks 

^i'  -^{o  +  h  +  h- /(cTV-&^)'  +  4fc,c). 
Damit  findet  man  für  den  Differentialquotienten 


Dieselbe  Rechnung  läßt  sich  auch  für  die  Wurzel  x^  =  iq^ 
durchführen,  wobei  die  Bedeutung  von  q^  aus 

&^ = 1  (ö^2 + y^h^  -  4^4) 

hervorgeht.     Dies  läßt  sich  auf  die  Form 

«2*  =  i  (c  +  fci  +  ^2  +l/(c  +  6,~fcJT4^) 
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bringen  und  hiermit  erhält  man  aus  GL  (247) 


(dx^\        ^  _  C  +  &,  — 6^  +|/(c+&,  — &t)«  +  4&tc  ^        (249) 
\daj  0,^0^  4>/(c4-ft,  — &J*  +  4ftiC 

Besonders  zu  beachten  ist;  daß  für  die  Stelle  a^^O  die 
Differentialquotienten  von  x^  und  x^  beide  reell  und  negativ 
sind.  Die  vorher  rein  imaginäre  Wurzel  wird  daher  für  ein 
kleines  a^^  komplex  und  zwar  so^.daß  der  imaginäre  Anteil 
unverändert  geblieben  ist.  Bezeichnen  wir  einen  kleinen  Wert 
von  a^  mit  a^^^  so  wird  genau  genug 


,  (250) 


wobei  der  in  den  Gleichungen  (248)  und  (249)  vorkommende 
Wurzelwert  mit  W  bezeichnet  ist.  Hierbei  ist  zu  beachten, 
daß   W  jedenfalls  größer  ist,  als  c-^\  —  b^  und  kleiner  als 

Für  größere  Werte  von  a^  dürfen  diese  Formeln  aber  nicht 
mehr  verwendet  werden.  Von  einer  Untersuchung  darüber,  bis 
zu  welcher  Grenze  sie  benutzt  werden  dürfen,  mag  ihrer  Um- 
ständlichkeit wegen  hier  abgesehen  werden;  im  einzelnen, 
zahlenmäßig  gegebenen  Falle  läßt  sich  dies  durch  Probieren, 
also  durch  Einsetzen  der  Werte  in  die  Gleichung  leicht  fest- 
stellen. 

Die  Algebra  stellt  verschiedene  Verfahren  zur  Auflösung 
der  allgemeinen  Gleichung  vierten  Grades  zur  Verfügung.  Über 
die  Eigenschaften  der  Wurzeln  läßt  sich  freilich  aus  diesen 
allgemeinen  Lösungsverfahren  nicht  leicht  etwas  entnehmen, 
da  die  Beziehungen,  die  dabei  in  Frage  kommen,  zu  verwickelt 
siiid.     Und  für  die  wirkliche  Auflösung  einer  Gleichung  mit 
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gegebenen  Zahlenkoeffizienten  ist  ein  Naherungsyerfahren  kürzer 
und  daher  brauchbarer. 

Indessen  ist  ein  Auflösen  durch  Probieren  nur  dann  be- 
quem^ wenn  es  sich  um  reelle  Wurzeln  handelt^  während  man 
im  Yorliegenden  Falle  vier  oder  mindestens  zwei  komplexe 
Wurzeln  zu  erwarten  hat.  Es  wird  daher  nötig  sein,  hier  ein 
Verfahren  zu  besprechen^  das  in  diesem  Falle  bequem  zum 
Ziele  führt.  Schreiben  wir  die  Gleichung  wieder  in  der  ein- 
fachen Form 

ar*  +  ttyX^  +  a^x^  +  a^x  +  a^  =•  0 

und  verstehen  unter  x^x^  zwei  konjugierte  Wurzeln,  falls  Xy^ 
und  x^  komplex  sind,  während  die  anderen  mit  x^  und  x^  be- 
zeichnet werden,  so  kann  die  Gleichung  auch  in  die  Form 

{x  —  rCj)  {x  —  x^  (x  —  rCj)  (a;  —  xj  =»  0 

gebracht  werden,  woraus  sich 

(a?  --  (a:,  +  x^)  x  +  x^x^)  (x^  -'ix^  +  x^  x  +  x^x^  =  0 

ergibt.  Nun  sind  sowohl  x^  -{•  x^  als  x^x^  usf.  auf  jeden  Fall 
reelle  Werte,  auch  wenn  x^  und  x^  selbst  komplex  sind.  Der 
Ausdruck  vierten  Grades  läßt  sich  daher  zum  mindesten  auf 
eine  Art  in  zwei  quadratische  Faktoren  mit  reellen  Koeffi- 
zienten zerlegen.     Schreiben  wir  dafür  jetzt 

(oi?  +  m^x  +  Wj)  {x^  +  m^x  +  Wj)  -=  0,  (251) 

so  kommt  die  Aufgabe  der  Auflösung  darauf  hinaus,  die  reellen 
Größen  m  und  n  zu  ermitteln,  denn  nachdem  diese  bekannt 
sind,  folgen  die  Wurzeln  der  Gleichung  vierten  Grades  sehr 
einfach  durch  Auflösen  der  beiden  quadratischen  Gleichungen, 
in  die  sie  zerfällt.  Multipliziert  man  aus  und  vergleicht  die 
Gleichung  mit  der  ursprünglichen  Form,  so  findet  man  für  die 
m  und  n  die  folgenden  Beziehungen 

«2  =  ^1  +  Wg  -|-  m^m^ 
ag  «  WjWg  +  m^n^ 


(252) 
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Die  zweite  und  dritte  dieser  Gleichungen,  die  f&r  n^  und  ng 
von  ersten  Ghrade  sind,  lösen  wir  nach  diesen  beiden  un- 
bekannten auf  und  setzen  sie  in  die  letzte  Gleichung  ein.  Da- 
durch erhalten  wir 

Durch  einfache  Umformungen  geht  diese  Gleichung  über  in 

An  Stelle  von  m^  +  m^  können  wir  aber  nach  der  ersten 
der  Gleichungen  (252)  a^  schreiben.  Wird  außerdem  eine  neue 
Unbekannte  0  eingeführt,  nämlich 

0  =  m^  mg ,  (253) 

so  geht  die  vorhergehende  Gleichung  über  in 

0^—2(1^0^ +  £f(a^a^+a2^—4:a^+(a^aj^+a^^  —  aia^a^)^0.  (254) 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  auf  die  Auflösung  dieser  kubischen 
Gleichung  zurückgeführt,  von  der  es  genügt,  eine  reelle 
Wurzel  zu  ermitteln,  die  ja  sicher  bestehen  muß,  und  zwar 
handelt  es  sich  dabei,  wenn  drei  reelle  Wurzeln  bestehen 
sollten,  um  die  kleinste  von  ihnen,  die  sicher  zwischen  0  und 

~  liegen  muß.     Diese  Auflösung  kann  nun  durch  Probieren 

erfolgen.  Nachdem  man  0  gefunden  hat,  ergeben  sich  m^  und 
m^  leicht  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (252)  und  Gl.  (253). 
Auch  n^  und  n^  werden  hiermit  nach  der  zweiten  und  dritten 
der  Gleichungen  (252)  bekannt,  worauf  nur  noch  eine  Lösung 
der  beiden  quadratischen  Gleichungen  zu  folgen  hat. 

Für  das  Weitere  ist  es  von  Wichtigkeit,  an  die  Stelle 
der  Koeffizienten  a  in  der  vorhergehenden  Gleichung  die  in 
den  6  ausgedrückten  Werte  einzusetzen,  die  ihnen  in  unserem 
Falle  zukommen.     Man  hatte 

Femer  wird  ^      v  1  ^   2  ^   y 

-  a,%  +  (h,  -  h^y  +  2c  (b,  +  b,)  +  c\ 
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und  da  alle  Koeffizienten  a,  b  und  c  positive  Werte   hatten, 
ist  dieser  Ausdruck  auf  jeden  Fall  positiv. 
Ebenso  ermitteln  wir 

öi^«4  +  0^3^  —  a^a^a^  =  a^^bj)^  +  a^^b^  —  a^b^  (b^  +  b^+  c) 

Die  kubische  Gl.  (254)  läßt  sich  hiemach  schreiben 

5»-2(6,+  6,  +  c)0« 
+  WW  +  (K  -  hy  +  2c  (6i  +  h)  +  c^]z-  a,%c  =  0.   (255) 

Das  ist  also  die  Gleichung,  um  deren  Auflösung  es  sich 
eigentlich  handelt.  Ich  sagte  vorher,  daß  sie  durch  Probieren 
aufzulösen  sei.  Das  ist  aber  eigentlich  so  zu  verstehen:  Für 
einen  bestimmten  Kreisel  sind,  wie  ich  schon  vorher  bemerkte, 
fciftj  ^^^  c  ^on  vornherein  gegebene  Werte,  während  a^  je 
nach  dem  Anziehen  des  Bremshebels  ganz  verschiedene  Werte 
erlangen  kann.  Um  die  Wirkung  der  Vorrichtung  zu  unter- 
suchen, ist  es  daher  nötig,  für  sehr  verschiedene  Werte  von  a^ 
die  charakteristische  Gleichung  und  hiermit  zuvor  Gl.  (256) 
aufzulösen,  um  zu  erkennen,  wie  sich  ein  verschieden  starkes 
Anziehen  der  Bremse  äußert,  und  besonders  auch,  um  daraus 
den  günstigsten  Wert  der  Bremsung  abzuleiten.  Unter  diesen 
Umständen  bietet  sich  ohne  weiteres  ein  sehr  einfaches,  mit 
verhältnismäßig  sehr  geringen  Rechnungen  durchführbares  Ver- 
fahren dar.  Man  wird  nämlich  für  0  zunächst  eine  größere 
Zahl  beliebig  gewählter  Werte  annehmen  und  hierauf  aus 
Gl.  (255)  die  zugehörigen  Werte  von  a^  berechnen,  was  sehr 
schnell  möglich  ist,  da  in  dieser  Gleichung  a^  nur  in  der 
Form  a^^  vorkommt.  Auf  diese  Weise  habe  ich  seinerzeit  die 
Zahlenbeispiele  durchgerechnet,  mit  denen  ich  das  Verhalten 
eines  Kreiselschiffes  erläuterte. 

Außerdem  kann  man  aus  Gl.  (255)  noch  einen  anderen 
sehr  wichtigen  Schluß  ziehen.  Diese  Gleichung  kann  nämlich 
keine  negative  reelle  Lösung  besitzen.  Denn  wollte  man  0 
negativ  annehmen,  so  würde  nach  dem,  was  vorher  über  die 
Vorzeichen   der  Koeffizienten  bemerkt  wurde,  jedes   Glied  in 
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der  Oleichung  negativ  ausfallen  und  ihre  Summe  könnte  daher 
nicht  Null  ergeben.  Hierauf  ist  schon  bei  dem  vorher  ge- 
schilderten probeweisen  Auflösen  der  Gleichung  Bücksicht  zu 
nehmen.  Außerdem  folgt  aber  daraus  auch^  daß  m^  und  m^ 
beide  positiv  ausfallen  müssen,  da  ihre  Summe  den  positiven 
Wert  a^  und  ihr  Produkt  den  ebenfalls  positiven  Wert  0  er- 
gibt.    Löst  man  nun  die  Gleichung 

X*  +  m^x  +  »i=»  0 
nach  X  auf^  so  hat  man 


X 


=-'l-±yW^^ 


und  wenn  die  Lösung  komplex  ausfällt,  so  ist  auf  jeden  Fall 
der  reelle  Anteil  der  Wurzel  negativ. 

Hiermit  ist  bewiesen,  daß  die  charakteristische 
Gleichung  nur  solche  komplexe  Wurzeln  haben  kann, 
deren  reeller  Anteil  negativ  ist.  Dieses  Ergebnis  ist  für 
die  Theorie  des  Schwingungsvorganges  sehr  wichtig,  weil 
daraus  hervorgeht,  daß  nur  gedämpfte  Schwingungen  und  keine 
solchen  vorkommen  können,  die  mit  der  Zeit  immer  mehr  an- 
wachsen. Daß  auch  reelle  Wurzeln,  wenn  sie  überhaupt  vor- 
kommen, ebenfalls  nur  negativ  sein  können,  war  schon  früher 
auf  einfachere  Weise  erkannt  worden. 

Wünschenswert  wäre  es  ohne  Zweifel,  wenn  über  die 
Eigenschaften  der  Wurzeln  noch  mehr  festgestellt  werden 
könnte.  Für  unsere  Zwecke  genügt  aber  auch  schon  das,  was 
hier  besprochen  wurde. 

§  45.    Lösung  für  den  gebremsten  Kreisel. 

Ich  nehme  jetzt  an,  daß  die  charakteristische  Gleichung 
bereits  gelöst  sei.  Für  den  Fall,  daß  sie  vier  komplexe 
Wurzeln  besitzt,  schreibe  ich  diese  unter  Ersetzung  des  Buch- 
stabens X  durch  a 

^1 Px  +  iQi 

<h Pi  —  iQi 

a^ P2-ki7 
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SO  daß  also  nach  dem^  was  Torher  ermittelt  war,  unter  den  p 
und  q  positive  Werte  zu  verstehen  sind,  die  weiterhin  als  be- 
reits bekannt  betrachtet  werden  können.  Die  schon  in  Gl.  (230) 
aufgestellte  allgemeine  Lösung 

geht  hiermit  über  in 

Sollten  jedoch  zwei  Wurzeln,  etwa  a^  und  a^,  reell  gefunden 
sein,  so  sind  die  beiden  letzten  Glieder  in  der  ursprünglichen 
Form  stehen  zu  lassen.  Sie  geben  dann  einen  aperiodischen 
Bewegungsanteil  an,  der  mit  der  Zeit  abklingt.  Wir  wollen 
weiterhin  dahin  gestellt  sein  lassen,  ob  der  eine  oder  andere 
FaU  vorliegt,  und  uns  nur  mit  den  ersten  Gliedern  beschäftigen, 
wobei  wir  voraussetzen,  daß  «^  und  Og  sicher  komplex  seien. 
Was  darauf  noch  folgt,  deuten  wir  nur  durch  Punkte  an,  die 
im  einen  Falle,  nämlich  bei  komplexen  Werten  von  otj  und  a^, 
Glieder  von  derselben  Form  wie  die  vorhergehenden,  im  anderen 
Falle  die  ursprünglichen  Experimentalfanktionen  bedeuten. 

Durch  dieselbe  Umformung,  die  uns  früher  schon  von 
GL  (231)  zu  den  Gleichungen  (232)  und  (233)  geführt  hatte, 
erhalten  wir  jetzt  für  q) 

tp  =  6-Px*  (B^Gosq^t  +  B^  sin^iO  +  '  •  O 
-6-i'x*C,sin(g,^  +  /3,)  +  ...  r  ^       ^ 

Wegen  des  Exponentialfaktors  ist  die  Schwingungsbewegung 
jetzt  gedämpft  und  die  Größe  der  Dämpfung  hängt  von  p^  ab. 
Unter  q^  ist  hier  natürlich  ein  anderer  Wert  zu  verstehen,  als 
für  den  in  §  43  untersuchten  Fall  des  ungebremsten  Kreisels. 
Zwischen  den  Konstanten  in  den  verschiedenen  Ausdrücken 
für  9  besteht  der  Zusammenhang 

B^  =  C^  sin  /S^ ,        -Bg  =  C^  cos  ß^ 

womit  man  von  der  einen  Form  leicht  auf  eine  andere  über- 
gehen kann. 


; 


(257) 
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In  GL  (235)  war  bereits  der  zu  einer  bestimmten  Lösung 
für  (p  gehörige  Ausdruck  Yon  ^  allgemein  aufgestellt  worden^ 
nämlich,  wenn  wir  auch  jetzt  wieder  die  beiden  letzten  Glieder 
(außer  Ä^,  das  gleich  Null  war)  durch  Punkte  andeuten 

Setzen  wir  die  hier  angenommenen  Werte  Yon  a^  und  a^  ein^ 
so  geht  dies  nach  einfacher  Umrechnung  über  in 

+  e-P^^  sin q,t  [  -  j^^jT^  iPiB,  -  q,B,) 

+  ^  (-p,B,  -  q,B,) }  +  -.. 

Hiermit  ist  V'  iii  reeller  Form  dargestellt;  die  in  den  ge- 
schweiften Klammem  enthaltenen  Ausdrücke  bilden  konstante 
Koeffizienten,  die  sich  aus  den  in  der  Lösung  für  q>  yorkom- 
menden  willkürlichen  Konstanten  B  berechnen  lassen.  Jeden- 
falls läßt  sich  aber  ^  auch  in  die  Form 


^  =  6-^i'jKi  sin  (qj+  dj)  + 


(258) 


bringen  und  es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  die  etwas  mühsame 
Aufgabe,  den  Zusammenhang  zwischen  den  Konstanten  K^  und 
d^  einerseits  und  den  in  q)  yorkommenden  Konstanten  C^  und 
ß^  andererseits  klarzulegen. 
Zunächst  hat  man 


Q8 


^i»^^i  =  -wVo(^^^^  +  g^^^) 


0 


+-h{-ptsl+^^s,), 


Qs 


K,  cos  d,  =  -  j„Ji\.q^t^  (Pi S,  -  2i  B,) 


e 


-i-(p,B,  +  q,B,) 


(259) 


.(260) 


9  46.    LOgnng  fSx  den  gebremsten  Kreisel.  257 

oder  wenn  man  f&r  B^  und  B^  ihre  Werte  emsetzt, 

Kl  sin  di-C,  {-j^(p^.!^.g^.)-  (Pisinft  +  g^cosft) 

+  jS  (~^»  sin  ft  +  3i  cos  ^,) ), 

Zi  cos  d, C;  ( j^^^^TjT^  •  (ä  «OS  A  - ?i  8i°  A) 

+  Jii  (''i  ^^  ^1  +  «>  ^"^  ^i)) 
Wir  entnehmen  daraas  tg  d^  und  erhalten  dafür 

■ 

odeTy  wenn  wir  nach  sin  ß^  und  cos  /3^  ordnen, 

tff  Ä  «  a^^  Pi  {QsPi  +  Pi^  (Pi*  +  gl*))  +  cos  ft  (ggg^  -  giÖ  (Pi*  +  gl*)) 
»"1       cosß,{Q8p,+p,e{p,*  +  q,^)-smß,(Q8q,-q,e{p,^  +  q,')y 

Zur  Vereinfachung  dieser  Formel  führen  wir  einen  Winkel  y^ 
ein,  80  daß  g.  (g.-eCp.'  +  g.'))  ,„61^ 

ist.  Dividieren  wir  außerdem  noch  in  der  vorhei^ehenden  Glei- 
chung Zähler  und  Nenner  mit  cos  ßiPi{Qs  +  0(pj^  +  Qi^),  so 

geht  sie  über  in  l   o    i  j. 

tgj,^;gft  +  tgn.  (262) 

Nach   der  Formel  für  die  Tangente  einer  Winkelsumme 

folgt  aber  daraus  . 

*i  -  ^1  +  ^1  (263) 

und  hiermit  ist  der  Zusammenhang  zwischen  d^  und  ß^  in  der 
einfachsten  Weise  dargestellt.  Der  Winkel  y^  gibt  den 
Phasenunterschied  zwischen  den  Schiffsschwingungen 
(p  und  den  Ereiselrahmenschwingungen  ^  an.  Wenn 
die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  bekannt  sind, 
kann  er  nach  Gl.  i261)  leicht  berechnet  werden. 

Setzt  man  an  Stelle  des  Zeigers  1  den  Zeiger  2,  so  gelten 
alle  diese  Formeln  auch  für  den  zweiten  Bewegungsanteil,  der 

FOppl,  höhere  Dynamik  17 
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in  den  Gleichungen  für  9  und  ^  durch  Punkte  angedeutet  war^ 
unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Wurzehi  a,  und  «^  ebenfalls 
komplex  sind. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Eonstante  K^  zu  berechnen, 
die  die  Amplitude  der  Ereiselrahmenschwingung  zur  Zeit^^O 
angibt.  Wir  quadrieren  dazu  die  Gleichungen  (260)  und  ad- 
dieren sie  zueinander.  Nach  Durchführung  der  Ausrechnung, 
bei  der  sich  viele  Glieder  teils  zusammenziehen,  teils  gegen- 
einander wegheben  lassen,  finden  wir 

K^  selbst  erhalten  wir  daraus  durch  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzel. Es  fragt  sich  aber  noch,  ob  dieser  Wurzel  das  posi- 
tive oder  negative  Vorzeichen  beizulegen  ist.  Dies  hängt  damit 
zusammen,  welchen  Wert  wir  dem  Winkel  y^  geben.  Von  y^ 
ist  durch  Gl.  (261)  nur  die  Tangente  eindeutig  bestimmt.  Diese 
ändert  sich  aber  nicht,  wenn  man  den  Winkel  y^  um  zwei 
Rechte  vermehrt  oder  vermindert.  Setzt  man  dagegen  in  Gl.  (258) 
den  um  zwei  Rechte  vergrößerten  oder  verkleinerten  Winkel 
ein,  so  kehrt  sich  das  Vorzeichen  des  Gliedes  um.  Es  steht 
uns  daher  frei,  entweder  über  das  Vorzeichen  von  K^  eine  be- 
liebige Festsetzung  zu  machen  und  den  Winkel  y^  dem  ent- 
sprechend zu  wählen  oder  umgekehrt  zu  verfahren.  Es  verhält 
sich  damit  genau  so  wie  bei  der  in  §  43  für  den  ungebremsten 
Kreisel  durchgeführten  Vorzeichenbestimmung. 

Wie  damals  werden  wir  auch  hier  zunächst  voraussetzen, 
daß  w  positiv  ist,  der  Kreisel  also  von  oben  gesehen  im  Uhr- 
zeigersinne umläuft,  und  dann  verlangen,  daß  K^  einen  positiven 
Wert  erhalte.  Die  nähere  Bestimmung  des  Winkels  y^  oder 
d^  ergibt  sich  hierauf  durch  Einsetzen  der  Werte  von  (p  und  ^ 
aus  den  Gleichungen  (256)  und  (258)  in  die  erste  der  Bewegungs- 
gleichungen (225).  Dies  gestattet  zugleich  eine  willkommene 
Probe  für  die  Richtigkeit  der  vorhergehenden  Rechnungen. 
Schreibt  man  hierbei  an  SteUe  von  sin  (q^^  t  -|-  d^  nach  Gl.  (263) 
sin  {q^t  +  /3i  +  ^i)  und  entwickelt  dies  als  Sinus  der  Summe 
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der  Winkel  {q^t  +  ß^  und  y^,  so  zerfällt  nach  Einsetzen  der 
Werte  GL  (225)  in  zwei  Gleichungen^  die  man  nach  sin  y^  und 
cos  7i  auflösen  kann.     Dadurch  erhält  man 


(265) 


in  Übereinstimmung  mit  Gl.  (261).  Es  kommt  hiemach  auf 
das  Vorzeichen  des  Ausdrucks  (Qs  —  0(p^^+ q^^)  oder  mit 
anderen  Worten  auf  das  Vorzeichen  von  tg  y^  an,  denn  cos  y^ 
ist  auf  jeden  Fall  negativ.  Wenn  tg  y^  positiv  und  hiermit 
sin  y^  negativ  wird,  ist  y^,  wenn  es  positiv  sein  soU,  ein  Winkel 
im  dritten  Quadranten.  Es  ist  aber  zweckmäßiger,  bei  der  An- 
gabe eines  Phasenunterschieds  nur  Winkel  zu  verwenden,  die 
kleiner  als  zwei  Rechte  sind.  Wenn  wir  uns  diesem  Brauche 
anschließen,  haben  wir  daher  y^  in  diesem  Falle  als  einen  nega- 
tiven stumpfen  Wiakel  zu  betrachten. 

Im  entgegengesetzten  Falle,  wenn  also  tg  y^  negativ  wird, 
ist  sin  y^  positiv  und  y^  wird  ein  positiver  stumpfer  Winkel. 
Im  GrenzfaUe,  also  wenn  tg  y^  zu  NuU  wird,  ist  es  gleich- 
gültig, ob  man  y^  gleich  plus  oder  minus  zwei  Rechten  setzt. 

Ich  habe  diese  Vorzeichenbestimmung  hier  vollständig 
durchgeführt,  obschon  praktisch  daran  nichts  weiter  gelegen  ist. 

Schließlich  bemerke  ich  noch,  daß  auch  diese  Formeln 
nach  Vertauschung  des  Zeigers  1  mit  dem  Zeiger  2  ohne  wei- 
teres auch  auf  den  zweiten  Schwingungsanteil,  also  die  „Neben- 
schwingung^^  angewendet  werden  dürfen,  falls  die  Dämpfung 
nicht  groß  genug  ist,  um  diese  Bewegung  aperiodisch  zu  machen. 

§  46.    Die  günstigste  Aufhängung  des  Kreisels. 

Die  vorausgehenden  Rechnungen  gestatten  schon  einen 
ziemlich  weitgehenden  Überblick  über  die  Wirkung,  die  man 
sich  von  einem  Schififskreisel  versprechen  darf,  und  auf  die 
näheren  Umstände,  die  darauf  Einfluß  nehmen.  Denn  grund- 
legend für  die  Beurteilung  dieser  Wirkung  wird  ja  vor  aUem 

17* 
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das  Verhalten  der  Vorrichtung  sein  müssen,  für  den  Fall,  daß 
das  Schiff  durch  eine  vorübergehende  größere  Welle  einen  An- 
stoß erfahren  hat  und  hierauf  kurze  Zeit  in  yergleichsweise 
ruhigerem  Wasser  sich  selbst  überlassen  wird. 

Wir  können  aber  jetzt  auf  die  Ton  solchen  besonderen 
Voraussetzungen  ganz  unabhäugigen  allgemeinen  Betrachtungen 
in  §  41  zurückkommen,  die  zur  Festsetzung  der  für  ein  ge- 
gebenes Schiff  erforderlichen  Ereiselstarke  geführt  hatten.  Bei 
diesen  Betrachtungen  war  ausdrücklich  vorausgesetzt  worden, 
daß  eine  Einrichtung  getroffen  werden  könne,  die  eine  mög- 
lichst günstige  Ausnützung  des  Kreisels  herbeiführe.  Der 
Kreisel  wird  aber  am  günstigsten  ausgenutzt,  wenn  er  stets  in 
solcher  Bichtung  schwingt,  daß  sich  das  von  ihm  auf  das  Schiff 
übertragene  Kräftepaar  der  Schwingungsbewegung  des  Schiffes 
fortwährend  widersetzt.  Kehrt  also  das  Schiff  nach  Vollendung 
eines  Schwingungswegs  die  Richtung  seiner  Drehbewegung  um, 
so  muß  zur  gleichen  Zeit  auch  der  Kreiselrahmen  seine  Be- 
wegungsrichtung umkehren,  so  daß  auch  auf  dem  folgenden 
Schwingungswege  der  Kreisel  abermals  hemmend  auf  die  Schiffs- 
bewegung einwirken  kann.  Hat  man  dies  erreicht,  so  wirkt 
der  Kreisel  auf  das  Schiff  genau  so,  als  wenn  die  Schiffs- 
schwingungen selbst  fortwährend  abgebremst  würden. 

Nun  haben  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  den  Phasen- 
unterschied y  berechnet,  der  zwischen  den  Schwingungen  des 
Schiffes  und  des  Kreiselrahmens  eintritt,  wenn  das  Schiff  bei 
beliebig  gegebenem  Anfangszustande  weiterhin  in  ruhigem 
Wasser  sich  selbst  überlassen  wird.  Wenn  der  Kreisel  nicht 
gebremst  wird,  ist  der  Phasenverschiebuugswinkel  y  ein  Rechter, 
was  schon  in  §  43  erkannt  wurde  und  auch  aus  den  allgemei- 
neren Formeln  von  §  45  folgt.  Das  ist  für  die  Ausnutzung 
des  Kreisels  besonders  ungünstig.  Denn  es  trifft  sich 
dabei  so,  daß  der  Kreiselrahmen  die  Bewegungsrichtung  um- 
kehrt, wenn  das  Schiff  gerade  durch  die  Mittellage  hindurch- 
geht, so  daß  für  beide  Hälften  des  Schwingungswegs  die  Dreh- 
richtung des  vom  Kreisel  ausgeübten  Kräftepaars  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist,  also  für  die  eine  Hälfte  im  günstigen  oder 
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der  Bewegung  des  Schiffes  entgegengesetasten,  für  die  andere 
Hälfte  dagegen  im  ungünstigen  Sinne  geht  Die  Folge  ist  da- 
her auch;  wie  uns  schon  die  Rechnungen  über  den  ungebremsten 
Kreisel  lehrten,  daß  die  Schiffisschwingungen  überhaupt  nicht 
gedampft;  sondern  nur  etwas  yerzögert  werden,  so  daß  die 
Schwingungsdauer  dadurch  yergrößert  wird. 

Ganz  anders  ist  es  beim  gebremsten  Kreisel  und 
zwar  können  wir  hier  leicht  den  günstigsten  Zustand 
erreichen,  bei  dem  Kreiselrahmen  und  Schiff  in  glei- 
cher Phase  schwingen,  so  daß  beide  gleichzeitig  die  Be- 
wegungsrichtung umkehren  und  auch  gleichzeitig  durch  die 
Mittellage  hindurchgehen.  Wir  brauchen  nur  dafür  zu  sorgen, 
daß  tg  y^  in  ÖL  (261)  oder  sin  y^  in  Gl.  (265)  zu  Null  wird. 

Ich  sagte,  daß  das  Schiff  dann  in  gleicher  Phase  mit  dem 
Kreiselrahmen  schwinge,  und  halte  dies  auch  für  die  beste  Aus- 
drucksweise. Ich  darf  aber  nicht  unterlassen,  hinzuzufilgen, 
daß  unter  der  Voraussetzung  eines  positiyen  w  der  Winkel  y^ 
nach  den  Betrachtungen  des  Yorhergehenden  Paragraphen 
gleich  zwei  Rechten  wird.  Wer  dies  zugleich  mit  hervorheben 
will,  wird  daher  yorziehen,  zu  sagen,  daß  der  Kreiselrahmen 
bei  seinen  Schwingungen  gegen  die  des  Schiffes  um  180®  in 
der  Phase  zurückbleibe.  Aber  man  muß  bedenken,  daß  diese 
Aussage  nur  so  lange  richtig  ist,  als  w  einen  positiven  Wert 
behält.  Wenn  der  Kreisel  im  entgegengesetzten  Sinne  um- 
läuft, ist  der  Winkel  y^  vielmehr  gleich  Null  zu  setzen.  Ich 
ziehe  daher  vor,  schon  immer  dann  zu  sagen,  der  Kreisel  sei 
in  gleicher  Phase  mit  dem  Schiffe,  wenn  beide  nur  überhaupt 
zur  gleichen  Zeit  die  Bewegungsrichtung  umkehren  und  hier- 
mit auch  zur  gleichen  Zeit  durch  die  Mittellage  gehen.  Aller- 
dings kann  dies  auf  zwei  verschiedene  Arten  geschehen,  ent- 
weder so,  daß  der  Kreisel  die  Schiffsschwingung  fortwährend 
schwächt,  oder  so,  daß  er  sie  fortwährend  verstärkt.  Aber  der 
letzte  Fall  kann,  wie  sofort  aus  dem  Satze  von  der  lebendigen 
Kraft  hervorgeht,  niemals  von  selbst  eintreten;  es  müßte  viel- 
mehr eine  arbeitsleistende  äußere  Kraft  an  dem  Kreiselrahmen 
angebracht  werden,  die  ihn  zu  solchen  Schwingungen  zwingt. 
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Eine  bremsende  Eraft^  zu  deren  Überwindung  Arbeit  yerbraücht 
wird,  kann  dagegen  nur  solche  Schwingungen  zur  Folge  haben^ 
die  zu  einer  Yerminderung  der  lebendigen  Kraft  des  schwingen- 
den SchifiPes  führen. 

Die  Bedingung  für  die  günstigste  Wirkung  des  Kreisels 
wird  also  einfach  durch  die  Qleichuug 

A*  +  ?i*  =  ¥  (266) 

ausgesprochen.  Um  zu  erkennen^  was  sich  aus  dieser  Gleichung 
weiter  schließen  läßt,  gehe  ich  auf  die  Betrachtungen  in  §  44 
über  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  zurück.  Der 
eine  der  beiden  quadratischen  Faktoren,  in  die  sich  diese  zer- 
legen ließ,  kann  jetzt 

i^  +  Pi-  Hl)  {^+Pi+  kl) 
geschrieben  werden,  woraus  durch  Ausmultiplizieren 

folgt.  Die  in  GL  (251)  mit  m^  und  n^  bezeichneten  Koeffi- 
zienten sind  daher  hier 

m,^2p,,    fh^p,'  +  q,'.  (267) 

Auch  die  beiden   anderen  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung  lassen  sich  in  der  Form 

^8 Pi  +  h%j     ^4 i>2  -  H% 

darstellen  und  zwar  auch  dann,  wenn  beide  Wurzeln  reell  sein 
sollten.  Man  muß  sich  zu  diesem  Zwecke  nur  vorbehalten, 
daß  $2  ^^^^^  notwendig  reeU  sein  soU,  sondern  auch  einen  rein 
imaginären  Wert  darstellen  kann.  Dann  hat  man  für  die  in 
GL  (251)  vorkommenden  Koeffizienten  m^  und  n^  hier 

^8  "=  2pa ,     Wg  =  p^^  -f  q^^  (268) 

zu  setzen.  Auf  jeden  Fall  ist  dann  auch  ^2  reell.  Für  die  m 
und  n  bestehen  die  Gleichungen  (252),  die  hier  unter  Ersatz 
der  Koeffizienten  a  durch  die  h  und  c  nochmals  zusammen- 
gestellt werden  sollen.     Man  hat 
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(269) 


^  +  ^«  +  ^  =  »H  +  *«  +  »*i»4 

Wh  =*  «i»S 

Zu  diesen  tritt  jetzt  nea  hinza  die  durch  OL  (266)  aus- 
gesprochene Bedingung^  woftLr  man  auch  kürzer 

«1  -  6i  (270) 

schreiben  kann.  Damit  folgt  aber  aus  der  letzten  der  Glei- 
chnngen  (269)  ^  ^  ^^  ^271) 

und  weiter  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (269) 

m^m^^c.  (272) 

Die  erste  und  dritte  dieser  Gleichungen  lauten  hiermit 

Ol  —  füi  +  «4, 

und  damit  beide  zugleich  erfüllt  seien,  müßte  entweder  m^  ^^  0 

sein,  was  aber  wegen  der  Gleichung  m^m^^e  nicht  zutreffen 

kann,  oder  es  muß  ,        ,  /«««x 

^  ^  =  &i  (273) 

sein.  Das  ist  also  die  Bedingung,  die  wir  bei  der  Kon- 
struktion des  Kreisels  erfüllen  müssen,  um  ihm  die 
günstigste  Wirkung  zu  sichern.  Erinnert  man  sich  der 
durch  die  Gleichungen  (244)  abgesprochenen  Bedeutung  der 
Koeffizienten  b^  und  &,,  so  lautet  die  vorhergehende  Gleichung 

f-f-  (274) 

Durch  geeignete  Wahl  Yon  r,  also  des  Abstandes  zwischen 
Kreiselschwerpunkt  und  Aufhangeachse,  kann  dieser  Gleichung 
stets  leicht  genügt  werden. 

Man  kann  dieser  Gleichung  noch  einen  anderen  sehr  an- 
schaulichen Ausdruck  geben.  Die  Schwingungsdauer  T^  für 
das  Schiff  ohne  Kreisel  (oder  mit  festgestelltem  Kreisel)  ist 
nämlich 

r„  -  2«]/f, 
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und  eine  Oleichimg  von  derselben  Form  gilt  auch  für  die 
Schwingungsdauer  des  Kreisels  für  den  FaU,  daß  das  Schiff 
festgehalten  ist  oder  daß  der  Kreisel  nicht  rotiert.  Die  vor- 
hergehende Gleichung  sagt  daher  aus^  daß  der  Kreisel^ 
um  ihm  seine  günstigste  Wirkung  zu  sichern^  jeden- 
falls so  aufgehängt  werden  muß;  daß  beide  Schwin- 
gungsdauern einander  gleich  werden. 

Nachdem  dies  bekannt  ist,  wird  man  bei  weiteren  Aus- 
führungen des  Schiffskreisels  dieser  Forderung  voraussichtlich 
stets  genügen.  Abgesehen  von  der  ersten  Ausführung  auf  dem 
„Seebär",  bei  der  dieses  Ergebnis  der  Theorie  noch  nicht  vor- 
lag, hat  man  in  der  Tat  auch  bisher  schon  die  theoretisch 
günstigste  Aufhängung  angewendet.  Für  die  weitere  Aus- 
arbeitung der  Theorie  kann  ich  mich  daher  von  hier  ab  darauf 
beschränken,   die  Erfüllung   dieser  Bedingung   vorauszusetzen. 

Hierdurch  werden  die  Rechnungen  erheblich  erleichtert, 
denn  für  diesen  besonderen  Fall  läßt  sich  die  charakteristische 
Gleichung  in  sehr  einfacher  Weise  auflösen.     Aus 

»»1  +  %  =  ci'i    und    m^m^  «=  c 
folgt  nämlich 

Daraus  erkennen  wir  zunächst,  daß  die  Bedingung  ii=»62> 
wofür  in  der  Folge  kürzer  b  geschrieben  werden  kann,  für  sich 
allein  noch  nicht  ausreicht,  um  das  gewünschte  Verhalten  des 
Kreisels  herbeizuführen.  Dazu  gehört  vielmehr  außerdem  noch, 
daß  a^  mindestens  so  groß  gewählt  werden  muß,  daß  m^  und 
m^  nach  den  vorstehenden  Formeln  reell  ausfallen.  Die  Brem- 
sung muß  also  mindestens  so  stark  gewählt  werden,  daß 

«1«  ^  4c  (275) 

wird.  Wir  setzen  weiterhin  voraus,  daß  auch  diese  not- 
wendige Bedingung  für  die  günstigste  Ausnützung  der  Vor- 
richtung erfüllt  sei.  Erinnert  man  sich  der  aus  den  Gleichungen 
(244)  hervorgehenden  Bedeutung  von  a^  und  c,  so  lautet  die 

Bedingung  r^ 

Jc^2Jwy^^  (276) 
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Für  p^  und  p^  haben  wir  nunmehr 

p,  =.  ^(a^  +ya*  -  U 


(277) 


Nachdem  p^  nnd  p^  bekannt  sind,  folgen  auch  q^  nnd  q^ 
ans  den  Gleichnngiffli  (267)  nnd  (268),  nämlidi 


{21S^ 


Wegen  der  Bedingung  (275)  sind  q^  nnd  q^  entweder  reell 
oder  rein  imaginär.  Wir  wollen  zunächst  Toiaussetzen,  daß  sie 
beide  reell  seien.  Dann  bestehen  die  beiden  durch  die  Zeiger  1 
nnd  2  unterschiedenen  Bew^ungsanteile  aus  Schwingungen  und 
f&r  die  Schwingnngsdauem  7\  und  T^  erhält  man 

^1  — 


T, 


«»        V6~i(a,*-2e-a,yiH«-4c) 

gar 2« 

««        >/6-i(iH»-2e  +  a,Va,»~4«) 


(279) 


Bemerkenswert  ist,  daß  hiernach  die  Schwingungs- 
dauer T,  auf  jeden  Fall  größer  ausfällt  als  die  Sehwin- 
gungsdauer  T^  der  ^^Hauptschwingung^.  Das  kommt  you 
der  sich  bei  dem  zweiten  Bew^ungsanteile  stärker  aus- 
sprechenden großen  Dämpfung  her,  die  wir  bei  der  Ableitung 
der  Formeln  gemäß  der  Bedingung  (275)  yorausgesetzt  haben. 
Hierdurch  werden  die  ,,Nebenschwingungen^  Ton  Tomherein 
unschädlich  gemacht.  Wenn  o^  groß  genug  ist,  wird  aber 
überdies  g,  iniaginär,  womit  die  Nebenschwingung  als  solche 
Tollständig  w^fUlt,  indem  sie  durch  einen  stark  gedämpften 
aperiodischen  Bewegungsanteil  ersetzt  wird.  —  Daß  übrigens 
der  mit  dem  Zeiger  1  yersehene  Bew^ungsanteil  mit  Recht 
als  die  „Hauptschwingung^^,  der  mit  2  yersehene  als  die  „Neben- 
schwingung^ bezeichnet  wurde,  wird  sich  aus  dem  Folgenden 
noch  ergeben. 
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Wann  g,  imaginär  wird,  erkennt  man  leicht,  indem  man 

beachtet;  daß  a^  mindestens  gleich  4c  sein  muß.  Setzen  wir 

nun   diesen  kleinst-zulässigen  Wert   von  <i^   ein^  so    geht  g, 

über  in  

und  schon  dieser  Wert  wird  imaginär,  wenn 

c>46 

ist.     Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  Ton  h  und  c  läßt  sich 
dafür  schreiben: 

^>4^    oder  auch    Jw>2Vq^. 

Nun  wird  man  aber  die  Ereiselstärke  Jw  nach  61.  (220) 
gewählt  haben,  nämlich 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  vorhergehende  Ungleichung 
eiu;  so  geht  sie  über  in 


Das  Trägheitsmoment  0  des  Schiffes  dürfte  aber  in  der 
Regel  zum  mindesten  etwa  tausendmal  größer  sein  als  das 
Trägheitsmoment  ^  des  Ereiselrahmens.  Voraussichtlich  wird 
daher  die  Bedingung  erfüllt  und  hiemach  q^  bei  dem  schon 
aus  andern  Gründen  geforderten  kleinst-zulässigen  Werte  von  a^ 
imaginär  sein,  zum  mindesten  aber  ist  man  von  der  Grenze,  an 
der  die  Bedingung  erfüllt  wird,  nicht  weit  entfernt.  Für  eine 
wesentlich  stärkere  Bremsung  wird  aber  g^  jedenfalls  imaginär. 
Wir  brauchen  uns  daher  um  die  Nebenschwingung  nicht  weiter 
zu  kümmern. 

Dagegen  kann  q^  bei  größeren  Werten  von  a^  nicht  imaginär 
werden,  sondern  nur  bei  kleinen.  Um  uns  davon  zu  über- 
zeugen, differentiieren  wir  die  aus  Gleichung  (278)  hervor- 
gehende Gleichung 
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nach  a^y  wodurch  wir 


^<h  ®  V  l/(ai*  — 2c)*-4cV 

erhalten.  Nun  ist  der  Bruch  in  der  Klammer,  da  der  Nenner 
kleiner  ist  als  der  Zähler,  sicher  größer  als  Eins  und  hieraus 
folgt,  daß  der  DifFerentialquotient  bei  jedem  Wert  von  a^ 
positiv  ist.    Für  den  kleinst-zulässigen  Wert  von  a^^  ist  freilich 

d.  h.  q^  fäUt  dann  mit  q^  zusammen  und  kann  daher  unter 
diesen  Umständen  sehr  wohl  imaginär  sein.  Trifft  dies  zu,  so 
entfällt  auch  die  erste  Hauptschwingung  und  wir  haben  nur 
noch  zwei  aperiodische  Bewegungsanteile.  Sobald  aber  die 
Bremsung  verstärkt  wird,  erhalten  wir  positive  Werte  von  g^*, 
die  dann  bei  weiter  wachsendem  a^  immer  größer  werden.  Die 
Schwingungsdauer  der  Hauptschwingung  nimmt  da- 
her immer  mehr  ab,  je  mehr  wir,  von  dem  kleinst- 
zulässigen  Werte  ab  gerechnet,  die  Bremsung  ver- 
stärken. 

Lassen  wir  schließlich  a^  so  groß  werden,  daß  es  in  der 
Grenze  als  unendlich  groß  angesehen  werden  kann,  so  wird 

^1  —  V^\  —  4c  =  —  =  0 


«1 


und  hiermit  erhalten  wir  Pi  =»  0,  während  q^  übergeht  in  &. 
Die  Hauptschwingung  ist  dann  nicht  mehr  gedämpft  und  die 
Schwingungsdauer  T^  stimmt  überein  mit  der  des  Schiffes  ohne 
Kreisel.  Bei  allzustarker  Bremsung  wird  also  der  Kreisel,  wie 
auch  von  vornherein  zu  erwarten  war,  ganz  wirkungslos. 

Diese  Betrachtung  liefert  übrigens  zugleich  den  Nachweis 
dafür,  daß  in  der  Tat  der  mit  dem  Zeiger  1  versehene  Be- 
wegungsanteü  als  die  „Hauptschwingung''  anzusehen  ist  gegen- 
über dem  mit  2  hezeichneten. 
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Wir  Untersachen  weiter,  in  welcher  Weise  die  Dämpfang 
der  Hanptschwingnng  yon  der  Starke  der  Bremsung,  also  von 
«1  abhängt.  Zu  diesem  Zwecke  differentiieren  wirp^  in  GL  (277) 
nach  o^  und  erhalten 

dPi  _„  1  (x      g^ ^ 

Das  zweite  Glied  in  der  Klammer  ist  aber  jedenfalls  ein 
unechter  Bruch  und  daher  folgt,  daß  der  Differentialquotient 
stets  negatiy  ist.  Je  stärker  wir  die  Bremse  über  das  früher 
als  mindestens  erforderlich  nachgewiesene  Maß  hinaus  anziehen, 
desto  mehr  nimmt  daher  die  Dämpfung  der  Hauptschwingung  ab. 

Diese  Betrachtungen  führen  übereinstimmend  zu 
dem  Schlüsse,  als  günstigste  Bremsstärke  den  Wert 

Ä-2e7"w;]/|  (280) 

anzusehen.  Dabei  ist  aber  auf  einen  sehr  wichtigen  Umstand 
noch  nicht  geachtet,  auf  den  wir  jetzt  den  Blick  richten  müssen, 
nämlich  auf  das  Verhältnis  zwischen  den  Schwingungsweiten 
des  Ereiselpendels  und  des  Schiffes. 

In  Gleichung  (264)  hatten  wir  bereits  die  Amplitude  K^ 
der  Hauptschwingung  des  Ereiselrahmens  berechnet,  die  zu 
einer  gegebenen  Amplitude  C^  der  Schiffsschwingung  gehört, 
beide  auf  den  Anfang  der  Bewegung  zur  Zeit  ^  =  0  bezogen. 
Wir  übernehmen  diese  Gleichung  und  beachten  dabei,  daß  jetzt 

ZU  setzen  ist.     Dann  geht  sie  zunächst  über  in 

^"  =  Ä{^'  +  ^''^  +  ^  (2i,,»  -  6)) 
und  wenn  man  den  Wert  von  b  einsetzt,  vereinfacht  sie  sich  zu 

^1  =  ^201,1  (281) 

% 

oder  wenn  man  p^  aus  Gleichung  (277)  entnimmt 

^i-M^<^^-y^^^^^^-  (282) 
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Wählt  man  die  Bremsstärke  so,  wie  es  61.  (280)  entspricht, 
also  so  daß  a^*  =  4c  wird,  so  geht  die  Gleichung  üher  in 

oder  bei  Einsetzen  des  Wertes  von  c  aus  den  Gleichungen  (244) 

• 
Hieraus  erkennt  man,  daß  K^  bedeutend  größer  wird  als 
Ci-  Nehmen  wir  schätzungsweise  ö=  1000 -ö*  an,  so  ist  der 
Ausschlag  des  Kreiselrahmens  unter  den  hier  betrachteten 
Umstanden  mehr  als  30  mal  so  groß  als  der  Ausschlag  der 
Schiffsschwingungen.  Die  besonders  starke  Wirkung  des 
Kreisels  auf  das  Schiff  für  den  durch  Gleichung  (280) 
angegebenen  Wert  der  Bremsung  erklärt  sich  dem- 
nach daraus,  daß  die  Bremsung  einerseits  groß  genug 
ist,  um  ein  Schwingen  des  Kreiselrahmens  in  gleicher 
Phase  mit  dem  Schiffe  herbeizuführen,  und  anderer- 
seits doch  noch  klein  genug,  um  starke  Ausschläge 
des  Kreisels  nicht  zu  verhindern. 

Aber  zugleich  ergibt  sich,  daß  man  mit  diesem  verhältnis- 
mäßig kleinen  Werte  von  Ä  *  bei  stärker  bewegter  See  nicht 
auskommen  kann.  Die  Ausschläge  des  Kreiselrahmens  würden 
schon  bald  größer  werden,  als  es  zulässig  erscheint.  Man  muß 
daher,  um  sie  in  den  zulässigen  Grenzen  zu  halten,  die  Bremse 
stärker  anziehen,  als  es  Gl.  (280)  entspricht.  Damit  sinkt 
freilich  der  Wert  i?^,  von  dem  die  Dämpfung  der  Schiffs- 
schwingungen abhängt,  und  zugleich  wird  auch  die  Schwingimgs- 
dauer  verkleinert.  Das  Verhältnis  von  K^  und  G^  ist,  wie  aus 
Gl.  (281)  hervorgeht,  proportional  mit  'g^  und  wenn  K^  nicht 
allzuviel  größer  werden  soll  als  (7^,  muß  man  sich  auch  mit 
einem  kleineren  Werte  von  i^^  zufriedengeben. 

Wenn  a^  bedeutend  größer  ist  als  4c,  erhält  man  durch 
Entwickeln  in  eine  Reihe 


2c      2c 


s 


270  Dritter  Abschnitt.    Der  Kreisel. 

und  hiemach;  wenn  man  die  weiteren  Glieder  yernachlässigt^ 

womit 

gefunden  wird.     Setzt  man  für  a^  und  c  ihre  Werte  ein,  so 
geht  dies  über  in 

^1  "  ^ne  V  "•"    k^e  )' 
lc^~~l^v^    k*e  )' 

Die  letzten  Glieder  in  den  Klammern  können  für  den  Zweck 
einer  Überschlagsrechnung  vemachlässigt  werden. 

Meiner  Schätzung  nach  wird  es  für  den  Betrieb 
des  Kreisels  bei  starkbewegter  See  gewöhnlich  aus- 
reichen, die  Bremse  so  stark  anzuziehen,  daß  K^  noch 
lOmal  so  groß  wie  C^  ist,  d.  h. 

h^O,lJw  (284) 

►zu  wählen.     Dann  wird  das  zugehörige  p^ 

-  Jw 

Hat  man  die  Kreiselstärke  nach  Gleichung  (220),  nämlich 

Jw  -  ^YQsd 
gewählt,  so  geht  p^  für  diesen  Fall  über  in 

oder,  wenn  man  die  Schwingungsdauer  Tq  des  Schiffes  bei  fest- 
gestelltem Kreisel  einführt, 

2« 

In  den  Formeln  (256)  und  (258)  für  (p  und  ^  kam  der 
Exponentialfaktor  e'^^*  vor  und  wir  wollen  uns  jetzt  über- 
legen, welchen  Wert  er  annimmt  nach  einer  Zeit  Tq,  während 
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deren  das  kreisellose  Schiff  eine  Yolle  Schwingung  auszufahren 
▼ermag.     Man  hat  daf&r 

Hatte  man  z.  B.  bei  der  Berechnung  der  Ereiselstarke 
q>Q  »  18®  gewählt,  so  ist  xtp^  rund  gleich  Eins  und  man  erhält 

«-^^0  =  «-«  =  0,135. 

Die  Dämpfung  der  /Schiffsschwingungen  ist  daher 
immer  noch  so  stark,  daß  die  Amplitude  während  der 
Zeit  Tq  auf  weniger  als  ein  Siebentel  des  ursprüng- 
lichen Betrages  abnimmt.  Die  Notwendigkeit,  die  Bremse 
starker  anzuziehen,  als  es  der  sonst  günstigsten  Arbeitsweise 
entspricht,  um  die  Ausschläge  des  Kreiselrahmens  in  den  zu- 
lässigen Grenzen  zu  halten,  schließt  daher  nicht  aus,  daß  doch 
noch  eine  sehr  ausgiebige  Dämpfung  bestehen  bleibt. 

§  47.    Sohlnßfolgerongen  für  die  praktische  Ansführung. 

Die  vorhergehenden  Bechnungen  liefern  zwar  viele  wert- 
volle Fingerzeige  für  den  Entwurf  eines  Schiifskreisels.  Aber 
man  darf  andererseits  die  praktische  Bedeutung  der  Einzel- 
ergebnisse auch  nicht  überschätzen.  —  Gewiß  darf  man  von 
einer  Theorie  verlangen  und  erwarten,  daß  sie  richtig  durch- 
geführt sei,  und  man  wird  sich  in  dieser  Erwartung  im  vor- 
liegenden Falle  auch  nicht  enttäuscht  finden.  Das  bezieht  sich 
aber  nur  auf  die  folgerichtige  Durchführung  der  Betrachtung 
auf  Grund  der  gewählten  Voraussetzungen.  Eine  ganz  andere 
Frs^e  ist  es,  ob  diese  Voraussetzungen  selbst  geschickt  genug 
gewählt  sind,  so  daß  sie  die  wesentlichsten  Züge  des  ganzen 
Vorgangs  richtig  wiedergeben,  und  ob  nichts  dabei  außer  acht 
gelassen  wurde,  was  von  erheblichem  Einflüsse  auf  den  Erfolg 
sein  könnte. 

Darüber  kann  endgültig  nur  die  Erfahrung  entscheiden. 
Soweit  Erfahrungen  mit  dem  Schiffskreisel  bisher  vorUegen, 
oder  soweit  wenigstens  als  ich  davon  Kenntnis  erhalten  habe, 
darf  man  in  ihnen  wohl  eine  Bestätigung  für  die  von  mir  ge- 
troffenen Voraussetzungen  erblicken.  Immerhin  sind  die  bis 
jetzt  gemachten  Erfahrungen  noch   nicht  so  ausgedehnt,  daß 


272  Dritter  Abschnitt.    Der  EreiBel. 

sich  schon  sicher  entscheiden  heße^  ob  die  von  mir  aufgestellte 
Theorie  sehon  nmfassend  genug  ist,  oder  ob  sie  noch  einer 
weiteren  Ergänzung  bedarf. 

Unter  diesen  Umständen  halte  ich  es  für  nötig,  ausdrücklich 
zu  betonen,  daß  ich  selbst  den  Gegenstand  mit  den  eingehenden 
Berechnungen  der  yorhergehenden  Paragraphen  noch  nicht  als 
YoUkommen  erledigt  ansehe.  Ich  füge  hinzu,  daß  ich  mir  aus 
dem  gleichen  Grunde  auch  von  einer  Fortführung  der  Rechnung 
auf  der  gleichen  Grundlage,  die  etwa  für  den  Fall  der  er- 
zwungenen Schwingungen  des  Schiffes  unter  dem  Einflüsse  eines 
periodisch  wechselnden  Momentes  äußerer  Kräfte  leicht  erfolgen 
könnte,  einstweilen  nicht  viel  zu  versprechen  vermag.^) 

Als  ausschlaggebend  für  praktische  Zwecke  müssen  viel- 
mehr meiner  Ansicht  nach  solche  Erwägungen  von  allgemeinerer 
Art  betrachtet  werden,  wie  ich  sie  in  §  41  begonnen  habe. 
Später  hat  sich  gezeigt,  daß  sich  der  in  §  41  vorangestellten 
Voraussetzung,  daß  es  möglich  sein  würde,  den  Schiffskreisel 
in  der  günstigsten  Weise  auszunützen,  zum  mindesten  unter 
den  einfachen  Bedingungen,  für  die  die  Rechnung  durchgeführt 
wurde,  stets  genügen  läßt.  Um  dieses  Ziel  auch  unter  ver- 
wickeiteren Umständen  zu  erreichen,  wird  es  freilich  nötig  sein, 
daß  die  Bedienung  des  Kreisels  einem  besonderen  Steuermann 
anvertraut  wird,   der  schon  eine  gewisse  Übung  darin  erlangt 


^)  Hierbei  erwähne  ich,  daß  Herr  B.  Malmström  eine  Abhandlung 
über  die  Theorie  des  SchiffskreiselB  in  den  Acta  Societatis  scientiaram 
Fennicae,  Bd.  35,  Helsingfors,  1907,  veröffentlicht  hat,  worin  er  den 
Fall  behandelt,  daß  das  Schiff  seitwärts  von  regelmäßig  wiederkehrenden 
Wellen  getroffen  wird.  In  dem  Hauptteile  dieser  Arbeit  wird  freilich 
angenommen,  daß  der  Kreisel  nicht  gebremst  sei.  Am  Schlüsse  wird  indessen 
auch  der  gebremste  Kreisel  kurz  behandelt.  Auf  die  Eigenschwingungen 
wird  dabei  nicht  eingegangen,  sondern  nur  auf  die  erzwungenen  Schwin- 
gungen, die  zu  diesen  hinzutreten.  Ich  habe  mich  nicht  davon  über- 
zeugen können,  daß  in  dieser  Arbeit  ein  für  die  Praxis  bedeutsamer 
Fortschritt  gegenüber  der  von  mir  früher  gegebenen  Theorie  zu  erblicken 
sei,  glaube  vielmehr  an  meiner  Behandlung  in  dem  ihr  hier  gegebenen 
Umfange  festhalten  zu  sollen,  solange  nicht  durch  die  Erfahrungen  eine 
Änderung  nahegelegt  wird. 
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hat,  durch  rechtzeitiges  Anziehen  and  Nachlassen  der  Bremse 
am  Ereiselrahmen  dafür  zu  sorgen,  daB  der  Kreisel  stets  mög- 
lichst in  gleicher  Phase  mit  dem  Schiif  schwingt  und  dabei 
nicht  zu  kleine  Ausschläge  macht.  Dann  wird  der  Kreisel  gut 
ausgenützt  und  der  Erfolg  in  der  Bekämpfung  der  Rollbe- 
wegungen kann  nicht  ausbleiben. 

Diese  Betrachtung  überragt  an  praktischer  Be- 
deutung alle  Rechnungen,  die  man  über  das  Verhalten 
des  Kreisels  unter  besonderen  Umständen  anstellen 
kann,  wenn  auch  natürlich  Anhaltspunkte,  die  aus  diesen 
Rechnungen  für  die  günstigste  Aufhängung  des  Kreisels,  femer 
auch  für  die  Yoraussichtlich  im  Durchschnitt  nötige  Brems- 
stärke gewonnen  wurden,  sehr  erwünscht  sind  und  vorteilhafb 
für  den  Entwurf  eines  Kreisels  verwendet  werden  können. 

Hier  seien  noch  die  wichtigsten  Bedenken,  die  man  gegen 
die  von  mir  aufgestellte  Theorie  erheben  kann,  zusammengestellt. 
In  erster  Linie  steht  hier  meines  Erachtens  der  Umstand,  daB 
man  den  Kreisel  stets  so  verwenden  wird,  daß  er  ziemlich  große 
Ausschläge  macht  (bei  einer  Ausführung  in  England  ist  man 
bis  zu  75®  Ausschlag  nach  jeder  Seite  gegangen),  während  die 
Rechnungen  auf  der  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Schwin- 
gungen aufgebaut  sind.  Es  kann  keinem  Zweifel  unterliegen, 
daß  hierdurch  schon  recht  erhebliche  Abweichungen  zwischen 
Theorie  und  wirklichem  Verhalten  herbeigeführt  werden  können. 
Mehr  als  ungefähre  Schätzungen,  die  einer  Bestätigung  durch 
die  Erfahrung  bedürfen,  sind  schon  aus  diesem  Grunde  die 
theoretischen  Ergebnisse  nicht. 

Dazu  kommt  die  sehr  unregelmäßig  auftretende  Wirkung 
der  Wellen  bei  stark  bewegter  See.  Ich  hielt  es  aus  diesem 
Grunde  für  das  Beste,  mich  bei  der  genaueren  Ausrechnung 
auf  die  einfachste  Annahme,  die  man  machen  kann,  zu  be- 
schränken. Inwieweit  dies  zulässig  ist,  vermag,  wie  ich  schon 
ausführte,  nur  die  Erfahrung  zu  lehren.  Bei  jeder  anderen 
Annahme,  die  man  etwa  machen  wollte,  wäre  dies  genau  ebenso. 

Ferner  ist  auch  auf  die  Rückwirkung  zwischen  Stampf- 
bewegungen und  Rollbewegungen,  die  durch  die  Vermittelung 

Töppl,  höhere  Dynamik.  '  18 
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des  Kreisels  herbeigeführt  wird,  bei  meiner  Theorie  nicht  ge- 
achtet worden.  Diese  Rückwirkung  ist  auch  nur  gering  und 
meiner  Ansicht  nach  praktisch  ganz  bedeutungslos.  Ich  bin 
daher  auch  jetzt  nicht  weiter  darauf  eingegangen,  obschon  von 
anderer  Seite  diesem  Umstände  größere  Bedeutung  beigemessen 
wurde.  Wenn  dies  richtig  wäre,  hätte  sich  schon  bei  den 
bisherigen  Versuchen  ein  merklicher  Einfluß  dieser  Art  zeigen 
müssen;  soweit  ich  darüber  unterrichtet  bin,  war  dies  aber  nicht 
der  FalL 

Man  könnte  natürlich  eine  störende  Beeinflussung  von 
Roll-  und  Stampf bewegungen,  falls  sie  sich  lästig  bemerklich 
machen  sollte,  durch  die  Aufstellung  von  zwei  Kreiseln,  die  im 
entgegengesetzten  Sinne  umlaufen,  ohne  weiteres  ausschalten. 
Herrn  Prof.  Skutsch  ist  sogar  auf  diese  naheliegende  Anordnung 
ein  besonderes  Patent  erteilt  worden.  Meiner  Meinung  nach 
wird  es  sich  nur  dann  empfehlen,  zwei  Kreisel  einzubauen, 
wenn  es  sich  um  ein  besonders  großes  Schiff  handelt,  bei  dem 
eine  solche  Teilung  schon  aus  Gründen  der  Raumersparnis  im 
Mittelschiff  angezeigt  erscheinen  kann.  Entschließt  man  sich 
zu  einer  Teilung,  so  ist  es  freilich  beinahe  selbstverständlich, 
daß  man  die  Kreisel  im  entgegengesetzten  Sinne  umlaufen  läßt. 
Mit  Rücksicht  auf  die  größeren  Herstellungskosten  und  manche 
Umständlichkeiten,  die  damit  verbunden  sind,  würde  ich  aber 
unter  gewöhnlichen  Umständen  die  Aufstellung  von  zwei  Kreiseln 
nicht  für  angebracht  halten  können,  da  der  Vorteil,  der  damit 
erreicht  werden  soll,  meiner  Schätzung  nach  viel  zu  gering  ist, 
als  daß  er  ernstlich  in  Betracht  kommen  könnte. 

Schließlich  möchte  ich  noch  darauf  hinweisen,  daß  sich 
der  Schlicksche  Schiffskreisel  mit  demselben  Erfolg,  wenn  auch 
in  weniger  zweckmäßiger  Anordnung  in  der  folgenden  ab- 
weichenden Art  ausführen  ließe.  Man  stelle  im  Schiff  zwei 
Schwungräder  auf,  die  im  entgegengesetzten  Sinne  rotieren, 
aber  so,  daß  die  Schwungradebenen  in  der  Mittellage  mit  der 
Symmetrieebene  des  Schiffes  zusammenfallen  (oder  parallel 
dazu  sind).  Die  Schwungradachsen  gehen  also  in  diesem  Falle 
wagrecht.    Sie  sind  in  Rahmen  gelagert,  die  sich  um  eine  lot- 
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rechte  Achse  drehen  können.  Beide  Rahmen  seien  zwangläniig 
so  in  Verbindung  miteinander  gebracht^  daß  die  Drehung  des 
einen  im  einen  Sinne  eine  gleich  große  Drehung  des  anderen 
im  entgegengesetzten  Sinne  bedingt.  Außerdem  sei  durch  eine 
Vorrichtung,  die  sich  leicht  in  verschiedener  Weise  ausfuhren 
laßt;  etwa  mit  Hilfe  eines  Gewichtes  dafür  gesorgt,  daß  einer 
Drehung  beider  ein  Moment  entgegenwirkt,  das  ungefähr  pro- 
portional mit  dem  Drehungswinkel  anwächst.  Dazu  gehört 
dann  noch  eine  Bremse,  durch  die  die  Schwingungen  der 
Ereiselrahmen  gedämpft  werden  können. 

Eine  Einrichtung  von  dieser  Art  würde  in  allen  wesent- 
lichen Beziehungen  genau  so  wirken,  wie  der  gewöhnliche 
Schlicksche  Schiffskreisel,  und  auch  die  früher  abgeleiteten 
Formeln  ließen  sich  darauf,  abgesehen  von  geringfügigen 
Änderungen,  sofort  übertragen.  Ich  habe  diese  Anordnung 
schon  Yor  langer  Zeit  mit  Herrn  Schlick  durchgesprochen.  Er 
ist  aber  der  Ansicht  gewesen,  daß  die  jetzt  bekannte  Form  aus 
praktischen  Gründen  den  Vorzug  verdient,  und  ich  glaube 
auch  selbst,  daß  er  hierin  ganz  im  Rechte  ist.  Damit  diese 
Anordnung  nicht  etwa  in  einiger  Zeit  als  neue  Erfindung  auftauche, 
halte  ich  es  jedoch  für  nützlich,  sie  hier  wenigstens  zu  erwähnen. 

Anmerkung.  Eng  verwandt  mit  dem  Schlickschen  Schiffs- 
kreisel ist  offenbar  auch  die  sogenannte  „Einschienenbahn^^  von  Brjan, 
über  die  Öfters  in  den  Zeitungen  geschrieben  wurde,  die  aber  bisher 
in  einigermaßen  großem  Maßstabe  noch  nicht  ausgeführt  worden  zu 
sein  scheint.  In  englischen  Fachblättem  fand  ich  einige  etwas  ein- 
gehendere Berichte  darüber;  aber  über  die  Hauptsache,  nämlich  über 
die  Anordnung  des  Kreisels,  war  darin  nichts  gesagt.  Mit  einer 
Bremse  kommt  man  in  diesem  Falle  für  die  richtige  Steuerung  des 
Kreisels  jedenfalls  nicht  aus.  Es  muß  yielmehr  eine  Einrichtung 
vorhanden  sein,  die  den  Kreisel,  der  yermutlich  auch  in  einem  dreh- 
baren Rahmen  gelagert  sein  wird,  in  einer  für  den  Erfolg  der  Stabili- 
sierung des  sonst  im  labilen  Gleichgewichte  stehenden  Fahrzeuges 
geeigneten  Weise  steuert,  d.  h.  den  Kreiselrahmen  durch  Eingriff 
einer  äußeren  Kraft  so  dreht,  daß  er  das  Fahrzeug  jedesmal,  wenn 
es  nach  der  einen  Seite  hin  ausgewichen  ist,  wieder  in  die  Mittel- 
lage zurückführt.  Es  scheint  mir  ganz  wohl  möglieh,  daß  ein  ge- 
schickter Steuermann  dies  durch  bloße  Handhabung  eines  Steuerungs- 
hebels, der  eine  Drehung  des  Kreiselrahmens  beherrscht,  ohne  weitere 
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Einriclitungen  herbeizuführen  vermöchte.  Es  wftre  aber  natürlich 
ein  sehr  gewagtes  unternehmen,  einen  in  dieser  Weise  bloß  von  Hand 
gesteuerten  Wagen  in  den  Betrieb  zu  nehmen.  Bei  dem  Schiff,  das 
an  sich  schon  stabil  ist  und  bei  dem  man  sicher  sein  kann,  daß  die 
Bremsung  immer  im  Sinne  einer  Abschwächung  der  vorhandenen 
Schwingungsbewegung  wirken  muß,  ist  die  Aufgabe  viel  einfacher^ 
und  wenn  der  am  Bremshebel  stehende  Steuermann  ungeschickt  ist, 
kann  dies  nur  den  Erfolg  haben,  daß  der  Kreisel  ungünstiger  aus- 
genützt wird,  nicht  aber,  daß  er  schädlich  wirkt.  Bei  dem  ui^stabilen 
Fahrzeuge  der  Einschienenbahn  ist  dies  aber  ganz  anders.  Vermutlich 
hat  Bryan  eine  geeignete  maschinelle  Steuerung  des  £[reisels  aus- 
gedacht, die  ihrem  Zwecke  entspricht;  vielleicht  sucht  er  auch  erst 
danach.  Ich  habe  mich  nicht  damit  bemüht,  den  Versuch  zu  machen, 
die  etwa  schon  vorhandene  und  geheim  gehaltene  Vorrichtung  nach- 
zuerfinden,  möchte  aber  nicht  unterlassen,  hier  zu  erwähnen,  daß  ich 
eine  einwandfreie  Lösung  der  Aufgabe  der  Ereiselsteuerung  bei  der 
Bryanschen  Einschienenbahn  für  sehr  wohl  möglich  halte.^) 

§  48.    Ereiselversnoh  zur  Messung  der  Umdrehungs- 
geschwindigkeit der  Erde. 

Unter  der  Drehung  der  Erde  ist  hier  die  Drehung  gegen 
einen  Raum  zu  verstehen,  für  den  das  Trägheitsgesetz  erfüllt 
ist,  also  in  dem  Sinne,  der  im  ersten  Abschnitte  dieses  Bandes 
ausführlich  besprochen  wurde.  Schon  Poucault  hatte,  um 
diese  Drehung  auf  Grund  der  Beobachtung  irdischer  Bewegungs- 
erscheinungen möglichst  genau  nachzuweisen,  außer  dem  nach 
ihm  benannten  Pendel  auch  ein  Gyroskop,  also  einen  Kreisel 
benutzt.  Mit  dieser  Versuchseinrichtung  hatte  er  aber  nicht 
viel  Glück,  was  wohl  in  erster  Linie  darauf  zurückzuführen 
ist,  daß  zu  seiner  Zeit  noch  kein  Elektromotor  zur  Verfügung 
stand,  mit  dem  man  den  Kreisel  in  Betrieb  setzen  und  längere 
Zeit  darin  erhalten  kann,  ohne  in  störender  Weise  von  außen 
her  auf  ihn  einwirken  zu  müssen. 

Diesem  Portschritte  in  den  zur  Verfügung  stehenden  Hilfs- 
mitteln hatte  ich  es  zu  verdanken,  daß  ein  von  mir  angestellter 

1)  Seit  ich  dies  schrieb,  hat  Scherl  sein  Projekt  einer  Einschieneo' 
bahn  veröffentlicht,  das  in  den  Tagesblättern  viel  besprochen  wurde. 
Ob  es  Scherl  wirklich  gelungen  ist,  eine  einwand&eie  Ereiselsteuerung 
zu  erfinden,  läßt  sich  aber  aus  den  Veröffentlichungen  nicht  entnehmen. 
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Kreiselversuch,  über  den  ich  zwar  früher  schon  berichtet  habe^ 
dessen  Theorie  hier  aber  ebenfalls  wiedergegeben  werden  soll^ 
mit  einem  weit  besseren  Erfolge  abschloß.  Er  führte^  wie  ich 
hier  gleich  Yoransschicken  will^  zu  dem  Ergebnisse^  daß  die 
aus  dem  Kreiselversuch  abgeleitete  Umdrehungsgeschwindigkeit 
der  Erde  innerhalb  einer  Fehlergrenze,  die  auf  etwa  2  Prozent 
des  Wertes  zu  schätzen  ist,  mit  der  aus  den  astronomischen 
Beobachtungen  bekannten  Winkelgeschwindigkeit  überein- 
stimmt. 

Man  betrachte  zunächst  irgendein  Schwungrad,  dessen 
Welle  in  einem  festen  Gestell  gelagert  ist.  Wenn  sich  die 
astronomisch  festgestellte  Drehung  der  Erde  auch  bei  den 
irdischen  Bewegungserscheinungen  bemerklich  machen  soU, 
müssen  wir  schließen,  daß  auf  das  Schwungrad  durch  die  Ver- 
mittelung  der  Lager  und  der  Welle  ein  Kräftepaar  übertragen 
werden  muß,  das  die  der  Erddrehung  entsprechende  Drehung 
der  Schwungradebene  erzwingt.  Schon  in  Band  IV,  §  37  der 
3.  Aufl.  habe  ich  auseinandergesetzt,  wie  man  die  Größe 
and  die  Bichtung  des  Momentenvektors  dieses  Kräftepaars  auf 
Grund  des  Flächensatzes  bestimmen  kann,  denn  zwischen  dem 
Schwungrad,  von  dem  dort  vorausgesetzt  war,  daß  es  auf 
einem  bewegten  Fahrzeuge,  etwa  auf  einer  Lokomotive  ge- 
lagert sei,  und  dem  auf  der  sich  drehenden  Erde  gelagerten 
Schwungrad  besteht  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Drehung 
der  Erde  von  Einfluß  auf  die  irdischen  Bewegungsvorgänge 
ist,  kein  wesentlicher  Unterschied.  Es  kommt  also  nur  darauf 
an,  eine  Einrichtung  zu  treffen,  die  es  gestattet,  das  Bestehen 
dieses  Kräftepaars  nachzuweisen  und  seine  Größe  zu  messen, 
um  daraus  einen  Rückschluß  auf  die  Größe  der  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erddrehung  gegen  einen  Raum,  für  den 
das  Trägheitsgesetz  gültig  ist,  ziehen  zu  können. 

Nun  ist  freilich  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erddrehung 
unter  der  Annahme,  daß  sie  mit  der  astronomisch  beobachteten 
übereinstimme,  sehr  klein,  da  sich  die  Erde  hiemach  in  einem 
Tage  nur  einmal  umdreht.  Hiernach  ist  auch  das  Kräftepaar, 
das  gemessen  werden  soU,  sehr  klein.     Man  hat  daher  kein 
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Mittel^  um  es  an  einem  Schwungrad  zu  messen,  das  in  einem 
festen  Gestell  gelagert  ist.  Dem  läßt  sich  aber  leicht  ab- 
helfen,  indem  man  das  Schwungrad  so  lagert,  daß  sich  die 
Welle  unter  Überwindung  eines  kleinen  und  dabei  hinreichend 
genau  meßbaren  Widerstandes  Ton  elastischer  Art  gegen  die 
Gleichgewichtslage,  die  sie  einnimmt,  wenn  das  Schwungrad 
nicht  rotiert,  etwas  zu  drehen  vermag.  Zeigt  sich  dann,  daß 
das  rotierende  Schwungrad  eine  andere  Gleichgewichtslage  ein- 
nimmt als  das  ruhende,  so  läßt  sich  aus  der  Größe  des  Wider- 
standes der  Aufhängevorrichtung  leicht  ableiten,  wie  groß  das 
Eräftepaar  ist,  das  auf  das  Schwungrad  übertragen  werden 
muß,  um  es  in  der  neuen  Gleichgewichtslage  gegen  die  Erde 
festzuhalten,  und  hiermit  auch,  falls  alle  übrigen  Bedingungen 
ungeändert  geblieben  sind,  die  Größe  des  Eräfbepaars,  das  die 
Drehung  der  Schwungradebene,  die  es  mit  der  Erde  zusammen 
ausführt,  zu  erzwingen  vermag. 

Um  eine  dieser  Überlegung  entsprechende  brauchbare 
Yersuchseinrichtung  zu  erhalten,  muß  man  also  das  Schwungrad 
so  lagern,  daß  es  sich  in  einem  bestimmten  Sinne  unter  Über- 
windung eines  geringen  Widerstandes  leicht  zu  drehen  vermag, 
während  alle  anderen  Bewegungsmöglichkeiten  der  Schwungrad- 
lager, soweit  als  es  angeht,  auszuschließen  sind.  Das  drehbar 
gelagerte  Schwungradgestell  soll  also  nur  einen  Freiheitsgrad 
der  Bewegung  haben  und  das  auf  diese  Drehachse  bezogene 
Moment  der  von  der  Erde  her  auf  das  Schwungradgestell 
übertragenen  Kräfte  muß,  wenn  es  auch  nur  ganz  klein  ist, 
mit  genügender  Genauigkeit  gemessen  werden  können. 

Ich  habe  diesen  Forderungen  dadurch  entsprochen,  daß  ich 
das  Schwungradgestell  an  drei  langen,  dünnen  Stahldrähten 
aufgehängt  habe.  Diese  Drähte  waren  über  6  m  lang,  oben 
an  der  Decke  des  Versuchsraumes  befestigt  und  so  angeordnet, 
daß  sie  im  Grundriß  ein  gleichseitiges  Dreieck  von  6  cm 
Seitenlänge  miteinander  bildeten.  Ein  Körper,  der  an  diesen 
drei  Drähten  aufgehängt  ist,  hat  ja  allerding49  noch  drei 
Freiheitsgrade  der  Bewegung:  außer  der  Drehung  um  eine  lot- 
rechte Achse,  die  absichtlich  zugelassen  war,  vermag  er  sich 
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auch  noch  in  jeder  horizontalen  Richtung  zu  verschieben. 
Diesen  Verschiebungen  entsprechen  zwei  weitere  unerwünschte 
Freiheitsgrade,  die  sich  in  der  Tat  wegen  der  unvermeidlichen 
Erschütterungen  während  des  Betriebes,  die  durch  kleine  Un- 
regelmäßigkeiten hervorgerufen  werden,  manchmal  ziemlich 
lästig  machten.  Aber  diese  Schwierigkeiten  ließen  sich  über- 
winden, da  bei  einem  hinreichend  erschütterungsfreien,  also 
möglichst  wenig  durch  Unregelmäßigkeiten  gestörten  Betrieb 
der  Vorrichtung  keine  merklichen  Verschiebungen  des  Schwung- 
radgestells in  horizontaler  Richtung  auftreten.  Die  Vorrichtung 
kann  daher  als  ein  brauchbarer  Ersatz  einer  Aufhängung  mit 
nur  einem  Freiheitsgrade  angesehen  werden. 

Das  Moment  des  Eräftepaars,  das  bei  einer  Drehung  des 
aufgehängten  Körpers  um  die  lotrechte  Achse  auftritt,  bleibt 
auch  bei  einem  Drehungswinkel  von  einigen  Gtraden  noch 
ziemlich  klein,  ist  dem  Drehungswinkel  proportional  und  kann 
durch  einen  einfachen  Belastungsversuch  leicht  gemessen  werden. 

An  Stelle  eines  Schwungrades  habe  ich,  um  zu  einer 
symmetrischen  Anordnung  zu  gelangen,  zwei  angewendet,  jedes 
von  50  cm  äußerem  Durchmesser  und  30  kg  Gewicht,  die  beide 
auf  derselben  horizontal  gelagerten  Schwungradwelle  aufgekeilt 
wurden.  Dazwischen  saß  ein  kleiner  Elektromotor  auf  der- 
selben Welle,  den  man  mit  Winkelgeschwindigkeiten  bis  zu 
etwas  über  2000  Umdrehungen  in  der  Minute  umlaufen  lassen 
konnte.  Die  Stromzuführungsdrähte  hingen  von  der  Decke 
des  Versuchsraumes  lose  herab. 

Es  handelte  sich  nun  darum,  andere  äußere  Kräfte  als 
das  Gewicht  und  die  von  den  Aufhängedrähten  übertragenen 
Kräfte  von  der  ganzen  Vorrichtung  fernzuhalten,  und  dazu  er- 
wies sich  als  nötig,  die  Vorrichtung  in  eine  sie  völlig  um- 
schließende Blechhülle  einzukapseln,  um  den  Einfluß  der  durch 
die  schnelle  Rotation  der  Schwungräder  hervorgerufenen  Luft- 
strömungen auszuschalten.  Alle  innerhalb  der  Blechhülse  auf- 
tretenden Winddruckkräfte  sind  dadurch  zu  inneren  Kräften 
der  ganzen,  an  den  Drähten  aufgehängten  Vorrichtung  geworden, 
so  daß  sie  sich  gegenseitig  aufheben. 
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Femer  war  es  noch  nötig,  znr  Dämpfung  der  aus  Ter- 
schiedenen  Ursachen  auftretenden  Schwingungen  eine  Flüssig- 
keitsbremse anzubringen,  die  einfach  darin  bestand,  daß  an 
geeigneten  Stellen  des  Gehäuses  angebrachte  Blechtafeln  in 
Töpfe  reichten,  die  mit  einem  zähen  Öle  gefüllt  waren.  Da- 
durch kamen  freilich  äußei'e  Kräfte  herein,  die  aber  keinen 
Einfluß  auf  die  Gleichgewichtsstellung  hatten,  die  man  be- 
obachten wollte,  sondern  nur  eine  Dämpfung  der  unerwünschten 
Schwingungen  um  diese  Gleichgewichtslage  herbeiführten. 

Der  Versuch  wurde  damit  begonnen,  die  Gleichgewichts- 
lage des  aufgehängten  Körpers,  der  im  ganzen  ein  Gewicht 
Yon  über  100  kg  hatte,  an  einem  daran  angebrachten  Zeiger, 
der  über  einer  Gradteilung  spielte,  festzustellen,  wobei  man 
sich  davon  überzeugte,  daß  der  Zeiger  nach  einigen  gedämpften 
Schwingungen  immer  wieder  in  dieselbe  Nullstellung  zurück- 
kehrte, wenn  man  absichtlich  eine  Verschiebung  aus  der  Gleich: 
gewichtslage  vorgenommen  hatte.  Dann  ließ  man  durch  Ein- 
schalten des  Stromes  den  Elektromotor  anlaufen,  bis  er  die 
gewünschte  Geschwindigkeit  erreicht  hatte,  was  sich  an  den 
Meßinstrumenten  des  Schaltbrettes  in  einfacher  und  hier  nicht 
weiter  zu  beschreibender  Weise  leicht  feststellen  ließ.  Diese 
Geschwindigkeit  wurde  dann  für  längere  Zeit  (eine  viertel  bis 
eine  halbe  Stunde)  unverändert  aufrecht  erhalten.  Von  der 
Anlaufzeit  her  hatte  der  Apparat  eine  Schwingungsbewegung  um 
die  lotrechte  Drehachse  erhalten,  die  sehr  langsam  verlief  (Dauer 
einer  vollen  Schwingung  zwischen  etwa  5  und  8  Minuten)  und 
daher  auch  nur  langsam  gedämpft  wurde.  Man  konnte  nicht 
abwarten,  bis  diese  Schwingung  ganz  erloschen  war,  da  sich 
sonst  der  Elektromotor  während  dieser  Zeit  zu  stark  erwärmt 
haben  würde;  dagegen  ließ  sich  durch  fortgesetzte  Beobachtung 
der  Zeigerstellung  leicht  mit  genügender  Genauigkeit  fest- 
stellen, um  welche  neue  Gleichgewichtslage  der  aufgehängte 
Körper  jetzt  pendelte. 

Es  wäre  natürlich  auch  möglich  gewesen,  den  Versuch  so 
auszuführen,  daß  man  die  obere  Aufhängung  der  Drähte  drehbar 
eingerichtet  und  durch  Zurückdrehen  den  Apparat  wieder  in 
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die  vorige  Gleichgewichtslage  bei  ruhendem  Schwangrade  ge- 
bracht hätte.  Dann  hätte  die  trifilare  Aufhängung  nur  einfach 
die  Rolle  einer  empfindlichen  Meßvorrichtung  für  das  auf  das 
rotierende  Schwungrad  infolge  der  Erddrehung  ausgeübte 
Eräftepaar  gespielt.  Aber  da  auch  bei  der  größten  Umlaufs- 
geschwindigkeit des  Kreisels  die  Drehung  aus  der  früheren 
Gleichgewichtslage  nur  etwas  über  8^  betrugt  konnte  auf  diese 
umständlichere  Yersuchseinrichtung  verzichtet  werden. 

Der  Drall  des  Kreisels  geht  in  der  Richtung  der  Um- 
drehungsachse  und  der  Pfeil  je  nach  dem  Umlaufssinn  (der 
bei  den  Versuchen  nach  Belieben  gewechselt  werden  konnte) 
in  der  einen  oder  anderen  Richtung,  jedenfalls  aber  horizontal. 
Das  Ej-äftepaar,  das  auf  den  Kreisel  ausgeübt  werden  muß,  um 
ihn  zu  zwingen,  an  der  Erdumdrehung  teilzunehmen,  hängt 
zunächst  von  dem  Winkel  ab,  den  der  Drall  mit  der  Richtung 
der  Erdachse  bUdet.  Wären  beide  Richtungen  parallel  (gleich 
oder  entgegengesetzt),  so  käme  überhaupt  kein  Kraftepaar  zu- 
stande. Bezeichnet  man  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde, 
als  Vektor  aufgefaßt,  mit  tt  und  den  Kreiseldrall  mit  8,  so  ist 
das  Kräftepaar  St  nach  dem  Flächensatze 

Der  Momentenvektor  St  steht  also  jedenfalls  senkrecht  auf  der 
durch  die  Schwungradachse  und  eine  Parallele  zur  Erdachse 
gelegten  Ebene.  Er  läßt  sich  in  eine  horizontale  und  in  eine 
vertikale  Komponente,  die  mit  K'  bezeichnet  sei,  zerlegen. 
Auf  das  Kräftepaar  mit  horizontalem  Momentenvektor  kommt 
es  weiterhin  nicht  an,  da  die  Aufhängevorrichtung  einer  Drehung 
um  eine  horizontale  Achse  einen  sehr  großen  Widerstand  ent- 
gegensetzt. Die  vertikale  Komponente  K'  dagegen  wird  durch 
den  Drehungswinkel  um  die  lotrechte  Achse  gemessen. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  tt  mit  der  astronomisch 
definierten  Erddrehung  übeinstimme,  läßt  sich  die  Größe  von 
K'  leicht  berechnen.  Liegt  zunächst  8  in  der  Richtung  des 
Meridians,  so  ist  die  durch  8  und  tt  gelegte  Ebene  die  Meridian- 
ebene des  Beobachtungsortes  und  eine  Senkrechte  zu  ihr  geht 
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in  horizontaler  Bichtnng.  Die  Komponente  K'  des  Er'äftepaars 
wird  daher  zu  Null.  Bei  dieser  Aufstellung  des  Apparates 
darf  also  nach  der  Theorie  keine  Ablenkung  der  Zeigerstellung 
nach  der  Ingangsetzung  des  Elektromotors  eintreten.  Das 
haben  die  Versuche  auch  bestätigt. 

Fällt  dagegen  die  Schwungradebene  mit  der  Meridianebene 
zusammen,  so  daß  ö  in  der  Ost- Westrichtung  oder  umgekehrt 
verläuft,  so  bildet  die  durch  8  und  die  Parallele  zur  Erdachse 
gelegte  Ebene  einen  Winkel  mit  der  Horizontalebene,  der  gleich 
der  geographischen  Breite  9?  des  Beobachtungsortes  ist.  Den- 
selben Winkel  bilden  auch  die  Normalen  beider  Ebenen,  also 
$t  und  die  Lotlinie  miteinander.  Man  erhält  daher  K'  aus  St 
durch  Multiplikation  mit  cos  97.  Da  hier  8  und  tt  senkrecht 
zueinander  stehen,  ist  der  Absolutbetrag  von  ft  gleich  dem 
Produkte  der  Absolutbeträge  von  beiden.  Man  hat  daher 
für  K'  jj^.  _  Q^^  ^^g  <p     (för  »  JL  tt). 

Hierbei  ist  für  den  Drall  das  Produkt  aus  dem  Trägheits- 
momente 0  des  Kreisels  für  die  Umdrehungsacbse  und  der 
Winkelgeschwindigkeit  Wy  mit  der  der  Kreisel  umläuft,  ein- 
gesetzt. 

Hat  endlich  der  Drall  8  eine  beliebige  Richtung  in  der 
Horizontalebene,  die  mit  der  Ost-Westrichtung  einen  Winkel  rj) 
einschließt,  so  zerlegen  wir  8  zunächst  in  zwei  Komponenten, 
eine  in  der  Ost- Westrichtung  von  der  Ghröße  wO  cos^  und  eine 
in  der  Richtung  des  Meridians.  Wir  wissen  schon,  daß  diese 
Komponente  zu  K'  nichts  beiträgt.  Aus  der  ersten  Kompo- 
nente folgt  dagegen 

K'  =  Owu  cos  9?  cos  ^.  (285) 

Um  auch  noch  das  Vorzeichen  von  K'  festzustellen,  be- 
achte man,  daß  tt  nach  den  astronomischen  Beobachtungen 
(d.  h.  hier  nach  der  Feststellung,  daß  die  Sonne  im  Osten 
auf-  und  im  Westen  untergeht)  bei  den  von  uns  gebrauchten 
Richtungsfestsetzungen  ein  Vektor  ist,  der  vom  Nordpole  der 
Erde  nach  dem  Südpole  hin  geht.  Ist  nun  z.  B.  der  Drall 
8  nach  Osten  gerichtet,   so  geht  der  Pfeil  des  äußeren  Pro- 
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dukts  nach  den  dafür  gültigen  Richtungsbestimmnngen  nach 
unten  hin  ins  Erdinnere  hinein.  K'  ist  daher  negativ  zu 
setzen^  wenn  wir  die  nach  oben  hin  gehende  Richtung  als 
positiv  ansehen. 

Nun  ist  aber  K'  das  Moment,  das  von  der  trifilaren  Auf- 
hängung auf  den  Apparat  übertragen  werden  muß,  um  ihn  in 
der  neuen  Gleichgewichtslage  festzuhalten. 

Dieses  Moment  dreht,  von  oben  gesehen,  dem  negativen 
Vorzeichen  von  K'  entsprechend,  entgegengesetzt  dem  Uhr- 
zeigersinne. Damit  die  trifilare  Aufhängung  ein  Moment  von 
diesem  Richtungssinne  übertragen  kann,  muß  sie  selbst  eine 
Drehung  im  Uhrzeigersinne  erfahren  haben.  Wir  schließen 
daraus,  daß  bei  dem  nach  Osten  gekehrten  Pfeile  von  8  die 
neue  Gleichgewichtslage  gegenüber  der  dem  nicht  rotierenden 
Schwungrade  entsprechenden  Gleichgewichtslage  eine  Drehung 
erfahren  hat,  die  von  oben  gesehen  mit  der  Drehung  des  Uhr- 
zeigers übereinstimmt.  Umgekehrt  ist  es  natürlich,  wenn  der 
Pfeil  von  8  nach  Westen  geht,  oder  auch  wenn  8  eine  nach 
Westen  gekehrte  Komponente  besitzt. 

Ich  habe  schon  erwähnt,  daß  die  Versuche,  die  in  meiner 
Veröffentlichung  in  den  Sitzungsberichten  der  E.  bayr.  Akad. 
d.  Wiss.,  math.  physik.  Klasse  34,  1904,  S,  5  (abgedruckt  auch 
in  der  Physik.  Zeitschr.  5,  1904,  S.  416)  näher  beschrieben  sind, 
gelehrt  haben,  daß  das  unmittelbar  gemessene  Kräftepaar  K' 
mit  dem  nach  Gl.  (285)  berechneten  innerhalb  der  Grenzen  der 
Versuchsfehler,  d.  h.  bis  auf  etwa  2  7o  übereinstimmt.  Hiermit 
ist  also  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  auch  der  Nach- 
weis erbracht,  daß  die  aus  der  Beobachtung  irdischer  Bewegungs- 
vorgänge abzuleitende  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Erde 
mit  der  astronomisch  beobachteten  übereinstimmt. 

Von  nebensächlicher  Bedeutung  für  den  Zweck  des  Ver- 
suchs, aber  theoretisch  immerhin  bemerkenswert  ist  eine  Theorie 
der  Schwingungen,  die  der  Apparat  bei  der  Ausführung  des 
Versuchs  um  die  Gleichgewichtslage  herum  ausführt.  Wenn 
die  Aufhängedrähte  nicht  elastisch  wären,  müßten  diese  Schwin- 
gungen  bei   einer   beliebigen  Umdrehungsgeschwindigkeit   des 
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Schwungrads  genau  so  erfolgen^  als  wenn  das  Schwungrad  in 
Ruhe  wäre.  In  Wirklichkeit  lehrt  aber  die  Beobachtung^  daß 
die  Schwingungen  um  so  langsamer  erfolgen^  je  schneller  das 
Schwungrad  rotiert.  Das  hängt  mit  der  elastischen  Nachgiebig- 
keit der  Aufhängevorrichtung  zusammen^  und  zwar  in  ganz 
ähnlicher  Weise,  wie  dies  für  einen  verwandten  Fall  in  §  40 
besprochen  war. 

Bei  diesen  Schwingungen  bewegt  sich  nämlich  die  Ej-eisel- 
achse  nahezu  (oder  bei  starren  Aufhängedrähten  genau)  in  einer 
horizontalen  Ebene.  Auch  die  Anderungsgeschwindigkeit  des 
Ereiseldralls  ist  daher  mit  demselben  Grade  der  Annäherung 
horizontal  und  zwar  in  jeder  Stellung  winkelrecht  zur  Kreisel- 
achse gerichtet.  Daher  muß  nach  dem  Flächensatze  während 
der  Schwingung  von  den  Aufhängedrähten  außer  den  durch 
das  Gewicht  des  Kreiselapparats  hervorgerufenen  Spannungen 
auch  noch  ein  Kräftepaar  von  horizontal  gerichtetem  Momenten- 
vektor auf  den  Kreisel  übertragen  werden,  das  gleich  der 
Anderungsgeschwindigkeit  des  Dralls  ist.  Dieses  Kräftepaar 
ist  weit  größer  als  das  mit  dem  Buchstaben  K'  bezeichnete, 
das  mit  der  Torsion  der  Aufhängevorrichtung  zusammenhängt 
und  dessen  Momentenvektor  lotrecht  gerichtet  ist.  Es  verhält 
sich  nämlich  zu  K'  wie  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Prä- 
zessionsschwingungen in  einem  gegebenen  Augenblicke  zur  be- 
treffenden Winkelgeschwindigkeitskomponente  der  Erddrehung. 
Dieses  bei  den  gegebenen  Versuchsbedingungen  verhältnismäßig 
große  und  mit  der  Zeit  veränderliche  Kräftepaar  wird  durch 
die  Aufhängedrähte  dadurch  auf  den  Kreisel  übertragen,  daß 
die  drei  Drähte  verschieden  stark  gespannt  sind.  Wegen  der 
Veränderlichkeit  der  Spannungen  erfahren  die  Aufhängedrähte 
auch  elastische  Längenänderungen  und  hieraus  folgt,  daß  die 
Kreiselachse  während  der  Schwingungen  außer  den  freilich  viel 
größeren  Drehungen  um  die  lotrechte  Achse  auch  noch  sehr 
kleine  Drehungen  um  eine  zu  ihr  selbst  jederzeit  senkrecht 
stehende  horizontale  Achse  ausführen  muß.  So  klein  diese 
Drehungen  aber  auch  sind,  so  wichtig  sind  sie  für  den  zeit- 
lichen Verlauf  der  Schwingungen. 
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Bezeichnet  man  den  sehr  kleinen  Winkel,  den  die  Kreisel- 
achse zur  Zeit  t  mit  der  Horizontalebene  bildet,  mit  q  und  den 
Winkel^  den  die  durch  die  Kreiselachse  gelegte  lotrechte  Ebene 
mit  der  Gleichgewichtslage  bei  rotierendem  Kreisel  einschließt, 
mit  x,  so  folgen  aus  den  vorhergehenden  Erwägungen  ohne 
weiteres  die  Bewegungsgleichungen 


dg        , 


ew^=-GQ 


>  • 


(286) 


Hierbei  bedeutet  €%  das  von  den  Aufhängedrähten  infolge 
der  Drehung  %  um  die  lotrechte  Achse  auf  den  Kreisel  über- 
tragene Kräfkepaar  mit  lotrecht  gerichtetem  Momentenvektor, 
c  selbst  also  die  auf  einen  Torsionswinkel  ;i;  =  1  bezogene  Größe 
dieses  Kräftepaars.  Ebenso  gibt  C  das  auf  einen  Drehungs- 
winkel ()  =»  1  bezogene  Kräftepaar  mit  wagerecht  gerichtetem 
Momentenvektor  an.  Natürlich  ist  G  weit  größer  als  C]  bei 
dem  von  mir  benutzten  Apparate  wurde  c  =  2,12  cmkg  und 
C  ==  2985  cmkg  gefunden,  d.  h.  C  war  mehr  als  tausendmal 
größer  als  c. 

Nun  ist  freilich  zu  bemerken,  daß  beim  Anschreiben  der 
Gleichungen  (286)  zwei  Umstände  von  geringer  Bedeutung  außer 
acht  geblieben  sind,  die  zwar  bei  meinen  Versuchen  ohne 
weiteres  vernachlässigt  werden  durften,  die  aber  unter  anderen 
Umständen  mehr  ins  Gesicht  fallen  können,  so  daß  es  wünschens- 
wert ist,  die  Gleichungen  noch  zu  vervollständigen. 

Am  meisten  kommt  hierbei  in  Betracht  die  Dämpfung  der 
Schwingungen,  die  durch  das  zuvor  beschriebene  Ölbad  herbei- 
geführt wird.    Um  diese  Dämpfung  zu  berücksichtigen,  braucht 

man  nur  in  der  ersten  der  Gleichungen  (286)  neben  €%  noch 

dv 
ein  Glied  h  -^  mit  dem  gleichen  Vorzeichen  anzufügen.    Unter 

k  ist  dann  der  Dämpfungsfaktor  für  die  Schwingungen  um 
die  lotrechte  Achse  zu  verstehen,  dessen  Wert  experimentell 
leicht  ermittelt  werden  kann.  Die  Dämpfung  für  die  Schwin- 
gungen Q  kann  dagegen  wegen  der  viel  kleineren  Ausschläge 
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und  dementsprechend  kleineren  Winkelgeschwindigkeiten  auch  bei 
einer  genaueren  Berechnung  immer  noch  vemachlässigt  werden. 
Ein  zweiter  Umstand,  der  für  eine  genauere  Berechnung 
namentlich  dann  beachtet  werden  muß,  wenn  die  Winkel- 
geschwindigkeit w  des  Kreisels  verhältnismäßig  klein  ist,  be- 
steht darin,  daß  dem  Yersuchsapparat  außer  dem  Drall  BWy  der 

durch  die  Rotation  des  Schwungrades  bedingt  ist,   auch  noch 

dt 
ein  Drall  ö^  -^  von  lotrechter  Richtung  zukommt,   wegen  der 

freililich  sehr  viel  kleineren  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  sich 
der  Apparat  während  der  Schwingungen  um  die  lotrechte  Achse 
dreht.  Hierbei  bedeutet  B^  das  Trägheitsmoment  des  ganzen 
an  den  Drähten  aufgehängten  Apparates  für  die  lotrechte 
Schwingungsachse.  Die  Anderungsgeschwindigkeit  dieses  Drall- 
anteils ist  in  der  ersten  der  Gleichungen  (286)  als  Summand 

zu  dem  Gliede  Ow  -^  hinzuzufägen.   —   Über   die   Vorzeichen, 

die  den  einzelnen  Gliedern  beizulegen  sind,  gibt  man  sich  am 
besten  mit  Hilfe  einer  axonometrischen  Skizze  Rechenschaft,  in 
die  man  die  Richtungen,  in  denen  q  und  %  als  positiv  gerechnet 
werden  sollen,  willkürlich  einträgt.  Man  muß  hierbei  nur  beachten, 
daß  die  Anderungsgeschwindigkeit  des  Dralls  jedenfalls  in  gleicher 
Richtung  mit  dem  Momentenvektor  des  Kräftepaars  geht,  das 
diese  Anderungsgeschwindigkeit  herbeiführt.  Rechnet  man  q 
oder  X  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin,  die  man  zuerst 
dafür  angenommen  hatte,  positiv,  so  kehren  sich  in  beiden 
Gleichungen  die  Vorzeichen  der  mit  q  bzw;  %  behafteten  Glieder 
um.     Auf  das  Schlußergebnis  ist  dies  aber  ohne  Einfluß. 

Durch   Einführung   der  genannten  Verbesserungen   gehen 
die  Gleichungen  (286)  über  in 
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Setzt  man  q  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  Glei- 
chung ein,  so  erhält  man 

(^'  +  ^)S  +  *^f  +  '':t  =  o.  (288) 
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Das  ist  die  Differentialgleichuiig  einer  gedämpften  har- 
monischen Schwingung.  Nach  Gl.  (40)  von  Band  IV,  S.  49  der 
3.  Aufl.  kann  die  Schwingungsdauer  T  sofort  angegeben  werden, 
nämlich  ,^,   .        ^ 

T ,— ^,   ,  --■  (289) 

Bei  meinen  Versuchen  durfte  ich,  wie  eine  einfache  Über- 
schlagsrechnung lehrte,  ohne  weiteres  ff  gegenüber  dem  einige 

hundert  mal  größeren  Summanden  -^r  vernachlässigen.  Außer- 
dem genügte  es,  um  zu  einer  ungefähren  Abschätzung  zu  ge- 
langen, auf  die  es  mir  zunächst  aUein  ankam,  auch  Tc  zu  ver- 
nachlässigen, obschon  dieser  Fehler  mehr  ins  Gewicht  fiel  als 
der  andere.     Tut  man  dies,   so  vereinfacht  sich  GL  (289)  zu 

T=2.ij^,  ■     (290) 

was  sich  auch  in  guter  Übereinstimmung  mit  den  Versuchs- 
ergebnissen erwies. 

Anmerkung.  Bald  nach  der  ersten  Veröffentlichung  meiner 
hier  beschriebenen  Versuche  kam  mir  eine  Abhandlung  über  den  Ej*eisel- 
kompaß  zu  Gesicht,  bei  dessen  Theorie  Erwägungen  von  ganz  ähn- 
licher Art  anzustellen  sind.  In  dieser  Abhandlung  stellte  es  der  Ver- 
fasser als  einen  Fehler  hin,  daß  ich  das  mit  B'  behaftete  Glied  in  den 
vorhergehenden  Gleichungen  vernachlässigt  hatte.  Der  Verfasser  be- 
richtigte daher  meine  Gleichung,  strich  aber  später,  als  er  zu  Zahlen- 
rechnungen überging,  das  Glied  mit  ff  ebenfalls  als  ganz  bedeutungs- 
los. Mein  Fehler  hatte  einfach  darin  bestanden,  daß  ich  dieses  Glied 
schon  von  vornherein  als  geringfügig  erkannt  und  es  daher  überhaupt 
nicht  angesetzt  hatte.  Das  Beispiel  ist  lehrreich  genug,  um  mich  zu 
veranlassen,  es  hier  zu  erwähnen.  Vernachlässigungen  minder  wich- 
tiger Umstände  sind  bei  allen  Anwendungen  der  Mechanik  auf  Vor- 
gänge der  technischen  Praxis  notwendig  und  das  Verdienst  einer  guten 
Theorie  besteht  gerade  darin,  die  ausschlaggebenden  Umstände  zu  er- 
kennen und  hervorzuheben  und  die  bedeutungslosen  außer  acht  zu 
lassen.  Einwendungen  der  bezeichneten  Art,  die  mit  dem  Ansprache 
von  Berichtigungen  auftreten,  sind  daher  nur  als  ein  Zeichen  mangelnder 
Einsicht  aufzufassen.  Etwas  anderes  wäre  es  natürlich  gewesen,  wenn 
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der  Verfasser  darauf  hingewiesen  hätte,  daß  die  von  mir  ausdruck- 
lich als  „Annäherungsrechnung"  bezeichnete  Theorie  auf  solche  Fälle, 
bei  denen  to  verhältnismäßig  klein  ist,  nicht  angewendet  werden  dürfte. 
Aber  von  einem  solchen  Falle  ist  bei  dem  Kreiselkompaß  durchaus 
nicht  die  Bede,  so  wenig  oder  noch  weniger  als  bei  den  von  mir  an- 
gestellten Versuchen. 

§  49.    Andere  Anwendungen  des  EreiseLs. 

Die  Zahl  der  in  der  Praxis  stehenden  iDgenieurO;  die  mit 
der  Theorie  des  Kreisels  hinreichend  vertraut  sind,  um  selb- 
ständig Gebrauch  davon  machen  zu  können,  ist  auch  heute 
ohne  Zweifel  noch  ziemlich  klein^  wenn  auch  ein  gewisses  Ver- 
ständnis für  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Kreiselbewegung 
jetzt  viel  häufiger  anzutreffen  ist,  als  noch  vor  wenigen  Jahren. 
Je  mehr  sich  diese  Kenntnis  vertieft  und  zugleich  weiter  aus- 
breitet, um  so  mehr  werden  sich  voraussichtlich  die  FäUe  häufen, 
in  denen  eine  nützliche  Anwendung  des  Kreisels  in  der  Ma- 
schinentechnik gemacht  wird.  An  manchen  Ansätzen  dazu  fehlt 
es,  wie  ich  aus  einigen  Zuschriften  an  mich  entnommen  habe, 
schon  jetzt  nicht  und  ich  vermute  daher,  daß  ich  in  einer 
etwaigen  späteren  Auflage  des  Bandes  an  dieser  Stelle  über 
verschiedene  neue  Verwendungen  werde  berichten  können. 

Bisher  allerdings  ist  der  Kreis  dieser  Anwendungen  noch 
ziemlich  beschränkt.  Einige,  die  es  schon  zu  gewissen  Erfolgen 
gebracht  haben,  lassen  sich  aber  jetzt  schon  anführen.  Frei- 
lich muß  ich  mich  hierbei  nur  mit  einer  ganz  flüchtigen  Be- 
sprechung begnügen  und  zwar  schon  deshalb,  weil  ich  mit  den 
Einzelheiten  dieser  in  der  Literatur  noch  wenig  behandelten 
und  zum  Teil  wohl  auch  absichtlich  geheim  gehaltenen  Kon- 
struktionen zu  wenig  bekannt  bin,  als  daß  ich  mir  ein  Urteil 
darüber  zu  bilden  vermöchte,  auf  welche  Umstände  es  für 
die  Aufstellung  einer  brauchbaren  Theorie  hauptsächlich  an- 
kommt. 

In  erster  Linie  ist  hier  der  vorher  schon  erwähnte  Kreisel- 
kompaß zu  nennen.  Das  wichtigste  und  einfachste  Hilfsmittel 
zum  Steuern  der  Schiffe  beim  Fehlen  einer  äußeren  Orientie- 
rung  ist   bekanntlich   der  Magnetkompaß.     Dieser  wird    aber 
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unter  umstanden  recht  unzuverlässig.  Bei  den  schwer  gepan- 
zerten Kriegsschiffen  stellt  sich  oft  nach  dem  Abfeuern  der 
großen  Geschütze  durch  die  mit  der  starken  Erschütterung  ver- 
bundene Änderung  des  magnetischen  Feldes  der  ausgedehnten 
Eisenmassen  des  Schiffes  eine  starke  Abweichung  des  Eompaß- 
standes  ein,  die  zu  einer  falschen  Steuerung  und  hiermit  zu 
Unfällen  führen  kann.  Man  war  daher  seit  langem  auf  eine 
Abhilfe  bedacht  und  das  beste  Mittel  dazu  scheint  der  Kreisel- 
kompaß zu  sein.  Verschiedene  Erfinder,  insbesondere  Dr.  An- 
schütz  in  Kiel;  haben  sich  um  die  Ausgestaltung  des  Kreisel- 
kompasses bemüht  und  dabei  auch  schon,  wie  es  scheint,  ganz 
brauchbare  Ergebnisse  erhalten. 

Der  Kreiselkompaß  besteht  wie  der  im  vorhergehenden 
Paragraphen  besprochene  Apparat  zur  Messung  der  Umdrehungs- 
geschwindigkeit der  Erde  aus  einem  oder  zwei  Schwimgrädern 
mit  Antrieb  durch  einen  damit  verbundenen  Elektromotor.  An 
die  Stelle  der  trifilaren  Aufhängung  tritt  hier  eine  Lagerung 
ohne  ein  in  eine  Gleichgewichtslage  zurücktreibendes  Moment, 
gewöhnlich  eine  schwimmende  Lagerung  in  einem  mit  Flüssig- 
keit (etwa  mit  Quecksilber)  gefüllten  Gefäße.  Man  will  damit 
erreichen,  daß  die  Kreiselachse  in  der  anzüglichen  Richtung 
dauernd  verharrt.  Für  eine  beschränkte  Zeit  wird  dies  mit 
genügender  Genauigkeit  ohne  weiteres  möglich  sein:  die  Schwie- 
rigkeiten beginnen  erst,  wenn  man  verlangt,  daß  sich  die  Rich- 
tung der  Kreiselachse  auch  innerhalb  längerer  Zeiträume  nicht 
ändern  soll.  Hierzu  wird  es  nötig,  in  eine  genaue  Untersuchung 
aller  Kräfte  einzutreten,  die  auf  den  Kreisel  wirken.  Die  RoU- 
und  Stampf  bewegungen  des  Schiffes  dürften  auf  die  Richtung 
der  Kjeiselachse  im  ganzen  genommen  ohne  Einfluß  bleiben, 
da  sie  in  Pendelungen  um  eine  und  dieselbe  Gleichgewichts- 
lage des  Schiffes  bestehen  und  der  Einfluß  einer  Drehung  im 
einen  Sinne  bald  darauf  durch  eine  Bewegung  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  wieder  ausgeglichen  wird.  Etwas  anders 
wäre  es  schon,  wenn  das  Schiff  fortwährend  in  derselben  Rich- 
tung im  Kreise  herum  gesteuert  würde.  Durch  die  Flüssig- 
keitsreibung müßte  dann  ein  gewisses  kleines  Kräfbepaar  auf 
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den  Ereiselkompaß  übertragen  werden ,  das  dauernd  in  der 
gleichen  Richtung  wirkt.  Die  Folge  wäre  zunächst  eine  ge- 
ringe Drehung  der  Ereiselachse  um  eine  horizontale  Achse, 
also  eine  geringe  Schiefstellung  der  vorher  etwa  in  horizontaler 
Richtung  gehenden  Ereiselachse.  Mit  dieser  Schiefstellung  des 
schwimmenden  Kreiselkompasses  würde  aber  genau  wie  bei 
einem  Schi£Pe;  das  etwas  aus  der  aufrechten  Lage  gedreht  ist^ 
ein  Kräfbepaar  aus  Auftrieb  und  Gewicht  hervorgerufen  werden^ 
dessen  Momentenvektor  horizontal  gerichtet  ist  und  nun  seiner- 
seits eine  Drehung  der  Kreiselachse  um  die  lotrechte  Achse 
herbeiführt.  Wenn  das  Schiff  lange  genug  im  Kreise  in  der 
gleichen  Richtung  herumführe^  müßte  daher  mit  der  Zeit  eine 
merkliche  Ablenkung  der  Kreiselachse  eintreten  und  die  Vor- 
richtung würde  daher  unter  diesen  Umständen  anbrauchbar 
werden.  Fortdauernde  Kursänderungen;  die  stets  im  gleichen 
Sinne  erfolgten^  sind  aber  im  praktischen  Betrieb  nicht  zu 
erwarten  und  für  Kursänderungen  in  dem  Maße^  wie  sie  tat- 
sächlich vorgenommen  werden,  wird  sich  der  Fehler  in  der 
Richtungsanzeige  des  Kompasses  so  gering  machen  lassen,  daß 
er  ohne  Bedeutung  bleibt. 

Dagegen  kommt  der  Einfluß  der  Erddrehung  auf  die 
Stellung  der  Kreiselachse,  wenn  er  nicht  durch  eine  besondere 
Anordnung  ausgeschaltet  wird,  deutlich  zur  Geltung.  Manche 
Erfinder  haben  ihn  dadurch  beseitigt,  daß  sie  die  Kreiselachse 
von  vornherein  nicht  horizontal,  sondern  parallel  zur  Erdachse 
einstellten.  Andere  ziehen  es  vor,  die  horizontale  Lage  der 
Kreiselachse  beizubehalten,  dafür  aber  durch  Anbringen  eines 
kleinen  Zusatzgewichtes  ein  Kräftepaar  an  dem  Kreisel  hervor- 
zurufen, dessen  Wirkung  den  Einfluß  der  Erddrehung  gerade 
aufhebt.  Auch  die  Ortsänderung  des  stets  in  der  gleichen 
Richtung  weiter  fahrenden  Schiffes  auf  der  Erdoberfläche  hat 
eine  geringe  Drehung  des  Schiffes  gegen  das  außerhalb  der 
Erde  festgelegte  Inertialsystem  oder  mit  anderen  Worten  gegen 
den  Fixstemhimmel  zur  Folge,  und  an  dieser  Drehung  muß 
der  Kreiselkompaß  ebenfalls  teilnehmen,  was  wiederum  zu  einer 
Verschiebung  der  Richtungsanzeige  des  Kompasses  führen  kann. 
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Aber  auch  der  hierans  entspringende  Fehler  läßt  sich  durch 
geeignete  Mittel  unschädlich  machen. 

Mit  diesen  Bemerkungen  mnß  ich  mich  in  Ermangelung 
der  genaueren  Unterlagen  hier  begnügen. 

Eine  andere  Anwendung  findet  der  Kreisel  zur  Steuerung 
der  Torpedos.  Er  hat  hier  den  Zweck,  den  Kurs  eines  auf 
ein  bestimmtes  Ziel  abgefeuerten  Torpedos  dauernd  aufrecht 
zu  erhalten.  Man  versteht  leicht,  wie  dies  im  allgemeinen 
möglich  ist.  Wenn  der  Kurs  durch  zufallige  äußere  Umstände, 
etwa  durch  Unregelmäßigkeiten  in  der  Wasser bewegung,  ab- 
gelenkt wird,  macht  der  im  Innern  des  Torpedos  untei^ebrachte 
Kreisel  einen  Ausschlag,  der  zur  Stellung  eines  Steuers  rer- 
wendet  werden  kann,  durch  das  der  Torpedo  wieder  in  den 
früheren  Kurs  zurückgebracht  wird.  Über  die  Einzelheiten, 
die  Ton  den  Marineverwaltungen  anscheinend  sehr  ängstlich 
geheimgehalten  werden,  ist  aber  in  diesem  Falle  noch  viel 
weniger  bekannt  als  beim  Kreiselkompaß. 

Endlich  erwähne  ich  noch,  daß  man  neuerdings  öfters 
davon  gesprochen  hat,  die  Kreiselerscheinungen  zur  Stabili- 
sierung der  Flugmaschinen  zu  Verwenden. 

Das  ist  offenbar  in  yerschiedener  Weise  möglich,  entweder 
so  wie  bei  der  Steuerung  des  Torpedos,  indem  man  einen 
Kreisel  zur  Stellung  eines  Steuers  benutzt,  oder  in  ähnlicher 
Art  wie  bei  dem  SchiflGskreisel,  so  daß  die  unmittelbare  Wir- 
kung des  Kreisels  ein  Aufrichten  des  in  eine  geneigte  Lage 
gebrachten  Fahrzeuges  herbeiführt.  Im  zweiten  Falle  müßte 
der  Kreisel  natürlich  erheblich  stärker  sein  als  im  ersten  Falle. 
Auch  der  Gedanke,  die  ohnehin  schon  vorhandenen  schnell 
umlaufenden  Massen  der  Luftschrauben  zugleich  als  Kreisel  in 
dem  angedeuteten  Sinne  zu  Terwenden,  liegt  sehr  nahe.  Bisher 
hat  man  freilich  umgekehrt  die  Kreiselwirkung  der  Luft- 
schrauben dadurch  ausgeschaltet,  daß  man  sie  paarweise  an- 
ordnete und  im  entgegengesetzten  Sinne  umlaufen  ließ.  Es 
scheint  aber  nicht  aussichtslos,  hierin  eine  Änderung  eintreten 
zu   lassen   und   eine  Anordnung   zu   ersinnen,   durch   die   die 

Kreiselwirkung  im  günstigen  Sinne  zur  Geltung  kommt. 
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Ob  nach  einer  der  liier  angegebenen  Richtungen  über 
ganz  unbestimmt  gehaltene  Vorschläge  hinaus  schon  etwas 
praktisch  Brauchbares  in  Angriff  genommen  ist,  vermag  ich 
nicht  zu  sagen.  Ein  Erfolg  wird  auch  nur  dann  zu  erwarten 
sein,  wenn  sich  ein  Erfinder  damit  beschäftigt,  der  nicht  nur 
mit  den  Gesetzen  der  Kreiselbeweguug  wohl  vertraut  ist,  son- 
dern auch  über  alle  anderen  Fragen,  die  mit  der  Stabilisierung 
der  Flugmaschinen  zusammenhängen,  genau  unterrichtet  ist. 
Die  zweite  Forderung  ist  dabei  ohne  Zweifel  die  wichtigere 
und  die  schwieriger  zu  erfüllende,  da  die  Stabilität  der  zu- 
nächst ohne  Kreisel  ausgeführten  Flugmaschinen  von  sehr  ver- 
wickelten und  vorläufig  noch  schwer  übersehbaren  Bedingungen 
abhängt. 

"  Anmerkung.  Den  Leser,  der  sich  mit  der  Theorie  des  Kreisels 
noch  weiter  beschäftigen  möchte,  erlaube  ich  mir  auf  das  lunfassende 
Werk  von  Klein  und  Sommerfeld  aufmerksam  zu  machen,  von  dem, 
wie  ich  höre,  demnächst  die  Schlußlieferung  gedruckt  werden  soll, 
die  sich  insbesondere  mit  den  praktischen  Anwendungen  des  Kreisels 
beschäftigen  wird.  Das  Werk  ist  ebenfalls  im  Teubnerschen  Verlage 
erschienen. 


Vierter  Abschnitt. 

Yerschiedene  Anwendungen. 

§  50.    Die  Schwingungen  eines  Zentrifagalregnlators. 

Eine  Dampfmaschine^  die  mit  einem  Zentrifagahegulator 
ausgerüstet  ist^  bildet  einen  Verband  mit  zwei  Freiheitsgraden 
Dem  einen  Freiheitsgrade  entspricht  die  Bewegung  des  Kurbel- 
mechanismus und  der  mit  ihm  zwangläufig  verbundenen  Teile. 
Als  zugehörige  allgemeine  Koordinate  kann  der  Winkel  an- 
gesehen werden,  um  den  sich  die  Kurbelwelle  seit  einem  zum 
Ausgangspunkt  der  Betrachtung  gewählten  Augenblicke  weiter 
gedreht  hat.  Der  zweite  Freiheitsgrad  bezieht  sich  auf  die 
von  der  vorigen  unabhängige  Bewegung  des  Regulators,  durch 
die  der  Hub  des  Regulators  geändert  wird.  Entweder  dieser 
Hub  selbst  oder  an  seiner  Stelle  der  Winkel,  den  die  Stangen 
des  Regulators  mit  der  Umdrehungsachse  bilden,  liefert  die 
diesem  zweiten  Freiheitsgrade  entsprechende  allgemeine  Ko- 
ordinate. 

Unter  gewöhnhchen  Umständen  bleibt  der  Regulator  in 
seiner  Stellung,  solange  die  Dampfmaschine  unter  gleichmäßigen 
Bedingungen  weiterläuft.  Der  zweite  von  den  beiden  Freiheits- 
graden wird  unter  diesen  Umständen  nicht  ausgenutzt.  Zwar 
kommen  auch  in  diesem  Falle  während  jedes  Umlaufs  der 
Maschine  periodische  Geschwindigkeitsschwankungen  der  Kurbel- 
welle und  der  mit  ihr  zwangläufig  verbundenen  Regulatorspindel 
vor;  sie  werden  jedoch  durch  das  Schwungrad,  über  dessen 
Berechnung  schon  im  ersten  Bande  nähere  Angaben  gemacht 
wurden,  in  engen  Grenzen  gehalten.  Diese  geringen  periodischen 
Geschwindigkeitsschwankungen  vermögen  aber  an  der  Regulator- 
Stellung  wegen  der  Bewegungswiderstände,  die  sich  dem  wider- 
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setzen,  in  der  Regel  nichts  zu  ändern.  Erst  wenn  die  Belastung 
der  Maschine  durch  Ausschaltung  oder  Einschaltung  von 
Arbeitsmaschinen,  die  von  ihr  angetrieben  werden,  beträchtlich 
geändert  und  hierdurch  auch  nach  kurzer  Zeit  eine  größere 
Geschwindigkeitsänderung  der  Kurbelwelle  herbeigeführt  wird, 
kommt  der  zweite  Freiheitsgrad  des  Regulators  zur  Geltung. 
Der  Regulator  hebt  oder  senkt  sich,  wirkt  auf  die  Steuerung 
der  Maschine,  ändert  damit  den  Dampfzutritt  und  ftihrt  schließ- 
lich, wenn  er  richtig  konstruiert  ist,  einen  den  abgeänderten 
Belastungsverhältnissen  entsprechenden  gleichmäßigen  Gang  von 
neuem  herbei. 

Zunächst  verlangt  man,  daß  die  Umdrehungszahlen,  die  zu 
verschiedenen  Belastungen  gehören,  nicht  viel  voneinander  ab- 
weichen. Um  die  Erfüllung  dieser  Forderung  zu  prüfen, 
genügt  es,  den  gleichmäßigen  Gang  der  Maschine  unter  der 
Annahme  verschiedener  konstanter  Regulatorstellungen  zu  unter- 
suchen und  die  Geschwindigkeiten,  die  diesen  Stellungen  ent- 
sprechen, miteinander  zu  vergleichen.  Bei  dieser  Betrachtung 
ist  jedesmal  nur  auf  einen  Freiheitsgrad  des  ganzen  Verbandes 
zu  achten.  Das  ist  verhältnismäßig  einfach,  und  da  es  hier 
nicht  meine  Aufgabe  bilden  kann,  eine  vollständige  Theorie 
der  Regulatoren  vorzuführen,  gehe  ich  darauf  nicht  weiter  ein. 
Für  uns  soll  es  hier  nur  auf  eine  zweite  Forderung  ankommen, 
die  man  außerdem  noch  an  den  Regulator  zu  stellen  hat.  Sie 
besteht  darin,  daß  der  Regulator  nach  einer  Veränderung  in 
der  Belastung  der  Dampfmaschine  in  die  dieser  entsprechende 
neue  Stellung  ohne  große  Schwankungen  übergehen  soll. 

Von  vornherein  ist  klar,  daß  diese  Forderung  keineswegs 
mit  der  vorhergehenden  iusammenfäUt.  Wenn  sich  der  Re- 
gulator bei  einer  Verminderung  der  Belastung  der  Maschine 
hebt,  wird  man  nicht  erwarten  dürfen,  daß  er  sich  gerade  nur 
um  das  erforderliche  Maß  hebt  und  hierauf  stehen  bleibt.  Man 
muß  vielmehr  erwarten,  daß  er  zunächst  Schwingungen  um  die 
den  neuen  Belastungsverhältnissen  entsprechende  Gleichgewichts- 
lage ausführt.  Es  kommt  nun  darauf  an,  ob  diese  Schwingungen 
hinreichend  gedämpft  sind  und  bald  abklingen,  so  daß  sie  un- 
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schädlich  bleiben,  oder  ob  sie  zu  groSeo  Geschwindigkeits- 
BchvankangeD  der  Mascliioe  fOhres. 

FUr  die  Untersuchung  der  hiermit  bezeiclmeteii   Schwin- 
gungen kommen  demnach  beide  Freiheitsgrade  des  ganzen  Ver- 
bandes in  Betracht     Wer  mit  der  Benatzung  der  Gleichungen 
von  Lt^range  gut  vertraut  ist,  wird  zunächst  an  dieses  Ver- 
fahren    ZOT    Ableitung     der    Bewegungsgleichungen     denken. 
Meistens  zieht  man  aber   eine  andere   Betrachtungsweise   vor, 
die  sich  aui  das  Prinzip  von 
d'Alembert  stutzt,  nnd  dieser 
will  ich  mich  hier  eben&lls 
anschließen. 

Ehe  man  zur  Auf- 
stellung der  Bew^^gs- 
gleichungen  schreiten  kum, 
muß  man  sieh  zunächst  da- 
nach umsehen,  welche  Um- 
stände auf  den  Schwingungs- 
vorgang  von  mehr  oder 
minder  wesentlichem  Ein- 
flösse sein  können.  Dabei 
kommt  zunächst  die  beson- 
dere konstruktive  Ausbil- 
dung des  Regulators  und  die  ahlit. 
Art,  wie  er  den  Dampfzutritt 

ändert,  in  Betracht.  Zum  Zwecke  der  Auseinandersetzung  des 
Verfahrens  genügt  es,  wenn  ich  mich  hier  auf  die  Behandlung 
eines  bestimmten  einfachen  und  häufig  vorkommenden  Beispieles 
beschränke,  nämlich  auf  die  in  Abb.  17  angegebene  Anordnung 
des  R^nlators.  AnSerdem  sei  einstweilen  wenigstens  voraus- 
gesetzt, daß  der  Regulator  eine  Drosselklappe  verstellt,  so  daß 
der  Dampfzutritt  nur  durch  diese  verändert  wird.  Das  ist  die 
einfachste  Annahme,  die  man  zunächst  machen  kann;  sie  ist 
indessen  nicht  sehr  wesentlich,  da  sich  das  Verfahren  auf 
andere  Fälle  meist  mit  geringen  Änderungen  fibertr^en  läßt. 
Freilich   kommt  auch  selbst  in  diesem  ein&chsten  Falle  noch 
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ein  besonderer  umstand  in  Betracht^  der  zum  mindesten  ein- 
mal erwähnt  werden  muß.  Eine  Kurbeldampfmaschine  ist  stets 
mit  einer  Expansionssteuerung  versehen,  durch  die  der  Dampf- 
zutritt bei  einer  gewissen  Kolbenstellung  abgesperrt  wird. 
Gewöhnlich  wird  die  Anordnung  des  Regulators  so  getroflFen, 
daß  er  das  Expansionsverhältnis  ändert.  Aber  auch  wenn  wir 
ein  festes  Expansionsverhältnis  voraussetzen  und  uns  die  Re- 
gulierung durch  die  Drosselklappe  bewirkt  denken,  ist  zu  be- 
achten, daß  die  Drosselklappe  während  der  Zeit,  in  der  der 
Zutritt  des  Dampfes  in  den  Zylindern  abgesperrt  ist,  ohne 
Einfluß  auf  die  Dampfspannung  im  Zylinder  ist,  sondern  erst 
später,  wenn  der  Dampfzutritt  wieder  geöffioiet  ist,  von  neuem 
darauf  einwirken  kann.  Wir  haben  es  daher  genau  genommen 
nicht  mit  einer  stetigen,  sondern  mit  einer  oft  unterbrochenen 
oder  absatzweisen  Wirkung  des  Regulators  auf  die  Arbeits- 
leistung der  Maschine  zu  tun.  Für  bestimmte  Zwecke  kann 
es  nötig  werden,  auf  den  Einfluß  dieses  Umstandes  zu  achten. 
Das  muß  aber  eine  spätere  Sorge  bleiben;  um  die  Betrachtung 
nicht  von  vornherein  durch  die  Berücksichtigung  von  Neben- 
umständen, die  in  der  Regel  nur  von  untergeordneter  Bedeutung 
sind,  zu  überlasten,  müssen  wir  davon  und  von  manchen  an- 
deren Umständen  absehen. 

Insbesondere  soll  auch,  um  einfache  und  klar  zu  über- 
sehende Verhältnisse  zu  schaffen,  von  der  Veränderung,  die 
das  Tangentialdruckdiagramm  während  einer  Umdrehung  der 
Kurbel  erleidet,  abgesehen  werden.  Bei  einer  mehrzylindrigen 
Maschine  wird  dies  mit  mehr  Recht  zulässig  sein,  als  bei  einer 
Maschine  mit  nur  einem  Zylinder,  und  bei  einer  Dampfturbine 
trifft  die  damit  gleichbedeutende  Voraussetzung,  daß  das  auf 
die  Kurbelwelle  übertragene  treibende  Moment  unabhängig  von 
der  Stellung  der  Kurbelwelle  ist,  überhaupt  genau  zu.  Wir 
drücken  diese  Voraussetzungen  in  der  Gleichung 

M  «  F{(p)  (291) 

aus,  in  der  M  das  Drehmoment,  <jp  der  die  RegulatorsteUung 
beschreibende  aus  Abb.  17  zu  entnehmende  Winkel  und  F  eine 
Funktioö    bedeutet,   die   bei  konstantem  (p  von  der  Zeit   un- 
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abhängig  ist.  Hierbei  dürfen  wir  femer  annehmen ;  daß  die 
Form  der  Funktion  g?,  die  von  der  besonderen  Anordnung  des 
Regulators  und  seiner  Einwirkung  auf  die  Dampfzuführung 
abhängt^  für  eine  bestimmte  Maschine^  deren  Verhalten  wir 
untersuchen  wollen,  durch  vorausgehende  Betrachtungen,  mit 
denen  wir  es  hier  nicht  zu  tun  haben,  bereits  ermittelt  ist. 

Femer  kommt  es  auf  die  Bewegungs widerstände  an,  die 
sich  einer  Änderung  des  Regulatorhubs  entgegenstellen  und  die 
sich  aus  den  Reibungen  an  den  verschiedenen  Gelenken,  an  der 
Drosselklappe  sowie  einer  Ölbremse,  die  zur  Dämpfung  der 
Schwingungen  gewöhnlich  angebracht  ist,  zusammensetzen. 
Wir  können  uns  alle  diese  Widerstände  zu  einer  nach  der 
gewöhnlichen  Vorschrift  auf  den  Regulatorhub  •  reduzierten 
Kraft,  die  wir  weiterhin  kurzweg  als  die  Regulatorreibung  be- 
zeichnen, zusammengesetzt  denken.  Diese  Kraft  wird  teilweise 
von  der  Geschwindigkeit  abhängen,  mit  der  sich  der  Regulator- 
hub ändert,  und  von  diesem  Teile  wird  man  genau  genug  an- 
nehmen können,  daß  er  wie  eine  gewöhnliche  Schwingungs- 
dämpfung der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Ein  zweiter 
Teil,  die  „konstante  Reibung",  wird  aber  auch  bestehen 
bleiben,  wenn  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  ist.  Einst- 
weilen wollen  wir  aber  die  Betrachtung  unter  der  Voraus- 
setzung durchführen,  daß  die  konstante  Reibung  so  klein  sei, 
daß  sie  genau  genug  vernachlässigt  werden  kann. 

Endlich  soll  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  noch  voraus- 
gesetzt werden,  daß  die  Massen  der  Regulatorstangen  so  gering 
gegenüber  den  Schwungkugelmassen  sind,  daß  sie  außer  Betracht 
bleiben  können,  obschon  natürlich  nichts  im  Wege  stehen  würde, 
die  Formeln  durch  Zufügung  weiterer  Glieder  so  zu  verallge- 
meinem, daß  die  Massen  und  Gewichte  der  Stangen  ebenfalls 
berücksichtigt  wären. 

Wir  bringen  nun  an  den  Massen  des  Regulators  die  Träg- 
heitskräfte an  und  betrachten  das  Gleichgewicht  aller  Kräfte 
an  dem  in  seiner  augenblicklichen  Stellung  in  Ruhe  ver- 
harrenden Regulator.  Den  Regulatorhub,  von  der  untersten 
Stellung  an  gerech^et^  bezeichnen  wir  mit  :r;    dann  folgt  2;u>- 
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nächst   mit  Benutzung   der   in  Abb.  17   eingeschriebenen  Be- 

zeichnuniren  ^^,^  v 

^  x«=  2Z(1  —  cosg?), 

woraus  man  durch  Differentiieren 

^-2Zsm(|p^, 


d^x 


2l[Bmg>^^-^  +  coBg>{^y) 


dt* 

erhalt.  Das  Gewicht  der  Begulatorhülse  samt  dem  daran  an- 
gebrachten Körper  bezeichnen  wir  mit  G,  Dazu  kommt  eine 
Tragheitskraft  von  der  Größe 

Gd*x 
9  dt*' 

die  ebenfalls  nach  abwärts  geht,  wenn  der  Differentialquotient 
positiv  ist,  die  Beschleunigung  von  G  also  nach  oben  hin 
gerichtet  ist.    In  der  gleichen  Richtung  wie  G  geht  bei  einem 

positiven  Werte  von  -jj  auch  die  damit  proportionale  Reibung, 

die  wir  unter  Einführung  eines  ^^Dämpfungsfaktors^'  k  gleich 

dx 


h 


dt 


ZU  setzen  haben.  An  den  unteren  Stangenenden  lastet  daher 
eine  Kraft  G'y  die  sich  aus  den  vorhergehenden  drei  Gliedern 
zusammensetzt  und 

'    g  dt*    '       dt 

geschrieben  werden  kann.     Diese  Kraft  zerlegt  sich  nach  den 

Richtungen  der  beiden  unteren  Stangen,  und  wenn  wir  die  in 

einer  dieser  Stangen  auftretende  Zugspannung  mit  S  bezeichnen, 

erhalten  wir  dafür 

G' 


8 


2  cosqp 


Nun  kommen  wir  zu  den  Kräften,  die  an  einer  Schwung- 
kugel angreifen.  Eine  davon  ist  die  bereits  berechnete  Kraft  8. 
Dazu  kommen  zunächst  das  Gewicht  Q  der  Kugel,  femer  die 
daran  anzubringenden  Trägheitskräfte  und  endlich  die  von  der 
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oberen  Stange  übotnigene  Kraft  Die  Be«5hleonigung  des 
KugebdiwerponkteSy  in  dem  wir  ans  mit  ausreichender  Genauig- 
keit die  ganze  Eugelmasse  vereinigt  doiken  können,  laßt  sich 
als  geometrische  Summe  aas  drei  Komponenten  aofibss^L  Die 
erste  Komponente  wird  gebildet  Ton  der  Zentrifagalbesehleoni- 
gong,  die  za  der  kreisförmigen  Bew^ang  gehört ,  die  der 
Kagelschwerpunkt  infolge  der  Spindeldrehang  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit  u  aasfuhrt.  Ihr  entspricht  als  Tragheitskraft 
die  Zentrifdgalkrafl  C,  nämlich 

Die  zweite  Komponente  der  Beschleunigung  entspricht  der 
Schwingung  relatir  zum  rotierenden  Raum.  Wir  können  sie 
und  die  dazu  gehörige  Tragheitskraft  noch  weiter  in  zwei  An- 
teile zerlegen,  Ton  denen  der  eine  in  die  Richtung  der  oberen 
Stange  fallt  und  der  andere  senkrecht  dazu  steht.  Auf  den 
ersten  Anteil,  der  ebenfalls  als  eine  Zentrifugalkraft  zu  be- 
zeichnen ist,  kommt  es  weiterhin  nicht  an,  da  er  aus  der 
Momoitengleichung,  die  wir  nachher  als  Gleichgewichtsbedingung 
an&tellen  wollen,  herausfällt.  Der  zweite  Anteil  sei  mit  T 
bezeichnet.  Er  hat  unter  der  Voraussetzung,  dafi  die  Winkel- 
beschleunigung -j^  positiv  ist,  den  in  die  Abbildung  ein- 
getragenen nach  rechts  unten  hin  gerichteten  Pfeil  und  die 
Größe  ^    ,, 

g    di* 

Hierzu  kommt  endlich  noch  eine  Beschleunigung,  die 
senkrecht  zur  Stangenebene,  also  zur  Zeichenebene  von  Abb.  17 
steht,  nämlich  die  Goriolisbeschleunigung  samt  der  einer  etwaigen 
Veränderung  in  der  Winkelgeschwindigkeit  u  entsprechenden 
Beschleunigung,  die  ebenfalls  senkrecht  zur  Stangenebene  steht. 
Die  zugehörige  Zusatzkraft  ist  aber  ohne  Einfluß  auf  das  Gleich- 
gewicht, da  sie  nur  eine  geringe  Verbiegung  der  Stangen  hervor- 
zubringen vermag,  die  bei  den  hier  in  Frage  kommenden  Ge- 
schwindigkeiten ganz  bedeutungslos  ist. 


300  Vierter  Abschnitt.    Verschiedene  Anwendungen. 

Wir  schreiben  jetzt  die  Momentengleichnng  f£ir  den  oberen 
Stangendrehpankt  als  Momentenpankt  an  nnd  erhalten  damit 
die  Gleichgewichtsbedingung 

Tl  +  81  Bm2g)  +  Ql  Binfp  —  Cl  cos 9  —  0.  (292) 

Setzen  wir  die  früher  aufgestellten  Werte  ein^  so  geht  die 
Gleichung  über  in 

.0  (293) 

+  Gaiatp  +  Q  aiatp  —  —  «^isiny  cos  qu  =  0. 

Hiermit  haben  wir  die  für  die  Koordinate  g)  gültige  Be- 
wegungsgleichung bereits  gefunden.  Um  sie  zu  vereinfachen^ 
setzen  wir  weiterhin  voraus,  daß  zwar  nicht  der  Winkel  tp  selbst, 
wohl  aber  die  Änderungen,  die  er  im  Verlaufe  der  Schwingung 
erfährt,  als  klein  betrachtet  werden  dürfen,  d.  h.  wir  setzen, 
wie  es  schon  in  früheren  Fällen  öfters  geschehen  ist, 

9-9>o  +  ^,  (294) 

so  daß  ^0  irgendeinen  mittleren,  während  der  Schwingung 
konstanten  Wert  des  Ausschlages  und  s  eine  mit  der  Zeit  ver- 
änderliche kleine  Größe  bedeutet.  Die  Differentialquotienten 
von  q)  gehen  hiermit  in  die  von  s  über.  Auch  diese  Diffierential- 
quotienten  sind  als  klein  von  derselben  Ordnung  wie  ß  selbst 
zu  betrachten,  da  die  .Schwingungen,  wie  uns  von  vornherein 
bekannt  ist,  nicht  so  schnell  erfolgen,  daß  die  Geschwindig- 
keiten und  Beschleunigungen  von  anderer  Größenordnung  als 
die  Wege  werden  könnten.  Die  Produkte  aus  s  und  seinen 
Differentialquotienten  können  daher  gegen  die  nur  von  der 
ersten  Ordnung  kleinen  Glieder  vernachlässigt  werden.  Hiermit 
erhält  man  als  Bewegungsgleichung  für  s  die  lineare  Differential- 
gleichung 

+  e  ((G^  +  ö)  cos  90  -  y  «*^  cos  2(po)+(G  +  Q)  sin  tp^       (295) 

— —  uH  sin <pf,  eos (p^  =  0. 
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Hierin  kommt  außer  s  und  konstanten  Größen  noch  die 
während  des  ßegulierungsvorganges  veränderliche,  aber  jeden- 
falls nur  innerhalb  enger  Grenzen  schwankende  Winkel- 
geschwindigkeit u  der  Regulatorspindel  vor.    Wir  setzen  daher 

u^u,  +  r},  (296) 

indem  wir  unter  Uq  jenen  konstanten  Wert  verstehen,  der  beim 
Fehlen  von  Schwingungen,  also  für  £  =  0  zu  dem  konstanten 
ßegulatorausschlage  q)Q  gehört,  während  rj  eine  Größe  ist,  die 
wir  als  klein  von  derselben  Ordnung  wie  s  zu  betrachten 
haben.  Setzen  wir  dies  ein  und  vernachlässigen  wiederum  die 
von  höherer  Ordnung  kleinen  Größen,  wobei  wir  noch  von 
den  Abkürzungen 

'       ^      ^  (297) 

ag  =  Ä2Z  sin^qPo  j 

Gebrauch  machen,  so  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

^^ji  +  ^^%  +  ^[^^  +  ^)  ^^«  9^0  -  y  V^  cos29o) 

-ri^u,l  sin  2^0  +  {O  +  Q)  sin  tp,  (298 

—  —  u^l  sin 9q  cos  tp^  =  0. 

Eine  Lösung  dieser  Gleichung  muß  jedenfalls  auch  £  =  0 
und  1^  =  0  sein;  sie  entspricht  dem  stationären  Zustande,  in 
dem  überhaupt  keine  Schwingungen  vorkommen.  Hieraus  folgt, 
daß  sich  die  von  s  und  ri  freien  Glieder,  die  überdies  endliche 
Werte  haben,  gegeneinander  wegheben  müssen.  Man  hat  daher 
zwischen  tp^  und  u^  die  Beziehung 

((?+(2)sing)o--7Visin(poCosc)Po=-0,  (299) 

die  sich  natürlich  auch  auf  einfachere  Weise  unmittelbar  hätte 
ableiten  lassen.  Berücksichtigt  man  dies  und  macht  davon  zu- 
gleich zur  Vereinfachung  des  Koeffizienten  von  s  Gebrauch,  so 
erhält  man 

^^  5?  +  ^2  di  +  ^7^  "o*^  sinVo  -  1?  y  Wo^  8^^ 2 g^o  =  0 .     (300) 
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Für  die  hierin  yorkommenden  Eonstanten  fähren  wir  noch  die 
ferneren  Abkürzungen 


»8  ="  y  Wo*^  81^*  9^0 
a4  =  -^  Worein  2^0 


(301) 


ein,  womit  die  Bewegungsgleichung  ihre  endgültige  Form 

«157?  +  «Ä  d?  +  ^8«  ""  ^*^  "^  ^  (^^^) 

erhält.  Hierbei  ist  zu  beachten,  daß  die  Eoefüzienten  a  stets 
positive  Werte  bedeuten,  die  sich  für  eine  gegebene  Maschine 
und  für  eine  bestimmte  Wahl  des  mittleren  Begulatorausschlags 
^0,  um  den  herum  die  Schwingungen  untersucht  werden  sollen, 
ohne  weiteres  angeben  lassen.  Nur  die Bestimmungdes Dämpfungs- 
faktors h^  der  in  a^  vorkommt,  kann  dabei  Schwierigkeiten 
machen.  Wenn  man  in  den  Stand  gesetzt  werden  soll,  den 
Verlauf  des  Schwingungsvorganges  vorauszusagen,  muß  man 
aber  den  Wert  von  1c  jedenfalls  kennen,  also,  wenn  keine  ge- 
naueren Unterlagen  zu  seiner  Ermittelung  bekannt  sind,  ihn 
vorher  schätzungsweise  angenommen  haben. 

Zu  Gl.  (302)  tritt  noch  eine  zweite  Gleichung,  die  sich 
auf  den   anderen  Freiheitsgi*ad  des  ganzen  Verbandes  bezieht. 

Sie  lautet  , 

e^^M-M„  (303) 

wenn  unter  0  das  Trägheitsmoment  des  Schwungrades,  unter  M 
das  zur  Zeit  t  wirkende,  treibende  Moment  und  unter  M^  dessen 
Wert  für  die  Regulatorstellung  9  =  9?o  verstanden  wird,  wobei 
zu  beachten  ist,  daß  M^  zugleich  den  Wert  des  sich  der 
Drehung  der  Maschine  widersetzenden  Momentes  der  äußeren 
Kräfte  angibt,  die  die  Belastung  der  Maschine  bilden.  Hierbei 
ist  zu  erwähnen,  daß  das  beschleunigende  Moment  M  —  M^ 
allerdings  nicht  ausschließlich  zur  Beschleunigung  des  Schwung- 
rades, sondern  ein  kleiner  Teil  davon  auch  zur  Beschleunigung 
der   Begulatorbewegung    dient.     Dieser  Teil   ist   aber  so   un- 
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bedeutend  gegenüber  dem  anderen^  daß  er  ohne  weiteres  ver- 
nachlässigt werden  durfte. 

Mit  u^  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Schwungrad- 
welle bezeichnet.  Diese  steht  in  einem  durch  Baderübersetzungen 
festgelegten  Verhältnisse  zur  Winkelgeschwindigkeit  u  der  Re- 
gulatorspindel; die  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  vor- 
kam. Wir  bezeichnen  das  Übersetzungsverhältnis  mit  n,  in- 
dem wir  /      .     N 

Wj  «  ww  =  »  {Uq  +  rj) 

setzen,  womit  die  vorhergehende  Gleichung  übergeht  in 

Da  nur  kleine  Abweichungen  der  Regulatorstellung  aus 
der  mittleren  Lage  g)^  während  des  Schwingungsvorganges  in 
Aussicht  zu  nehmen  sind,  können  wir  nach  61.  (291) 

^=^o  +  «(^„  (304) 

setzen.     Hiermit  erhalten  wir 


ßdn^     /dF\ 
dt  \dtp/Q 


Der  Differentialquotient  (3—)  ist  jedenfalls  negativ,  da  die 

Leistung  der  Maschine  abnimmt,  wenn  der  Regulator  in  die 
Höhe  geht.  Der  Absolutbetrag  des  Differentialquotienten  ist 
für  ein  gegebenes  q)Q  eine  konstante  Größe,  die  von  der  Ein- 
richtung der  Steuerung  abhängt  und,  wenn  diese  bekannt  ist, 
ohne  Schwierigkeit  ermittelt  werden  kann.  Zur  Abkürzung 
setzen  wir  /dF\ 

so  daß  also  K  eine  positive  gegebene  Eonstante  bedeutet.  Die 
zweite  Bewegungsgleichung  geht  hiermit  über  in 

'^^-Ke.  (306) 

Aus  den  Gleichungen  (302)  und  (306)  läßt  sich  nun  leicht 
eine   der  Yariabeln  rj   oder  s  eliminieren.     Differentiiert  man 
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ai.  (302*)  nach  t  und  setzt  den  Wert  ans  61.  (306)  ein,  so 
findet  man 

Drückt  man  umgekelirt  b  mit  Hilfe  Yon  Ql.  (306)  in  ri 
aus,  so  geht  Gl.  (302)  über  in 

^i|f  +  «*S  +  «»S  +  «^^^  =  0,  (308) 

d.  h.  €  und  1/  müssen  derselben  Differentialgleichung  genügen. 
Die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist  yon  der 
Form 

£  =  ^,C«x<  +  J^6«»*  +  ^3C«»S  (309) 

in  der  die  Koeffizienten  A  die  willkürlichen  Integrationskon- 
stanten sind,  während  die  Konstanten  a  die  drei  Wurzeln  der 
charakteristischen  Gleichung 

a^a»  +  a^a^  +  o»«  +  «4^  =  0  (310) 

bedeuten.  Der  Schwingungsverlauf  hängt  von  den  Werten 
dieser  Wurzeln  ab.  Eine  der  Wurzeln  ist  jedenfalls  reell.  Eine 
reelle  Wurzel  der  Gleichung  muß  aber  notwendig  negativ  sein, 
da  die  Koeffizienten  der  Gleichung  sämtlich  positive  Werte 
haben.  Ein  Glied  mit  einem  negativen  Exponenten  in  Gl.  (309) 
stellt  für  sich  genommen  eine  aperiodisch  gedämpfte  Bewegung 
dar,  die  mit  der  Zeit  erlischt.  Wenn  aUe  drei  Wurzeln  reeU 
wären,  hätten  wir  daher  überhaupt  keine  Schwingung  des 
Regulators  nach  einer  Belastungsänderung  der  Maschine  zu 
erwarten,  sondern  einen  aperiodischen  Übergang  in  die  der 
neuen  Belastung  entsprechende  Gleichgewichtslage. 

Die  kubische  Gleichung  kann  aber  imd  wird  auch  in  der 
Regel  zwei  komplexe  Wurzeln  besitzen,  die  miteinander  konjugiert 
sind.  Es  kommt  dann  darauf  an,  ob  der  reelle  Anteil  dieser 
Wurzeln  positiv  oder  negativ  ist.  Ist  er  positiv,  so  wachsen 
die  Schwingungsausschläge  mit  der  Zeit  immer  mehr  an;  der 
Gang  der  Maschine  schwankt  dann  in  weiten  Grenzen  und  die 
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Kegnlienuig  ist  unbrauchbar.  Dagegen  nehmen  die  Schwin- 
gungen immer  mehr  ab  und  die  Regulierung  ist  brauchbar^ 
wenn  der  reelle  Anteil  der  Wurzeln  negativ  ist. 

Hierüber  entscheidet  ein  einfacher  Satz  aus  der  Lehre  Yon 
den  Gleichungen.  Hat  man  nämlich  eine  kubische  Gleichung 
mit  positiven  Koeffizienten 

so  kann  sie  keine  komplexen  Wurzeln  mit  positiven  reellen  An- 
teilen besitzen,  wenn  zwischen  den  Koeffizienten  die  Bedingung 

ab>  c 
erfüllt  ist.     Schreibt  man  nämlich  die  Gleichung 

(x  —  Xi)(x  -  x^)(x  —  x^)  =  0, 

so  bestehen,  wie  die  Ausrechnung  lehrt,  zwischen  den  Wurzeln 
Xj^x^x^  und  den  Koeffizienten  abc  die  Beziehungen 

^1  +  ^  +  a^8  =  —  « 
^1^2     •    •''1^8  'T  X^Xt^  =^  0 

1     2     S  ~~~  ^"~  ^ " 

Ist  nun  x^  die  notwendig  negative  reelle  Lösung  und  sind 
x^  und  x^  die  komplexen  Wurzeln  und  schreiben  wir  dafür 

a?i  =  -r;     x^^p  +  iq;    x^^p^-iq, 

so  gehen  die  vorhergehenden  Gleichungen  über  in 

r  —  2p  =  a 
P*  +  Q*  —  2pr  =  b 

Multipliziert  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  mitein- 
ander und  subtrahiert  davon  die  dritte,  so  erhält  man  nach 
einfacher  Umformung 

ab-c 2p(f  +p*  +  q^-  2pr)  ==  -  2p(r^  +  6). 

Da  b  positiv  ist,  hat  demnach  p  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen von  (ab  —  c)  und  wenn  ab  größer  ist  als  c,  muß  daher 
p  notwendig  negativ  sein,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

FOppl,  höhere  Dynamik.  20 
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Wenden  wir  den  Satz  auf  OL  (310)  an,  so  folgt  als  Be- 
dingung fflr  den  stabilen  Oang,  daß 

aia^>aia^K  (311) 

sein  mnß.     Setzt  man  für  die  Koeffizienten  a  ihre  Werte  ans 
den  Gleichungen  (297)  und  (301)  ein,  so  lautet  die  Bedingung 

u,h  sinVo  >  ^^  (0  +  26?  sinVo) ,  ^312) 

wobei  noch  zu  beachten  ist,  daß  zwischen  Uq  und  q)^  die  durch 
Gleichung  (299)  ausgesprochene  Beziehung  besteht. 

Die  Erfüllung  der  Ungleichung  (312)  hängt  ins- 
besondere Yon  dem  Werte  des  Dämpfungsfaktors  k  ab. 
Wenn  man  Jc^O  setzt,  also  einen  yollständig  rei- 
bungsfreien Gang  des  Regulators  annimmt,  wird  die 
Bedingung  nicht  erfüllt  und  die  Regulierung  daher 
unbrauchbar. 

§  51.    Fortsetzung;  konstante  Beibung. 

Wir  haben  soeben  erkannt,  wie  wichtig  die  Rolle  ist,  die 
der  Reibung  des  Regulators  bei  dem  Regulierungsvorgange  zu- 
kommt. Hierdurch  werden  wir  zu  der  Frage  gedrängt,  wie 
sich  die  Bedingungen  für  eine  brauchbare  Regulierung  gestalten, 
wenn  man  auch  noch  die  konstante  Reibung  in  den  Rechnungs- 
ansatz aufnimmt.  Bisher  hatten  wir  die  konstante  Reibung 
yemachlässigt,  aber  es  ist  yon  yomherein  klar,  daß  sie  unter 
Umstanden  größer  und  daher  auch  yon  größerem  Einflüsse  auf 
die  Regulatorschwingungen  sein  kann,  als  die  mit  der  Ge- 
schwindigkeit proportionale  Reibung.  Es  laßt  sich  auch  yor- 
aussehen,  daß,  wenn  diese  so  klein  ist,  daß  sie  yemachlässigt 
und  A:  »  0  gesetzt  werden  kann,  die  daneben  weiter  bestehende 
konstante  Reibung  den  instabilen  Gang  der  Maschine,  der 
sonst  für  %  »  0  eintreten  würde,  unter  geeigneten  Umständen 
zu  yerhindem  vermag. 

Die  Berücksichtigung  der  konstanten  Reibung  erschwert 
freilich  die  Rechnung  ganz  bedeutend.  Und  zwar  rührt  die 
Erschwerung  dayon  her,  daß  ifür  die  Regulatorbewegung  nicht 
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mehr  eine  einzige  Gleicliung  fQr  beide  Bewegungsrichtnngen 
gilty  sondern  daß  man  zwei  Gleichungen  zu  benutzen  hat^  von 
denen  sich  die  eine  auf  den  im  Steigen  begriffenen  und  die 
andere  auf  den  niedersinkenden  Regulator  bezieht.  Es  yerhalt 
sich  damit  ähnlich^  wie  bei  den  schon  im  4.  Bande  behandelten 
Schwingungen  eines  materieUen  Pnnktes,  die  durch  eine  kon- 
staute  Reibung  gedämpft  sind  (§  1,  S.  52  der  3.  Aufl.)^  wenn 
auch  der  Zusammenhang  hier  erheblich  verwickelter  ist. 

Die  Erschwerung,  die  hierdurch  herbeigeführt  wird,  geht 
so  weit,  daß  sie  eine  allgemeine  Untersuchung  der  Bedingungen 
f&r  den  stabilen  Grang  bei  Beachtung  der  konstanten  Reibung 
überhaupt  nicht  Yollständig  zu  Ende  zu  führen  gestattet,  weil 
die  Formeln,  die  dazu  nötig  wären,  zu  umständlich  würden. 
Dagegen  steht  gar  nichts  im  Wege,  ein  Verfahren  anzugeben, 
nach  dem  man  in  jedem  einzelnen  zahlenmäßig  gegebenen  Falle 
entscheiden  kann,  ob  die  Bewegung  instabil  ist  oder  nicht. 

Als  ausreichend  fOr  den  Zweck  dieser  Betrachtungen  wird 
es  schon  auzusehen  sein,  wenn  man  sich  über  den  Einfluß  der 
konstanten  Reibung  unter  der  Voraussetzung  Rechenschaft  zu 
geben  yermag,  daß  sie  allein  auftritt,  k  also  gleich  NuU  ist. 
Die  hier  anzustellenden  Betrachtungen  werden  aber  durch  diese 
Voraussetzung  nicht  wesentlich  vereinfacht  und  es  mag  daher 
vorläufig  angenommen  werden,  daß  die  konstante  und  die  der 
Geschwindigkeit  proportionale  Reibung  zugleich  nebeneinander 
auftreten, 

Eonstante,  also  von  der  Geschwindigkeit  unabhängige 
Reibungen  können  an  verschiedenen  Stellen  des  Regulators 
vorkommen.  Sie  lassen  sich  aber  jedenfalls  fQr  die  Aufstellung 
der  Bewegungsgleichung  durch  eine  einzige  Kraft  F  ersetzen. 
Darunter  ist  die  auf  die  Koordinate  x  reduzierte  Kraft  zu 
verstehen.  Sie  widersetzt  sich  jederzeit  der  Bewegung.  Wenn 
sich  der  Regulator  hebt,  solange  also  x,  q>  und  b  im  Wachsen 
begriffen  sind,  wirkt  jP  nach  abwärts.  Solange  dies  geschieht, 
befindet  sich  der  Regulator  unter  denselben  Bedingungen,  als 
wenn  das  Gewicht  G  unter  Beiseitelassung  der  Reibung  um 
den   Betrag  jP  erhöht   wäre.     Während   der  Regulator   sinkt, 

20* 
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geht  dagegen  F  nach  aufwärts  and  für  diesen  Teil  des  ganzen 
Vorgangs  ist  daher  G  —  F  9Xi  Stelle  von  G  in  die  nach  dem 
Muster  des  vorigen  Paragraphen  aufzustellende  Bewegungs- 
gleichung einzusetzen. 

Hierbei  mag  sofort  darauf  hingewiesen  werden^  daß  in 
einem  praktisch  vorliegenden  Falle  F  jedenfalls  nur  einen 
kleinen  Bruchteil  von  G  ausmachen  wird.  Wir  werden  uns 
auch  bald  davon  überzeugen^  daß  F  sogar  als  unendlich  klein 
gegenüber  G  angesehen  werden  muß,  wenn  trotz  des  Auftretens 
von  F  Schwingungen  s  möglich  sein  soUen^  die  sich  ebenfalls 
und  zwar  von  der  gleichen  Ordnung  als  unendlich  klein  an- 
sehen lassen  soUen. 

Zur  Aufstellung  der  Bewegungsgleichung  für  den  stei- 
genden Regulator  greifen  wir  auf  die  Betrachtungen  zurück, 
die  zu  Gl.  (298)  geführt  haben,  wobei  jetzt  nur  G  um  F  zu 
vermehren  ist.  Der  damals  mit  a^  bezeichnete  Koeffizient  ist 
daher  zu  ersetzen  durch 

a\  =  ^Z-f-^±^2ZsinVo; 

während  a^  von  der  Änderung  nicht  berührt  wird.  An  Stelle 
von  Gl.  (298)  erhalten  wir  daher  jetzt 

- 1^  l  u^Um2fp^  +  ((?  +  !?'+  (2)sinc)Po  (313) 

■——u^qI  sin  9?Q  cos  9?Q  =  0 . 
y 

In  dieser  Gleichung  beziehen  sich  wie  früher  u^  und  (p^ 
auf  den  stationären  Gang  ohne  Regulatorschwingungen  und  zwar 
sind  darunter  jene  zusammengehörenden  Werte  der  Winkel- 
geschwindigkeit und  der  Regulatorstellung  zu  verstehen,  die 
auch  ohne  Inanspruchnahme  der  Reibung  miteinander  ver- 
träglich sind.  Wir  haben  also  dafär  die  schon  früher  in 
Gl.  (299)  festgestellte  Beziehung 

ö+<2-|V^cos()Po  =  0 
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anzunehmen,  in  der,  wie  ausdrücklich  betont  werden  miiB,  G 
nicht  um  F  zu  yermehren  ist.  Beachtet  man  diese  Beziehung, 
so  geht  OL  (318)  über  in 

^'  |p+  ^  |J  +  *  (f  V^a°*yo  +  ^co8  9o)  -  ^  f  V  sm29o 

Voraussetzung  f&r  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  ist  es, 
daß  €  und  seine  Differentialquotienten  sowie  17  als  kleine  Oroßen 
betrachtet  werden  können.  Das  ist  aber,  wie  aus  der  Gleichung 
hervorgeht,  nur  dann  möglich,  wenn  l^sin^^  ^uid  daher  auch 
F  selbst  von  derselben  Ordnung  klein  ist  gegenüber  den  Koeffi- 
zienten der  übrigen .  Glieder,  d.  h.  jP  darf  nur  einen  kleinen 
Bruchteil  von  G  ausmachen.  Wir  yemachlässigen  daher  nur 
Glieder,  die  von  der  zweiten  Ordnung  klein  sind  oder  von  der 
Ordnung  derjenigen,  die  früher  schon  auBer  Berücksichtigung 
blieben,  wenn  wir  F  in  allen  Koeffizienten  g^enüber  G 
streichen.  Dann  ist  a^^  wieder  durch  a^  zu  ersetzen  und  die 
Gleichung  geht  mit  Benützung  der  schon  in  GL  (302)  gebrauchten 
Abkürzungen  über  in 

«1  ^  +  »2  dJ  +  Ob«  -  «4^  +  J^'sin^o  =  0.        (314) 

Diese  Gleichung  gUt,  solange  der  Regulator  im 
Steigen  begriffen  ist.  Für  den  sinkenden  Regulator 
erhält  man  die  Bewegungsgleichung  in  derselben  Weise,  nämlich 

^1  dP  +  ^«  I?  +  ^^  ■"  ^*^  ~  -^^^  9^0  ^  0         (315) 

die  sich  von  der  vorigen  nur  durch  das  Vorzeichen  von  F  im 
letzten  Gliede  unterscheidet. 

Dazu  kommt  die  andere  Bewegungsgleichung,  die  sich  auf 
die  Winkelbeschleunigung  des  Schwungrades  bezieht.  Diese 
ist  unabhängig  von  der  Regulatorreibung  und  sie  kann  daher 
sowohl  für  den  Aufwärts-  als  den  Niedergang  des  Regulators 
in  der  ihr  schon  früher  in  GL  (306)  gegebenen  Form 


'^—^' 
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Wenn  wir  in  derselben  Weise,  wie  es  früher  geschehen 
war,  die  Variable  17  aus  der  letzten  Gleichung  und  einer  der 
Gleichungen  (314)  oder  (315)  eliminieren,  so  erhalten  wir,  da 
das  konstante  Glied  jPsin  tp^  hierbei  wegfällt,  die  mit  Gl.  (307) 
übereinstimmende  und  ffir  beide  Bewegungsrichtungen 
des  Regulators  geltende  Differentialgleichung 

Anders  wäre  es  freilich  mit  der  Differentialgleichung  für 
ri,  die  man  durch  Elimination  Yon  s  erhält  und  in  der  das  von 
F  abhängige  und  daher  mit  der  Bewegungsrichtung  das  Vor- 
zeichen wechselnde  Glied  stehen  bleibt.  Diese  Gleichung  ist 
aber  für  die  weitere  Ausrechnung  nicht  nötig. 

Wir  wissen  schon,  daß  die  allgemeine  Losung  yon  Gl.  (316) 
in  der  ihr  bereits  in  Gl.  (309)  gegebenen  Form 

s  =-  ^e«x'  +  B6««*  +  Ce"^*  (317) 

dargestellt  werden  kann.  Der  einzige,  freilich  sehr  wesent- 
liche Unterschied  gegen  früher  besteht  darin,  daß  die 
Integrationskonstanten  ABC  nach  jeder  Bewegungs- 
umkehr neue  Werte  erhalten,  da  an  den  Umkehrstellen 
eine  Stetigkeitsunterbrechung  stattfindet.  In  der  Tat  drückt 
sich  der  Einfluß  der  konstanten  Reibung  nur  in  diesen  sprung- 
weisen Änderungen  der  die  Schwingungsamplituden  bestim- 
menden Koeffizienten  ABC  aus,  da  im  übrigen  die  Lösung  in 
Gl.  (317)  mit  der  früheren  Lösung  in  GL  (309)  vollständig  über- 
einstimmt. Das  Bewegungsgesetz  für  jeden  zwischen  zwei  üm- 
kehrpunkten  liegenden  Regulatorhub  ist  daher  genau  dasselbe, 
als  wenn  die  konstante  Reibung  fehlte. 

Unter  cc^  sei,  wie  schon  früher,  die  reelle  —  und  notwen- 
dig negative  —  Lösung  der  charakteristischen  Gl.  (310)  verstan- 
den, während  «^  und  a^  die  konjugiert  komplexen  Wurzeln 
dieser  Gleichung  bedeuten.  Auch  die  Koeffizienten  B  und  G 
müssen  dann,  damit  Gl.  (317)  einen  reellen  Wert  für  s  liefert. 
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konjugiert  komplexe  GhröBen  sein.  Will  num  das  Aiiftreien 
komplexer  Großen  in  der  LöBnng  yermeiden,  so  setse  man 

womit  6L  (317)  übergeht  in 

€  =-  ^e«t'  +  e"(D  sin  «^  +  ^  cos  ffO-  (318) 

Die  darin  auftretenden  reUen  Eonstanten  D  und  E  stehen 
mit  den  vorher  gebrauchten  komplexen  Eonstanten  B  und  C 
in  dem  Zusammenhange 

D^Hß-^C),    E^B+C.  (319) 

Für  die  weitere  Ausrechnung  ist  es  aber  am  bequemsten, 
die  Losung  in  der  Form  (317)  zunächst  beizubehalten. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  um  die  Ermittelung  der 
Integrationskonstanten  f&r  eine  Reihe  aufeinander  folgender 
Hübe  des  R^ulators  aus  den  zur  Verfügung  stehenden  Orenz- 
bedingungen.  Hierzu  betrachten  wir  insbesondere  die  Schwin- 
gnngeuy  die  eintreten,  wenn  die  Maschine  eine  plötzliche  Ent- 
lastung erfahrt  Vor  der  Entlastung  soll  die  Maschine  im 
stationären  Oange  und  der  Regulator  in  jener  Stellung  gewesen 
sein,  die  der  zugehörigen  Belastung  der  Maschine  nach  GL  (299) 
entspricht. 

-  Nachdem  die  Entlastung  eingetreten  ist,  erfährt  das  Schwung- 
rad eine  Beschleunigung  und  nach  kurzer  Zeit  beginnt  infolge 
der  größeren  Winkelgeschwindigkeit  der  Regulator  sich  zu 
heben.     Wir  rechnen   die  Zeiten  von  diesem  Augenblicke  an 

und    haben   zunächst   für   ^  =  0    die   Grenzbedingung  ^  =  0. 

Femer  läßt  sich  auch  der  Wert  von  s  für  diesen  Augenblick 
augeben.  Der  neuen  Belastung  der  Maschine  entspricht  näm- 
lich ein  neuer  mittlerer  Stand  des  Regulators,  bei  dem  so  viel 
Dampf  in  die  Maschine  geführt  wird,  daß  dessen  Arbeitsleistung 
gerade  ausreicht,  um  die  jetzt  bestehenden  Bewegungswider- 
stände zu  überwinden.  Welche  Stellung  dies  ist,  muß  schon 
Vorher  bei  dem  Entwürfe  der  Maschine  festgestellt  sein  und 
bei   der  Untersuchung,    mit   der    wir  uns  jetzt   beschäftigen. 
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dürfen  wir  diese  Frage  als  bereits  gelöst  ansehen.  Wir  können 
auch  sagen,  daß  die  neue  mittlere  Regulatorstellung  aus  der 
Auflösung  von  Gl.  (291)  nach  q)  gefunden  wird.  Der  Unter- 
schied zwischen  dem  jetzt  zutreffenden  und  dem  Yor  der  Ent- 
lastung bestehenden  Werte  von  y^  liefert  den  Wert  von  s  zu 
Zeit  t=^0  und  zwar  ist  e  für  den  FaU  einer  Entlastung  zu 
dieser  Zeit  negativ. 

Endlich  kann  auch  der  Wert  von  ri  fär  ^  —  0  aus  bekann- 
ten Angaben  ermittelt  werden.  Dem  neuen  Werte  von  (p^  ent- 
spricht nämlich  ein  neuer  Wert  u^  der  Winkelgeschwindigkeit 
für  den  Beharrungszustand  bei  der  neuen  Belastung,  der  aus 
61.  (299)  berechnet  werden  kann.  Unter  rj  zur  Zeit  ^  «  0  ist 
der  Unterschied  zwischen  der  jetzt  gerade  bestehenden  Winkel- 
geschwindigkeit und  dem  hiemach  berechneten  Werte  von  Uq 
zu  verstehen.  Die  zur  Zeit  ^  =  0  bestehende  Winkelgeschwin- 
digkeit stimmt  freilich  nicht  ganz  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit im  Beharrungszustande  vor  der  Entlastung  überein,  da  die 
Winkelgeschwindigkeit  schon  etwas  anwachsen  muß,  bis  der 
Regulator  entgegen  der  konstanten  Reibung  sich  zu  heben  be- 
ginnen kann.  Aber  die  in  diesem  Augenblicke  zutreffende 
Winkelgeschwindigkeit  kann  ebenfalls  aus  Gl.  (299)  ermittelt 
werden,  indem  man  darin  G  durch  G  -{•  F  ersetzt  und  unter 
(Pq  den  dem  früheren  Beharrungszustande  entsprechenden  Wert 
versteht. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  in  dieser  Weise  für  ^  =  0  berech- 
neten Werte  von  s  und  rj  mit  Sq  und  %,  so  folgen  die  Inte- 
grationskonstanten A^  B^  C^  für  den  sich  nach  t='0  anschließen- 
den ersten  Regulatorhub  aus  den  folgenden  Gleichungen 

0  =  Ä,a,  +  B^a^+C^(^,  }.   (320) 

«4%  =  ^1  (A^i^  +  A^^^  +  C'iO  +  «3^0+^ sin  q>Q 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  geht  aus  Gl.  (314)  hervor. 
Alle  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Größen  außer  A^  B^  G^ 
sind  auf  Grund  der  Vorarbeiten  als  bereits  bekannt  anzusehen 
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und  die  Auflösung  nach  den  Unbekannten  A^  B^  C^  kann  daher 
keine  Schwierigkeiten  yerursachen. 

Nun  muß  die  Zeit  T  berechnet  werden,  die  bis  zur  Be- 
endigung des  ersten  Begulatorhubs  verstreicht.  Wir  finden  sie 
durch  Auflösung  der  transzendenten  Gleichung 

~  ==  A^a^e''^*  +  B^a^e^-'  +  CiajC««*  =  0  (321) 

nach  t  und  zwar  ist  unter  T  die  auf  Null  folgende  erste  posi- 
sive  Wurzel  dieser  Gleichung  zu  verstehen.  Die  Auflösung 
kann  durch  Probieren  erfolgen,  nachdem  man  die  darin  vor- 
kommenden komplexen  Ausdrücke  zuvor  in  der  schon  bekannten 
Weise  in  reelle  Formen  gebracht  hat. 

Nachdem  dies  geschehen  ist,  können  wir  zunächst  die  Be- 
wegung innerhalb  der  Zeit  des  ersten  Regulatorhubs  als  voll- 
ständig bekannt  betrachten  und  insbesondere  auch  zahlenmäßig 
angeben,  welche  Werte  s  und  i/  am  Schlüsse  des  ersten  Hubes 
erlangt  haben.     Bezeichnen  wir  diese  Werte  mit  e^  und  i/^,  so  ist 

»4^i'='»i(A«i^^"'^  +  -Si«a*«"^+CiVß«»^)  •  (322) 

An  den  ersten  Hub  schließt  sich  jetzt  der  zweite  an,  fär 
den  die  mit  A^  B^  C^  zu  bezeichnenden  Konstanten  von  neuem 
zu  ermitteln  sind.  Das  geschieht  im  wesentlichen  wie  zuvor, 
nämlich  durch  Auflösen  der  Gleichungen 

0=^A^a,  +  B,a^+C,a,,  (323) 

^^Vi  =  »1  (-^«i^  +  -Bgag^  +  C^cc^^)  +  a^s^  —  F sin  tp^ I 

nach  ^j&2^2-  Beini  Anschreiben  dieser  Gleichungen  wurde 
nämlich  vorausgesetzt,  daß  in  dem  Ausdrucke  für  s  während 
des  zweiten  Begulatorhubs  die  Zeit  t  vom  Beginne  dieses  Hubs 
an  gerechnet  wird,  was  für  die  Rechnung  am  bequemsten 
und  jedenfalls  zulässig  ist,  da  s  für  jeden  neuen  Hub  ohnehin 
durch  eine  von  den  früheren  unabhängige  neue  Gleichung  dar- 
zustellen ist. 


314  "Werter  Absehnitt    Yenehiedeiie  Anwendmigeii. 

Man  sieht  nun  schon,  daß  die  Rechnung  in  derselben 
Weise  beliebig  weitergeführt  werden  kann.  Nachdem  A^B^C^ 
gefanden  sind,  erhalt  man  die  Werte  yon  ^  und  i^^  am  Ende 
des  zweiten  Hnbs,  worauf  die  Gleichungen  (320)  mit  diesen 
Werten  an  Stelle  Ton  €^  und  i^^  yon  neuem  anfinildsen  sind, 
nachdem  darin  Ä^B^C^  durch  A^B^C^  ersetzt  wurden. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (320)  liefert  übrig^is 

"  («I — «t)  («I — «•) ' 

7>  __N5i  «•  +  -^ 

^1 ""  ~  fi*.  — 


(«1  —  «i)  («1  —  «s) ' 


1        («1— a,)(a,  —  o^)' 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

und  dieselben  Formeln  geben  auch  die  Auflosung  der  Glei- 
chungen (323)  an,  wenn  in  N  das  Vorzeichen  des  mit  jP  be- 
hafteten Gliedes  umgekehrt  und  die  Bezeichnungen  im  übrigen 
entsprechend  vertauscht  werden. 

Die  Ausführung  der  Bechnung  für  ein  bestimmtes  Zahlen- 
beispiel ist  zwar  mühsam,  aber  nach  der  gegebenen  Anweisung 
stets  ohne  Schwierigkeit  durchführbar.  Freilich  läßt  sich  eine 
allgemeine  Formel  für  den  Mindestwert,  den  F  haben  muß,  um 
ein  fortgesetztes  Anwachsen  der  Schwingungsausschlage  zu  yer- 
hüten,  nicht  daraus  entnehmen.  Man  ist  vielmehr  genötigt,  die 
Rechnung  von  Fall  zu  Fall  von  neuem  zu  wiederholen. 

Man  bemerkt  indessen  von  vornherein,  daß  es  bei  einem 
gegebenen  Werte  von  f  insbesondere  auch  noch  auf  die  Größe 
der  anfänglichen  Ausschläge,  also  auf  e^  und  rj^  oder  auf  das 
Maß  des  vorgenommenen  Belastungswechsels  der  Maschine  an- 
kommt, ob  der  Regulator  nachher  bald  wieder  zur  Ruhe  kommt 
oder  ob  die  Regulierung  instabil  ist  und  daher  versagt.  Falls  näm- 
lich die  mit  der  Geschwindigkeit  proportionale  Reibung  gleich 
Null  ist  oder  für  sich  genommen  nicht  ausreicht,  um  eine  sta- 
bile Regulierung  herbeizuführen,  werden  die  reellen  Anteile  von 
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0^  und  Oj  positiv  und  im  Verlauf  eines  Hubes  wachsen  alsdann 
die  Koeffizienten  B  und  C  auf  Be^*^  und  Ce°*^  an,  d.  h.  sie 
vergrößern  sich  proportional  mit  ihren  ursprünglichen  Werten. 
Hingegen  ist  die  Verminderung,  die  die  Koeffizienten  hierauf 
bei  der  ümkehrung  der  Bewegungsrichtung  erfeihren,  wegen 
des  in  N  vorkommenden,  mit  F  behafteten  konstanten  Gliedes 
den  ursprünglichen  Werten  nicht  proportional,  sondern  bei 
kleineren  Ansschlagen  yerhältnismaßig  größer  als  bei  großen. 
Je  stärker  die  Schwingungen  von  Anfang  an  sind, 
oder  je  gröBer  der  Belastungswechsel  war,  der  zu  den 
Schwingungen  führte,  desto  mehr  besteht  demnach  die 
Gefahr,  daB  die  Schwingungen  weiterhin  immer  mehr 
anwachsen,  während  Schwingungen  mit  kleineren  Aus- 
schlägen leichter  und  auch  schon  früher  wieder  er- 
löschen. 

§  52.    Der  Büokdruok  der  Stenerong. 

Zur  Vereinfachung  der  Betrachtungen  war  zunächst  voraus- 
gesetzt worden,  daß  die  Regulierung  der  Maschine  durch  Ver- 
stellen einer  Drosselklappe  bewirkt  werde.  Diese  Voraussetzung 
war  jedoch  nur  insofern  von  Bedeutung,  als  durch  sie  ein  Fall 
vorläufig  ausgeschlossen  werden  sollte,  auf  den  wir  jetzt  noch 
etwas  näher  eingehen  wollen.  Wir  nehmen  nämlich  jetzt  an, 
daß  der  Regulator  in  Verbindung  mit  einem  zur  Steuerung  der 
Maschine  gehörigen  Maschinenteile  steht,  der  selbst  irgendeine 
etwa  durch  Exzenter  hervorgerufene  schwingende  Bewegung 
ausführt.  Wenn  sich  der  Regulator  hebt,  verstellt  er  diesen 
Teil  und  damit  das  ganze  Gestänge  der  Steuerung,  so  daß  da- 
durch der  Dampfzutritt  in  den  Zylinder,  insbesondere  das  Ex- 
pansionsverhältnis eine  Änderung  erfährt. 

Um  die  Verstellung  vorzunehmen,  muß  der  Regulator  auf 
den  bewegten  Maschinenteil,  mit  dem  er  verbunden  ist,  eine 
Kraft  ausüben,  die  teils  auf  Reibungen  zurückzuführen  und  in- 
soweit wie  früher  zu  behandeln  ist,  andemteils  aber  zur  Be- 
schleunigung nicht  nur  des  betreffenden  Maschinenteils  selbst, 
sondern  auch  der  übrigen  damit  verbundenen  bewegten  Teile 


316  Vierter  Abschnitt.    Yerschiedene  Anwendungen. 

der  ganzen  Steuerung  dient.  Dieser  Teil  der  Yerstellungskraft 
ist  abhängig  von  der  wechselnden  Lage  der  Steuerungsteile 
und  von  den  Geschwindigkeiten,  die  diesen  Teilen  abgesehen 
von  der  Regulatorbewegung  bereits  zukommen.  Die  Reaktion 
dieser  Kraft  auf  den  Regulator  wird  als  der  Rückdruck  der 
Steuerung  bezeichnet.  Bei  den  Betrachtungen  der  vorigen 
Paragraphen  war  vorausgesetzt  worden,  daß  ein  solcher  Rück- 
druck nicht  bestehe.  Man  kann  aber  die  früheren  Betrach- 
tungen entsprechend  ergänzen,  sobald  man  den  Rückdruck  kennt, 
indem  man  zu  dem  Gewichte  G  der  Regulatorhülse  noch  ein 
mit  der  Zeit  veränderliches  Glied  hinzuftlgt,  das  den  Rückdruck 
darstellt.  Ich  werde  mich  daher  hier  nur  damit  beschäftigen, 
eine  Formel  für  den  Rückdruck  aufzustellen.  Dieses  Vorgehen 
empfiehlt  sich  schon  deshalb,  weil  es  in  vielen  Fällen  zulässig 
sein  wird,  den  Rückdruck  entweder  ganz  zu  vernachlässigen 
oder  ihn  in  anderer  Weise  durch  Einrechnung  in  die  übrigen 
Kräfte  angenähert  zu  berücksichtigen,  nachdem  man  sich  zuerst 
ein  Urteil  über  die  GröBe  des  Rückdrucks  verschafft  hat.  Auf 
ein  besonderes  Beispiel  soll  Qbrigens  hier  nicht  hingewiesen, 
sondern  die  Betrachtung  ganz  allgemein  durchgeführt  werden. 

Die  Maschine  samt  Regulator  bildet,  wie  schon  früher 
bemerkt  wurde,  einen  Verband  mit  zwei  Freiheitsgraden.  Als 
allgemeine  Koordinaten  zur  Beschreibung  der  augenblicklichen 
Stellung  kann  man  etwa  den  von  einer  bestimmten  Normal- 
stellung aus  gezählten  Kurbelwinkel  ^  und  den  früher  bereits 
mit  X  bezeichneten  Hub  des  Regulators  wählen. 

Zur  Aufstellung  der  Differentialgleichung  für  die  Bewegung 
des  Regulators  wollen  wir  uns  des  Prinzips  von  d'Alembert 
bedienen.  Die  Geschwindigkeit  eines  Massenteilchens  m,  das 
zu  irgendeinem  der  bewegten  Teile  des  ganzen  Verbandes 
gehören  kann,  läßt  sich  als  geometrische  Summe  aus  zwei 
Gliedern  auffassen,  so  daß  das  erste  Glied  von  der  Bewegung 
der  Maschine  bei  konstantem  x  herrührt,  wozu  dann  noch  eine 
von  dem  Hube  des  Regulators  abhängige  und  der  Geschwin- 
digkeit X  proportionale  Geschwindigkeit  hinzutritt.  Das  zweite 
Glied  kommt  nur  bei  den  zum  Regulator  und  zur  Steuerung 
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gehörigen  Massenteilen  vor,  während  die  Bewegung  des  Schwung- 
rades und  der  zum  Eurbelmechanismus  gehörigen  Teile  durch 
das  erste  Glied  schon  vollständig  dargestellt  wird.  Wir  setzen 
indessen  allgemein 

womit  die  beiden  Komponenten  von  li  ihre  Bezeichnung  er- 
halten haben.  Der  Koeffizient  p  von  x  ist  eine  gerichtete 
GröBe^  die  für  jedes  Massenteilchen  einen  anderen  Wert  hat 
und  zugleich  für  dasselbe  Massenteilchen  eine  Fimktion  der 
die  augenblickliche  Stellung  des  ganzen  Verbandes  beschrei- 
benden Koordinaten  ^  und  x  ist.  Für  die  nicht  zum  Regulator 
oder  zur  Steuerung  gehörigen  Teile  ist  p  jederzeit  gleich  Null. 
Für  die  Beschleunigung  von  m  erhalten  wir  den  Ausdruck 

du  ^  dUß  d^x        dp  dx 

'di~"di'^^~di^'^i:i'di 

und  die  Multiplikation  mit  m  liefert  nach  einem  Vorzeichen- 
wechsel die  an  m  anzubringende  Trägheitskraft.  Wir  können 
nun  das  Gleichgewicht  der  Trägheitskräfke  mit  den  für  den 
ganzen  Verband  als  äuBere  zu  betrachtenden  Kräften  untersuchen 
und  wenden  dazu  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
für  eine  virtuelle  Verschiebung  8x  bei  konstantem  ^  an.  Als 
äußere  Kräfte^  die  hierbei  eine  Arbeit  leisten^  kommen  in  Be- 
tracht die  Gewichte  aller  zum  Regulator  und  zum  Steuerungs- 
gesfcänge  gehörigen  Teile^  ferner  auch  bei  einem  Regulator  mit 
Federbelastung  die  von  der  Feder  ausgeübte  Kraft;  sowie  die 
Reibungen,  die  sich  der  Änderung  des  Regulatorhubs  wider- 
setzen. Dagegen  kommen^  wie  noch  ausdrücklich  betont  werden 
soU;  die  Zentrifugalkräfte  am  Regulator  nicht  unter  den  äußeren 
Kräften  vor^  da  diese  schon  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für 
die  Trägheitskräfte  mit  eingerechnet  sind.  Alle  diese  äußeren 
Kräfte  denken  wir  uns  in  der  gewöhnUchen,  insbesondere  bei 
dem  Verfahren  von  Lagrange  ausführlich  besprochenen  Weise 
auf  die  Koordinate  x  reduziert.  Wir  woUen  uns  jedoch,  um 
sonst  leicht  mögliche  Verwechselungen  des  Vorzeichens  zu 
vermeiden,    die  reduzierte  Kraft  X  positiv   gerechnet  denken, 
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wenn  sie,  wie  es  in  der  Regel  zu  erwarten  ist,  nach  abwärts 

geht,  d.  h.  wenn  sie  einer  Vermehrung  8x  des  Begulatorhnbs 

entgegenwirkt.    Die  Arbeit  der  äußeren  EnLfte  stellt  sich  dann 

in  der  Form  ^^ 

—  A.OX 

dar.  —  Die  Verschiebung,   die  das  Massenteilchen  m  erfährt^ 
ergibt  sich  aus  dem  für  li  gebildeten  Ausdruck  zu 

^8x 

und  die  Arbeit  der  an  m  angebrachten  Trägheitskraft  daher  zu 

Setzt  man  die  Summe  aller  Arbeiten  gleich  Null,  so  erhält 
man  nach  Streichen  des  aUen  Gliedern  gemeinsamen  Faktors  Sx 
die  Bewegungsgleichung  für  den  Regulator 

X+^m  ^' * +^^m^»  +  ^  J-ml-g  =.  0. 

Die  Summen  sind  wegen  des  in  allen  vorkommenden 
Faktors  p  nur  auf  die  zum  Regulator  und  zum  Steuerui^s- 
gestänge  gehörigen  Massen  zu  erstrecken.  Da  wir  die  Gleichung 
nur  zur  Ermittelung  des  Steuerungsrückdruckes  gebrauchen 
wollen,  spalten  wir  jede  Summe  in  zwei  Teile,  von  denen  sich 
der  erste  über  die  zum  Regulator  und  der  zweite  über  die  zum 
Steuerungsgestänge  gehörigen  Massen  erstreckt.  Wenn  der 
Regulator,  so  wie  wir  es  früher  vorausgesetzt  hatten,  auf  eine 
Drosselklappe  einwirkte,  deren  Masse  vernachlässigt  werden 
kann,  so  kämen  in  der  Bewegungsgleichung  nur  die  ersten 
Teile  der  Summen  vor  und  die  Gleichung  würde  sich  dann  auf 
die  von  früher  her  bekannte  Form  bringen  lassen.  Neu  hinzu 
kommen  jetzt  gegen  früher  nur  die  vom  zweiten  Teil  her- 
rührenden Glieder,  und  diese  lassen  sich  daher  zu  einem  als 
Summanden  von  X  auftretenden  Werte  zusammenfassen,  der 
den  Rückdruck  der  Steuerung  angibt.  Bezeichnen  wir  diesen 
Rückdruck  mit  R  und  deuten  wir  durch  Anhängen  eines  Zei- 
gers 2  an,  daB  sich  in  der  folgenden  Gleichung  die  Summen 
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nur  über  die  znm   Steaenmgsgestange   gehörigen  Massen   zn 
erstrecken  baben,  so  erbalten  wir 

^':Sy-t*+^:S,fnp'  +  ^2r*^'     (324) 

Den  emxdnen  Gliedern  dieses  Ansdracks  können  wir  nocb 
eine  anscbaulicbere  Dentnng  geben.  Das  erste  Glied  können 
wir  ab  die  nacb  der  gewöbnlicben  Yorscbrift  anf  die  Koor- 
dinate X  reduzierte  nnd  nacb  abwärts  als  positiv  gerechnete 
Kraft  bezeicbnen,  die  von  den  Tiagbeitskraften  an  der  Steuerong 
beim  stationären  Gange  der  Mascbine  (also  bei  konstantem  x) 
berrübrt  Für  die  im  zweiten  Gliede  vorkommende  Summe 
setzen  wir  den  Bucbstaben  M  und  bezeicbnen  sie  als  die  auf 
die  Koordinate  x  reduzierte  Masse  der  Mascbine.  Dann 
laßt  sieb  jR  scbreiben 

ii=^.«^l'  +  ^??  +  4^S-  (325) 

Bei  der  Anwendung  der  Formel  muB  man  beachten, 
daß  M,  ebenso  wie  jeder  Vektor  ^,  nicht  konstant  ist, 
sondern  für  jede  Stellung  des  Verbandes  einen  an- 
deren Wert  annimmt.  Um  eine  bestimmte  Steuerung  auf  die 
Größe  des  von  ihr  auf  den  Regulator  ausgeübten  Rückdruckes 
zu  untersuchen,  bleibt  nichts  übrig,  als  für  eine  Reihe  von 
Stellungen  die  in  dem  Ausdrucke  von  R  vorkommenden  Summen 
nacheinander  zu  berechnen. 

Das  ist  freilich  eine  mühsame  Arbeit.  Ich  erwähne  noch, 
daß  sie  von  Herrn  Hans  Götz  in  seiner  von  der  hiesigen  Hoch- 
schule angenommenen  Doktorarbeit  für  die  Steuerung  der  Bon- 
jour-Lachaussee-Dampfmaschine  vollsiändig  durchgeführt  wurde. 
Das  Ergebnis  lief  darauf  hinaus,  daß  es  für  die  Untersuchung 
der  Regulatoischwingungen  in  dem  betrachteten  Falle  genügt^ 
die  variable  Größe  M  durch  einen  konstanten  Mittelwert  zu 
ersetzen.  Dieser  wirkt  dann  so,  als  wenn  die  Masse  der  Re- 
gulatorhülse um  den  entsprechenden  Betn^  erhöht  wäre.  Das 
erste  Glied  in  dem  Ausdrucke  fQr  B  bildet  dagegen  eine  perio- 
disch veränderliche  Kraft,  die  zu  erzwungenen  Schwingungen 
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des  Regulators  führte  falls  sie  so  groBe  Werte  annimmt^  daß 
sie  die  konstante  Reibung,  die  sich  der  Regulatorbewegung 
widersetzt,  zu  aberwinden  vermag. 

§  53.    BegnlatoTsohwingungen  von  parallel  geschalteten 
Maschinen  mit  elastischer  Kuppelung. 

Ich  betrachte  jetzt  zwei  gleiche  Kraftmaschinen,  die  auf 
dieselbe  Welle  arbeiten  oder  die,  wie  man  sagt,  parallel  zu  ein- 
ander geschaltet  sind.  Jede  dieser  Maschinen  sei  mit  einem 
Regulator  von  der  in  Abb.  17  angegebenen  Bauart  ausgerüstet. 
Von  der  Steuerung  setze  ich  der  Einfachheit  halber  voraus, 
daß  sie  als  rückdruckfrei  betrachtet  werden  kann.  Außerdem 
sei  zunächst  vorausgesetzt,  daß  die  konstante  Reibung  ver- 
nachlässigt werden  kann,  während  die  der  Geschwindigkeit  pro- 
portionale Reibung  berücksichtigt  wird. 

Mit  jeder  der  beiden  Maschinen  sei  ein  Schwungrad  vom 
Trägheitsmomente  0  starr  verbunden.  Von  der  gemeinschaft- 
lichen Welle  beider  Maschinen  setze  ich  voraus,  daß  sie  ent- 
weder ziemlich  lang  ist,  so  daß  sie  wegen  ihrer  Torsions- 
elastizität ein  geringes  Vor-  oder  Nacheilen  der  einen  Maschine 
gegenüber  der  anderen  gestattet  oder  daß  in  die  Wellenleitung 
irgend  eine  Vorrichtung  eingeschaltet  ist,  die  unter  Überwin- 
dung eines  sich  der  Verdrehung  widersetzenden  elastischen 
Widerstandes  eine  geringe  Drehung  der  beiden  Wellenstücke 
gegeneinander  ermöglicht.  Eine  derartige  Verbindung  beider 
Maschinen  miteinander  sei  ganz  allgemein  als  eine  elastische 
Kuppelung  bezeichnet. 

Der  ganze  Verband,  der  hierdurch  gebildet  wird,  hat  jetzt 
vier  Freiheitsgrade.  Als  allgemeine  Koordinaten  seien .  die 
von  einer  bestimmten  Normalstellung  aus  gezählten  Drehungs- 
winkel ^j  und  ^2  beider  Maschinen  und  die  die  Regulator- 
stellungen in  der  von  früher  her  bekannten  Weise  beschreibenden 
Winkel  q>^  und  (p^  gewählt.  Wenn  ^j  und  ^j  in  einem  be- 
stimmten Augenblicke  verschieden  voneinander  sind,  gibt  der 
Unterschied  den  Verdrehungswinkel  der  zwischen  beiden  Ma- 
schinen liegenden  Welle  (oder  der  in  sie  eingeschalteten  federn- 
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den  Kuppelung)  an.  Diesem  Yerdrehungswinkel  entspricht  ein 
Eräftepaar,  dessen  Moment  sich  in  der  Form  c(^^  — ^2)  an- 
schreiben läßt,  wenn  unter  c  ein  Proportionalitatsfaktor  ver- 
standen wird,  der  aus  den  näheren  Angaben  über  die  elastische 
Kuppelung,  also,  wenn  es  sich  nur  um  eine  federnde  Welle 
handelt,  aus  der  Formel  der  Festigkeitslehre  f&r  den  Yer- 
drehungswinkel berechnet  werden  kann.  Die  Winkel  ^^  und  ^^ 
sind  in  solchem  Sinne  zu  zahlen,  daß  sie  beim  regeknäßigen 
Umlaufe  der  Maschinen  wachsen.  Wenn  dann  zu  einer  ge- 
gebenen Zeit  ^1  etwas  größer  ist  als  ^j,  so  lauft  die  erste 
Maschine  vor  und  das  von  der  Welle  auf  sie  übertragene  Mor 
ment  ^(^1  —  ^9)  wirkt  an  ihr  verzögernd,  während  an  der 
nacheilenden  zweiten  Maschine  ein  Moment  von  der  gleichen 
Größe  beschleunigend  angreift. 

Ehe  ich  weiter  gehe,  muß  ich  noch  darauf  hinweisen,  daß 
die  praktisch  bedeutsamsten  Schwingungen,  die  bei  parallel 
geschalteten  Maschinen  vorkommen  können,  solche  sind,  bei 
denen  die  Regulatoren  ihren  Hub  nicht  ändern.  Hier  war  zwar 
vorausgesetzt,  daß  die  konstante  Reibung  vernachlässigt  werden 
sollte.  Bei  den  einfachen  Torsionsschwingungen,  die  das  aus 
den  beiden  Schwungrädern  und  der  dazwischen  liegenden  WeUe 
bestehende  System  ausführen  kann,  genügt  aber  gewöhnlich 
die  konstante  Regulatorreibung  im  Zusammenhange  mit  anderen 
umstanden,  auf  die  es  hier  nicht  weiter  ankommt,  um  eine 
Änderung  der  Regulatorstellung  infolge  der  mit  den  Toi-sions- 
schwiogungen  verbundenen  verhältnismäßig  rasch  verlaufenden 
Schwankungen  in  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  tatsächlich 
zu  verhindern.  Diese  Torsionsschwingungen  können  durch 
periodische  Änderungen  der  auf  die  WeUe  übertragenen  Dreh- 
momente hervorgerufen  werden  und  im  Falle  der  Resonanz 
eine  gefahrdrohende  Größe  erreichen. 

So  wichtig  die  Betrachtung  dieser  einfachen  Torsions- 
schwingungen aber  auch  ist:  hier  brauche  ich  mich  nicht  weiter 
bei  ihnen  aufzuhalten,  da  sie  schon  im  vierten  Bande  (§  42, 
S.  275  d.  3.  Aufl.)  eine  ausreichende  Besprechung  gefunden 
haben.     Ich  kann  mich  daher  hier  auf  die  Untersuchung  des 

Föppl,  höhere  Dynamik.  21 
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yerwickelteren  Bewegungsvorganges  beschränken,  bei  dem  auch 
die  Regulatoren  an  den  Schwingungen  teihiehmen.  Häufig 
bezeichnet  man  die  Schwingungen  der  Maschinen  gegeneinander 
als  ein  ^^Pendehi'^  Erstreckt  sich  der  Vorgang  auch  auf  eine 
Schwingung  der  Regulatoren,  so  verlauft  er  viel  langsamer,  als 
im  anderen  Falle.  Hier  handelt  es  sich  also,  mit  anderen 
Worten,  nur  nm  das  langsame  Pendeln  der  parallel 
geschalteten  Maschine  nnd  nicht  um  das  an  nnd  für 
sich  erheblich  einfacher  verlaufende  schnelle  Pendeln, 
das  mit  einer  Änderung  der  Regulatorstellung  nichts 
zu  tun  hat. 

Der  für  beide  Maschinen  gemeinschaftliche  Wert  der 
durchschnittlichen  Winkelgeschwindigkeit  sei  mit  u^,  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  ersten  Maschine  zur  Zeit  t  mit  t^o  +  ^i; 
die  der  zweiten  mit  t^^  +  i;,  bezeichnet.  Die  Abweichungen  rj^ 
und  1^2  ^^^  ^^^  Durchschnittswerte  sind  wie  in  §  50  als  kleine 
Gh-oBen  zu  betrachten.  Dabei  sollen  sich  ebenso  wie  früher 
diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  die  Regulatorspindel  be- 
ziehen, während  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Schwungräder 
daraus  durch  Multiplikation  mit  dem  konstanten  Übersetzungs- 
verhältnisse n  gefunden  werden. 

Für  die  Beschleunigung  des  Schwungrades  der  ersten 
Maschine  gilt  hiemach  die  Bewegungsgleichung 

ne%-lf-Jfo-c(^,-^,), 

wenn  M  und  Mq  in  der  früheren  Bedeutung  gebraucht  werden. 
Setzen  wir  für  M  den  in  Gl.  (304)  aufgestellten  Wert  ein  und 
drücken  i^^  in  ^^  aus,  so  lautet  die  Gleichung 

Eine  entsprechende  Gleichung  gilt  auch  für  die  zweite 
Maschine,  nämlich 


»<•??-«.  (if). +"(*.- *.) 
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Subtrahieren  wir  beide  Gleichungen  voneinander^  so  er- 
erhalten  wir 

Mit  Benatzung  der  durch  61.  (305)  eingeführten  Eonstanten 
K  und  mit  der  Abkürzung 

2c  _    , 

können  wir  dafür  schreiben 

^!^^=t5) j^(,^  _  ^)  _.,,  (^^  _  ^^) ,        (326) 

Dazu  kommen  die  Bewegungsgleichungen  für  beide  Regu- 
latoren, die  unmittelbar  aus  §  50  übernommen  werden  können, 
nämUch  nach  Gl.  (302) 

^1  d^  +  *«  W  +  *»*!  ""  ^*^i  ^  ^' 

wobei  zu  beachten  ist,  daB  die  Koeffizienten  a  für  beide  Ma- 
schinen, die  wir  als  gleich  miteinander  angenommen  hatten, 
dieselben  Werte  haben. 

Durch  Subtraktion  entsteht  daraus 

Nun  ist  aber 
und  hiermit  geht  die  vorhergehende  Gleichung  über  in 

^1  — äl* '"  ^»  — äl ^  » *<  1  ■""  ^'^ 

In  den  Gleichungen  (326)  und  (327)  kommen  nur  noch  die 

Differenzen   der  sich  auf  beide  Maschinen  beziehenden  Werte 

21* 
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von  €  und  tp  vor.  Bezeichnen  wir  die  Differenz  s^  —  s^  mit  d 
und  eliminieren  ^^  -—  iff^  aus  beiden  Gleichungen  ^  so  erhalten 
wir  für  S  die  Differentialgleichung 

^1  dr*  +  ^*-äy  +  («» +  ^  «i)  -d?  +  (^«^  +  ^^-^  -dt 

+  a^c'd=^0.  (328) 

Das  ist  wieder  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  kon- 
stanten und  positiven  Eoefazienten,  deren  Lösung  in  der  ge- 
wöhnlichen Weise  gefunden  werden  kann^  nämlich 

wenn  unter  den  a  die  vier  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung 

a^o*  +  aga»  +  (a^  +  c'a^)a^  +  {a^c'  +  a^K)a  +  a,c'  =  0  (329) 

verstanden  werden.  Auch  ob  die  beiden  Maschinen  im  stabilen 
Parallelbetrieb  miteinander  arbeiten  können,  also  ohne  hierbei 
ins  Pendeln  (oder  genauer  gesagt,  ins  „langsame^^  Pendeln)  zu 
geraten,  läßt  sich  aus  der  Lösung  leicht  entnehmen.  Hierzu 
ist  nötig,  daß  keine  der  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
einen  positiven  reellen  Anteil  erhalten  darf.  Reelle  positive 
Wurzeln  sind  übrigens  auf  keinen  FaU  möglich,  da  die  Koeffi- 
zienten der  Gleichung  sämtlich  positiv  sind. 

Die  Frage  kann  in  ganz  ähnlicher  Weise  entschieden 
werden,  wie  bei  der  kubischen  Gleichung  (310)  in  §  50.  Hat 
man  nämlich  eine  biquadratische  Gleichung  mit  nur  positiven 

Koeffizienten 

a^  +  ax^  +  lx^  +  CX  +  d^Oy 

so  lautet  die  Bedingung  dafür,  daß  nur  komplexe  Wurzeln  mit 
negativem  reellen  Anteile  möglich  sind: 

alc>c^  +  a^d,  (330) 

Man  kann  diesen  Satz  in  derselben  Weise  wie  den  in  ihm 
mit  enthaltenen  einfacheren  Satz  für  die  kubische  Gleichung 
beweisen,  also  so  ungefähr,  wie  es  in  §  50  geschehen  war.  Die 
Rechnungen  werden  nur  etwas  länger;  ich  glaube  aber  davon 
absehen  zu  dürfen,  sie  hier  wiederzugeben. 
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Wenden  wir  diesen  Satz  auf  Gl.  (829)  an,  so  lautet  die 
Bedingung  für  den  stabilen  Gang 

Multipliziert  man  aus  und  hebt  die  auf  beiden  Seiten  der 
Ungleichung  herauskommenden  gleichen  Glieder  gegeneinander 
fort;  so  erhalt  man 

ögö»  >  d^d^c'  +  a^a^K  (331) 

als  Bedingung  füi*  die  Möglichkeit  eines  ungestörten 
Parallelbetriebs. 

Setzen  wir  in  der  Ungleichung  c'  =  0,  so  heißt  dies,  daß 
sich  die  beiden  Maschinen  überhaupt  nicht  beeinflussen,  daß 
also  jede  für  sich  arbeitet,  unabhängig  von  der  andern.  Für 
diesen  Fall  vereinfacht  sich  Ungleichung  (331)  zu 

Diese  Bedingung  stimmt  aber  genau  überein  mit  der  durch 
Ungleichung  (311)  ausgedrückten  Bedingung  für  den  stabilen 
Gang  einer  Maschine.  Wir  erhalten  damit  zunächst  das  von 
vornherein  vorauszusehende  Ergebnis,  daß  ein  geordneter  Parallel- 
betrieb nur  möglich  ist,  wenn  jede  Maschine  für  sich  imstande 
ist,  im  stabUen  Gange  zu  bleiben. 

Aber  die  Bedingung  (331)  ist  strenger,  als  die  Bedingung 
für  die  einzelne  Maschine,  wenn  c  von  Null  verschieden  ist, 
beide  Maschinen  also  in  der  Tat  durch  eine  elastische  Kuppe- 
lung miteinander  verbunden  sind.  Man  sieht  auch,  daß  unter 
sonst  gleichen  Umständen  ein  langsames  Pendeln  der  beiden 
Maschinen  gegeneinander  um  so  eher  zu  befürchten  ist,  je 
größer  c'  wird,  d.  h.  je  steifer  die  Verbindung  zwischen  beiden 
Maschinen  ist. 

Dieses  Ergebnis  ließe  befürchten,  daß  unter  gewöhnlichen 
Umständen,  nämlich  bei  einer  verhältnismäßig  kurzen  und  sehr 
steif  konstruierten  gemeinschaftlichen  Kurbelwelle  beide  Ma- 
schinen überhaupt  nicht  im  geordneten  Parallelbetrieb  mitein- 
ander arbeiten  könnten,  wenn  nicht  schon  aus  sehr  zahlreichen 
Erfahrungen  bekannt  wäre,  daß  diese  Befürchtung  grundlos  ist. 
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Wir  sind  hierdurch  vor  die  Aufgabe  gestellt;  eine 
Erklärung  dafür  zu  geben^  wie  ein  Parallelbetrieb  der 
beiden  Maschinen  trotzdem  noch  möglich  ist^  wenn 
auch,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  sein  wird,  die  Un- 
gleichung (331)  nicht  erfüllt  ist.  Diese  Erklärung  kann 
nur  darin  gefunden  werden,  daß  bei  der  Ableitung  von  Un- 
gleichung (331)  die  konstante  Regnlatorreibung  nicht  berück- 
sichtigt wurde.  In  der  Tat  ist  es  nur  dieser  konstanten  Reibung 
zu  verdanken,  daß  ein  Parallelbetrieb  von  Maschinen  unter  den 
im  übrigen  hier  zutreffenden  Bedingungen  überhaupt  durch- 
führbar ist. 

Wir  müssen  daher  die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen 
jetzt  noch  einmal  von  vomher  beginnen  und  dabei  die  kon- 
stante Begulatorreibung  mit  in  den  Rechnüngsansatz  aufnehmen. 
Das  kann  nach  dem  schon  in  §  51  gegebenen  Muster  leicht 
geschehen.  Hiernach  gilt  für  den  steigenden  Regulator  (vgl. 
61.  (314))  die  Bewegungsgleichung 

^1  "dF^  +  ^8  "^  +  ^»^1  ■"  ^*^i  +  -^^^^  9>o  =  0 ,       (332) 

wogegen  das  Vorzeichen  des  Gliedes  J'sin^o  umzukehren  ist, 
wenn  der  Regulator  herabsinkt.  Bei  zwei  parallel  geschalteten 
Maschinen,  die  im  Pendeln  begriffen  sind,  wird  aber  die  Schwierig- 
keit, die  durch  das  wechselnde  Vorzeichen  von  F  hereingebracht 
wird,  erheblich  herabgemindert,  da  stets  ein  Regulator  im 
Aufwärts-  und  der  andere  im  Abwärtsgange  begriffen  sein  wird. 
Wir  brauchen  daher  nur  die  Bezeichnungen  1  und  2  für  beide 
Maschinen  während  irgend  eines  Schwingungsausschlages  so 
zu  verteilen,  daß  der  Regulator  der  mit  1  bezeichneten  Ma- 
schine gerade  im  Steigen,  der  mit  2  bezeichneten  im  Fallen 
begriffen  ist.  Dann  gilt  für  die  Dauer  eines  Hubes  stets  Glei- 
chung (332)  und  neben  ihr  die  folgende  Gleichung,  die  sich 
auf  den  Regulator  der  zweiten  Maschine  bezieht,  nämlich 

^1  "5F  +  ^2  "5^  +  ^«*«  ""  ^*^» ""  -^^^^  9>o  =  0 .       (333) 
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Subtrahieren  wir  beide  Gleichungen  voneinander  und 
drücken  die  Differenz  von  rj^  und  rj^  in  ^^  und  ^^  aus,  so 
finden  wir 

+  2^sin9o-0.  (334) 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  in  derselben 
Weise  abgeleiteten  Gleichung  (327)  nur  durch  das  Auftreten 
des  mit  F  behafteten  konstanten  Gliedes. 

An  den  sich  auf  die  Beschleunigung  der  Schwungrader 
beziehenden  Bewegungsgleichungen  wird  durch  das  Hinzutreten 
der  Regulatorreibung  F  nichts  geändert;  wir  können  daher 
GL  (326)  ohne  weiteres  übernehmen.  Eliminiert  man  aus  ihr 
und  GL  (834)  die  Variable  ^^  —  V'a  ^^^^  bezeichnet  man  «i  —  «g 
wieder  mit  dem  Buchstaben  d,  so  erhält  man  die  Differential- 
gleichung für  * 

«i5F  +  ^«5F  +  («»^^^)5?  +  (^^+^*^dJ  (335) 

+  a^c'S  +  2Fc'  sin  q>^  =  0. 

Sie  unterscheidet  sich  von  GL  (328)  nur  durch  das  Hinzu- 
treten des  konstanten  letzten  Gliedes  der  linken  Seite.  Auch 
die  allgemeinen  Lösungen  beider  Gleichungen  unterscheiden 
sich  daher  nur  unerheblich  voneinander.  Bezeichnet  man  die 
früher  betrachtete  Lösung  von  GL  (328)  jetzt  mit  8^^  so  lautet 
die  Losung  von  GL  (335) 

^^^^_2F8m^  (336) 

Zu  Anfang  des  Schwingungsganges,  auf  den  sich  die 
Gleichung  bezieht,  hatte  8  seinen  größten  negativen  Wert, 
dessen  Absolutbetrag  mit  A  bezeichnet  werden  mag.  Hierauf 
wächst  8  im  positiven  Sinne  fortwährend  an,  bis  es  am  Ende 
des  Schwingungsganges  den  größten  positiven  Wert  B  erreicht 
hat.  Wenn  jF«0  wäre,  ginge  8  in  8^  über  und  die  zu- 
gehörigen Grenzwerte  seien  mit  A^  und  jBq  bezeichnet.  Dann 
hat  man  nach  GL  (336) 


328  Vierter  Abecluiitt.    Verschiedene  Anwendungen. 


-^=.-A- 


ajp'siny. 


^  «.  ' 


+  JB=  +  JBo--'''^'^^ 


«« 


Für  den  Unterschied  der  Absolutwerte  von  B  und  Ä  er- 
hält man  daher 

B-^  =  (Bo-A)-^^^-  (337) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man  deutlich  den  Einfluß  der 
konstanten  Reibung  auf  den  Verlauf  der  Schwingung.  Für 
F  =0  würden  wir  nämlich  schon  an  der  Grenze  des  Pendeins 
stehen,  wenn  Bq  =  Äq  wäre.  Wenn  F  hinzukommt,  darf  da- 
gegen Bq  um  den  Betrag  des  letzten  Gliedes  auf  der  rechten 
Seite  größer  sein  als  J^,  bis  die  Grenze  des  Pendeins  erreicht 
wird.  Ein  stabiler  Gang  der  Maschine  ist  daher  auch 
dann  noch  möglich,  wenn  die  charakteristische  Glei- 
chung (329)  zwei  komplexe  Wurzeln  mit  positiven 
reellen  Anteilen  besitzt.  Voraussetzung  ist  nur,  daß 
diese  nicht  so  groß  werden,  um  Bq—Äq  über  den  zu- 
lässigen Wert  —  hinaus  wachsen  zu  lassen.     Die 

Bedingung  für  den  stabilen  Gang  kann  daher  jetzt  in  der  Form 

(5o-A)<^^^  (338) 

angeschrieben  werden.    Um  einen  ungefähren  Überblick  über 

die   zahlenmäßige   Bedeutung   dieser    Bedingung    zn   erhalten, 

kann   man   noch    die   folgende    Näherungsrechnung    anstellen. 

Man  setze 

*o  =  ^^'  (^1  sin qt  +  Cj  cos  g^) , 

wobei  unter  p  +  iq  ^iid  p  —  iq  die  beiden  komplexen  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung  mit  positiven,  reellen  Anteilen  p 
zu  verstehen  sind,  während  C^  und  Cg  zwei  wUlkürliche  Inte- 
grationskonstanten bedeuten.  Auf  die  beiden  anderen  Glieder 
von  Öq,  die  zu  den  Wurzeln  mit  negativen,  reellen  Anteilen  ge- 
hören, ist  bei  diesem  Ansätze  nicht  geachtet,  d.  h.  es  ist  ein 
spezieller  Schwingungsvorgang  vorausgesetzt,  bei  dem  diese 
Glieder  verschwinden. 
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Die  Zeit  ^  =■  0  möge  dem  Augenblicke  entsprechen,  in 
dem  Sq  zu  Null  wird.  Zu  Anfang  des  Schwingungsganges  ist 
dann  t  negativ  und  späterhin  positiv.  Mit  dieser  uns  frei- 
stehenden Wahl  vereinfacht  sich  die  vorhergehende  Gleichung  zu 

*o  "^  ^1^'  sing^. 
Wenn  die  Bedingung  (338)  für  einen  nicht  sehr  großen 
Wert  der  konstanten  Reibung  F  erfüllt  sein  soll,  muß  pt  für 
die  während  eines  Schwingungsausschlages  verfließende  Zeit 
jedenfalls  ziemlich  klein  bleiben  und  es  genügt  daher,  wenn 
wir  die  Exponentialfunktion  in  eine  Reihe  entwickeln  und  von 
dieser  nur  die  beiden  ersten  Glieder  beibehalten.  Damit  geht 
die  Gleichung  über  in 

*o  ==  C'i  (1  +  j?<)  sin  qt . 

Mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  kann  man  auch  für 
die  weitere  Ausrechnung  annehmen,  daß  der  Anfang  des 
Schwingungsganges  der  Zeit 

'—T 
und  das  Ende  der  Zeit 

T 

entspricht.  Hierin  bedeutet  demnach  T  die  Dauer  einer  ein- 
fachen Schwingung  oder 

Dann  erhält  man  für  die  vorher  mit  Ä^  und  Bq  bezeichneten 
Größen  /  t\ 

Hiermit  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  Bedingung  (338) 
für  den  stabilen  Gang  in  der  weiter  ausgerechneten  Form 

C,|)T<^^^  (339) 

anzuschreiben.  Hierin  macht  es  auch  nichts  aus,  wenn  wir 
nachtrilglich  C^  durch  Ä^,  d.  h.  durch  den  anfönglichen 
Schwingungsausschlag  ersetzen. 
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Die  Ungleichung  (339)  lehrt  uns  insbesondere,  daß 
die  konstante  Reibung  F  das  Pendeln  um.  so  leichter 
zu  verhüten  vermag;  je  kleiner  unter  sonst  gleichen 
Umständen  C^  ist,  d.  h.  je  mehr  äußere  Einflüsse  ferngehalten 
werden,  die  einen  apfänglich  großen  Unterschied  beider  Be- 
gulatorausschläge  herbeiführen  könnten.  Mit  anderen  Worten 
heißt  dies,  daß  schon  eine  ganz  geringe  konstante  Reibung 
ausreicht,  um  einen  fortgesetzten  stabilen  Gang  beider  Maschinen 
weiterhin  aufrechtzuerhalten,  wenn  er  vorher  bereits  bestanden 
hatte.  Große  anfängliche  Unterschiede  beider  Regulator- 
ausschläge sind  insbesondere  dann  zu  erwarten,  wenn  zuerst 
nur  die  eine  Maschine  mit  der  gemeinsamen  Welle  verbunden 
war  und  hierauf  die  andere  zugeschaltet  wird.  Dann  ist  also 
ein  Pendeln  in  dem  hier  gebrauchten  Sinne  des  Wortes  be- 
sonders zu  befürchten,  während  es  später,  nachdem  die  an- 
fänglichen Schwingungen  erloschen  sind  und  solange  größere 
Störungen  fem  gehalten  werden,  nicht  mehr  zu  erwarten  ist. 

Femer  ist  noch  darauf  hinzuweisen,  daß  die  konstante 
Reibung  einen  um  so  kleineren  Einfluß  hat,  je  größer  die 
Schwingungsdauer  T  wird.  Daher  tritt  ein  Pendeln  um  so 
eher  ein,  je  größer  die  Schwingungsdauer  T  wird. 

Schließlich  erklärt  sich  auch  aus  Ungleichung  (339),  warum 
zwei  Maschinen,  die  mit  einer  verhältnismäßig  kurzen  und  steif 
konstruierten  Kurbelwelle  in  Verbindung  gebracht  sind,  an- 
standslos parallel  arbeiten  können,  während  vorher  aus  der 
unter  Vernachlässigung  der  konstanten  Reibung  aufgestellten 
Bedingung  (331)  geschlossen  werden  mußte,  daß  in  diesem 
PaUe  ein  Pendeln  besonders  zu  befürchten  wäre.  Gehen  wir 
nämlich  auf  die  charakteristische  Gl.  (329)  zurück  und  schreiben 
wir  sie  jetzt  für  den  Fall  an,  daß  a^^Q  ist,  d.  h.  daß  die  der 
Geschwindigkeit  proportionale  Reibung  ganz  vemachlässigt 
werden  kann,  so  lautet  sie 

«i«*  +  («8  +  ö^iO  a*  +  ö^i^«  +  0^8^'  =  0  (340) 

und  dabei  ist  unter  d  jetzt  ein  verhältnismäßig  sehr  großer 
Wert  zu  verstehen,   den  man  sich  in  der  Grenze  schließlich 
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selbst  unendlich  groß  denken  kann.  Wir  erhalten  daher  mit 
großer  Annäherung  zwei  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung^ 
wenn  wir  neben  den  mit  d  behafteten  Gliedern  alle  anderen 
streichen,  womit 

gefunden  wird.  Nun  kann  ja  allerdings  der  reelle  Anteil 
dieser  beiden  Wurzeln  nicht  streng,  sondern  nur  nahezu  gleich 
NuU  sein.     Wir  setzen  daher 

und  betrachten  6  als  eine  kleine  Größe,  deren  höhere  Potenzen 
gegenüber  dem  anderen  Summanden  vemachlässigt  werden 
können.     Dann  erhalten  wir  beim  Einsetzen  von 


i'V? 


an  Stelle  von  a  in  Gl.  (340)  nach  Wegheben  der  gegeneinander 
fortfallenden  Glieder 

woraus  man  für  6  erhält 


6  = 


=F2ta3]/^±2taic']/^+a,2g: 


Im  Nenner  überwiegt  aber  unserer  Voraussetzung  zufolge 
dem  Absolutbetrage  nach  weitaus  das  mit  c'  behaftete  Glied 
und  wenn  wir  die  übrigen  Glieder  dagegen  vernachlässigen, 
erhalten  wir  ^  j^- 

Hiemach  haben  wir  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung 
genau  die  Lösungen 
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Da  in  Gl.  (340)  das  Glied  mit  a'  weggefallen  ist^  muß  die 
Summe  der  vier  Wurzeln  gleich  Null  sein.  Daraus  folgt,  daß 
die  beiden  noch  fehlenden  Wurzeln  «g  und  a^  einen  positiven, 
reellen  Anteil  haben,  der  dem  negativen,  reellen  Anteile  von  a^ 
und  cc^  gleich  ist.  Für  die  in  der  Ungleichung  (339)  mit  p 
bezeichnete  Größe  haben  wir  daher  in  unserem  FaUe 

zu  setzen.  Femer  ist  das  von  cc  freie  Glied  in  Gl.  (340), 
nachdem  die  Gleichung  mit  a^  dividiert  ist,  gleich  dem  Pro- 
dukte aller  vier  Wurzeln  zu  setzen.  Das  liefert,  wenn  wir  q 
in  dem  schon  vorher  gebrauchten  Sinne  verwenden,  die  Gleichung 

Durch  Auflösen  nach  q  erhält  man  zunächst 


V-. 


a^c 


S«'  ^2 


Nun  ist  aber,  wie  wir  bereits  erkannten,  p  eine  sehr 
kleine  Größe,  die  für  c'=»oo  schließlich  in  Null  übergeht. 
Wir  können  daher  die  Glieder  mit  p  streichen  und  erhalten 
für  q  den  hinreichend  genauen  Näherungswert 

womit  nun  auch  die  Schwingungsdauer  jT  bekannt  wird,  nämlich 


Für  das  Produkt  p  T  endlich,  das  in  der  Ungleichung  (339) 
vorkam,  erhalten  wir 

2aicYc' 
Hiermit  geht  die  Bedingung  für  den  stabilen  Gang  über  in 

Für  ein  hinreichend  großes  c'  wird  aber  diese  Bedingung, 
welche  Werte  der  übrigen  Koeffizienten  nun  anch  zutreffen 
mögen,  stets  erfüllt  sein. 
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Hiermit  ist  die  vorher  geforderte  Erklärung  dafür 
geliefert,  daß  zwei  Maschinen,  die  auf  eine  gemein- 
same, sehr  steif  konstruierte  Kurbelwelle  arbeiten, 
stets  im  ungestörten  Parallelbetrieb  miteinander 
arbeiten  können,  faUs  nur  jede  von  ihnen  der  Bedingung 
für  den  stabüen  Gang,  wenn  sie  aUein  läuft,  genügt. 

Wir  sind  damit  freilich  nur  auf  ein  Ergebnis  gelangt, 
das  aus  der  Erfahrung  längst  bekannt  war.  Die  Bedeutung 
dieser  Betrachtung  liegt  aber  darin,  daß  der  Grund  ftir  diese 
Erscheinung  dadurch  aufgedeckt  und  in  dem  von  der  Ge- 
schwindigkeit unabhängigen  Reibungsgliede   nachgewiesen  ist. 

§  54.    Die  Planetenbewegung. 

Die  Theorie  der  Planetenbewegung  hat  in  der  geschicht- 
lichen Entwickelung  unserer  heutigen  Mechanik  eine  so  bedeut- 
same RoUe  gespielt,  daß  man  auch  io  einem  Lehrbuche  der  tech- 
nischen Mechanik  nicht  ganz  daran  yorübergehen  kann.  Wenn 
auch  ein  Ingenieur  nicht  die  Zeit  darauf  verwenden  kann,  sich 
mit  den  Einzelheiten  der  astronomischen  Mechanik  vertraut  zu 
machen,  wird  er  doch,  wenn  er  überhaupt  theoretischen  Studien 
zugeneigt  ist,  das  Bedürfois  empfinden,  sich  mit  den  wichtigsten 
Betrachtungen  dieses  Teiles  der  Dynamik,  wenn  auch  nur  in 
allgemeinen  Umrissen,  bekannt  zu  machen. 

In  den  älteren  Auflagen  des  vierten  Bandes  hatte  ich. aus 
diesem  Grunde  schon  eine  kurze  Darstellung  der  Planeten- 
bewegung gegeben.  Bei  der  Neuauflage  mußte  ich  sie  zwar 
der  Baumersparnis  wegen  streichen,  aber  nicht  um  sie  ganz 
wegzulassen,  sondern  um  sie  auf  diesen  sechsten  Band  zu  ver- 
schieben. 

Auf  Grund  der  Beobachtungen  waren  von  Kepler  die  drei 
Gesetze  aufgestellt  worden:  1.  Die  Planeten  bewegen  sich 
in  Ellipsen,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne 
steht.  2.  Der  von  der  Sonne  nach  einem  Planeten  ge- 
zogene Radiusvektor  überstreicht  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Flächen.  3.  Die  Quadrate  der  ümlaufszeiten 
zweier   Planeten    verhalten    sich   wie    die   Kuben    der 
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großen  Achsen  der  Bahnen.  Diese  Satze  genügten  zunächst 
fOr  die  Beschreibung  der  Planetenbewegang.  Ein  großer  Fort- 
schritt war  es  aber,  als  Newton  eine  mechanische  Erklärung 
dafür  gab,  indem  er  diese  Bewegung  auf  die  Wirkung  Ton 
Kräften  zurückführte,  die  einem  einfachen  Gesetze  folgen  und 
zugleich  auch  noch  eine  Reihe  yon  anderen  Erscheinungen,  die 
über  die  Eeplerschen  Gesetze  hinausgehen,  in  Übereinstimmung 
mit  der  Erfahrung  vorauszusagen  gestatten. 

Wir  wollen  uns  jetzt  dieselbe  Aufgabe  stellen,  wie  sie 
Newton  vorlag.  Zunächst  können  wir  auf  Grund  des  Flächen- 
satzes schließen,  daß  wegen  des  zweiten  Eeplerschen  Gesetzes 
die  Bewegung  eines  Planeten  durch  eine  Zentralkraft  erklärt 
werden  kann,  die  von  der  Sonne  auf  den  Planeten  ausgeübt 
wird.  Das  erste  Eeplersche  Gesetz  muß  uns  hierauf  dazu  dienen, 
das  Gesetz  zu  ermitteln,  nach  dem  diese  Eraft  von  der  Ent- 
fernung des  Planeten  von  der  Sonne  abhängt,  während  das 
dritte  Eeplersche  Gesetz  Aufschluß  darüber  gibt,  in  welcher 
Beziehung  die  Eräfte  zueinander  stehen,  die  von  der  Sonne 
auf  verschiedene  Planeten  übertragen  werden. 

Die  augenblickliche  Stellimg  irgend  eines  Planeten  gegen 
die  Sonne  bezogen  auf  einen  bestimmten  Raum,  den  wir  uns 
gegen  den  Fixstemhimmel  festgelegt  denken,  sei  durch  den  von 
der  Sonne  nach  dem  Planeten  gehenden  Radiusvektor  t  beschrie- 
ben.    Wir  setzen  /nAc%\ 

t  =  rtj  (342) 

und  verstehen  unter  r  die  Länge  von  x  und  unter  x^  einen  in 
der  Richtung  von  x  gehenden  Einheitsvektor.  Durch  Diffe- 
rentiation nach  der  Zeit  erhält  man  daraus 

dt^     dti    ,        dr 
dt       ^  dt  '^^^  dt* 

womit  die  Geschwindigkeit  in  eine  zu  x  normale  und  in  eine  in 
die  Richtung  von  x  fallende  Eomponente  zerlegt  ist.  Eine  noch- 
malige Differentiation  liefert  einen  Ausdruck  für  die  Beschleu- 
nigung, nämlich 

^"^_r^  4-2-^4-t  — .  r343^ 

'd^-^^dt^+'^dtdt^^^  dt*  ^"^^"^^ 
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Auf  Ghmnd  des  Flächensatzes  hatten  wir  bereits  geschlossen^ 
daB  die  an  dem  Planeten  angreifende  Kraft  und  daher  auch 
die  Beschleunigung  auf  die  Richtungslinie  von  x  fällt,  und 
zwar  kann  diese  Kraft  der  geschlossenen  Bahn  wegen  nur  in 
einer  Anziehung  und  nicht  in  einer  AbstoSung  bestehen.  Wir 
finden  daher  den  Absolutbetrag  der  Beschleunigung  durch  Pro- 

jektion  des  Vektors  -jr^  auf  die   Richtung  —  t^,   d.   h.   durch 

innere  Multiplikation  der  Yorhergehenden  Gleichung  mit  —  t^ . 
Damit  erhalten  wir 

^^  dt'  ^^^  dt'       ^  dt  ^^  dt       dt'  ^^^^) 

Nun  ist  aber  der  Einheitsvektor  x^  der  Größe  nach  kon> 
stant  und  nur  der  Richtung  nach  yeränderlich,  d.  h.  dx^  muß 
seQkrecht  zu  t^  stehen^  so  daß  jederzeit 

^^  dt      ^ 

ist.  Damit  yersch  windet  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  in 
der  vorhergehenden  Gleichung.  Im  ersten  Gliede  können  wir 
dagegen  setzen 

^^  dt'  '~  dtV^  dt)      \dt)' 
was  sich  nach  der  vorhergehenden  Bemerkung  vereinfacht  zu 

^^  dt*      \dt) 

Der  Differentialquotient  -^  gibt   seiner   Größe    nach   die 

Winkelgeschwindigkeit  u  an,  mit  der  sich  der  Radiusvektor  x 
oder  x^  dreht  und  da  es  bei  dem  Quadrate  eines  Vektors  nur 
auf  dessen  absolute  Ghröße  ankommt,  finden  wir 

d'x^  . 

ffiermit  geht  Gl.  (344)  über  in 
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Die  rechte  Seite  dieser  Oleichnng  gibt  uns  den  Absolat- 
betrag  der  BescUeunigong  an  und  da  wir  außerdem  wissen, 
daß  die  Richtung  der  Beschleonigong  mit  der  Richtung  —  t^ 
zusammenfallt,  können  wir  die  Beschleunigung  auch  als  Yektoi 
anschreiben,  nämlich 

Bis  dahin  gilt  die  Betrachtung  allgemein  für  jede 
Zentralbewegung,  also  für  jede  Bewegung,  yod  der  wir  ent- 
weder aus  der  Beobachtung  wissen,  daß  die  Sektorengeschwin- 

digkeit  konstant  ist,  oder 
bei  der  yon  vornherein 
vorausgesetzt  wird,  daß 
sie  durch  eine  Zentral- 
kraft hervoi^bracht  sei. 
um  sie  auf  die  Planeten- 
bewegung anwenden  zu 
können,  brauchen  wir 
eine  Gleichung  der  El- 
lipse, die  der  Planet 
nach  dem  ersten  Eepler- 
schenGesetze  beschreibt, 
die  ich  zunächst  ab- 
leiten wilL 

In  Abb.  18  bezeichne  S  den  Brennpunkt  der  Ellipse,  in 
dem  die  Sonne  steht,  und  Ä  die  augenblickliche  Stellung  des 
Planeten.  Mit  B  ist  der  andere  Brennpunkt  bezeichnet,  während 
die  übrigen  Bezeichnungen  aus  der  Abbildung  zu  entnehmen 
sind.  Bekanntlich  kann  man  die  EUipse  mit  Hilfe  eines  Fad^is 
aus  den  beiden  Brennpunkten  konstruieren,  d.  h.  die  Summe 
der  beiden  Längen  SÄ  und  AB  ist  konstant  und  zwar  gleich 
dem  großen  Durchmesser  der  Ellipse.  Die  Länge  von  SÄ  be- 
zeichnen wir  wie  fi^er  mit  r  und  für  AB  hat  man  daher  die 
Länge  2a  —  r.  Andererseits  kann  der  Vektor  BÄ  gleich  t  —  2e 
gesetzt  werden,  wobei  auch  die  Exzentrizität  f,  wie  aus  der 
Abbildung  zu  entnehmen  ist,  als  gerichtete  Größe  au&ufassen 


I 

Abb.  18. 
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ist.    Das  Quadrat  dieses  Vektors  ist  gleich  dem  Quadrate  seiner 
absoluten  Größe^  so  daß  die  Gleichung  besteht 

(t-2ey=(2a-r)^ 

Durch  Ausfuhrung  der  Quadrierung,  Wegheben  von  r*  und 
Division  mit  4  geht  dies  über  in 

—  et  +  c*«  a*—  ar. 

Betrachtet  man  einen  Endpunkt  der  kleinen  Hauptachse 
der  Ellipse,  so  erkennt  man  nach  dem  Pythagoreischen  Satze, 

gesetzt  werden  kann.    Damit  geht  die  vorhergehende  Gleichung 

^^^'^  ^  tx^ar^V,  (347) 

Das  ist  die  Ellipsengleichung  in  Vektorform,  be- 
zogen auf  S  als  Anfangspunkt  der  Radienvektoren.  Sie 
geht  ohne  weiteres  in  die  aus  der  analytischen  Geometrie  be- 
kannte EUipsengleichung  in  Polarkoordinaten  über,  wenn  man 
mit  Einführung  des  Winkels  tp  zwischen  den  Richtungen  von 

^"^^  ^  ct^^rcosy 

setzt.     Man  erhält  dann 

r ~ (348) 

a  —  c  cos  tp  ^       ^ 

Auf  der  rechten  Seite  sind  &,  a  und  e  konstant,  während 
sich  der  Winkel  tp  mit  der  Zeit  ändert,  wenn  der  Planet  seine 
Bahn  durchläuft.  Wir  wollen  annehmen,  daß  dies  in  solchem 
Sinne  geschehe,  daß  der  Winkel  9  wächst;  der  Differential- 
quotient von  (p  nach  t  gibt  dann  die  Winkelgeschwindigkeit  u 
an,  mit  der  sich  der  Radiusvektor  dreht.  —  Eine  Differentiation 
von  Gl.  (348)  nach  der  Zeit  liefert  daher 

dr  6« 

dt  (a  —  e  cos  qp)'  ^    ' 

wofür  wir  auch  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (348) 

dr  r» 

-5^  «  -  -^  we  sin  9 

Föppl,  höhere  Dynamik.  22 
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schreiben  können.  Das  Produkt  r^u  bildet  aber  den  Ausdruck 
flElr  das  Doppelte  der  Sektorengeschwindigkeit;  d.  h.  der  auf 
die  Zeiteinheit  bezogenen  Flache^  die  Ton  dem  Radiusvektor 
zur  Zeit  t  überstrichen  wird.  Bezeichnen  wir  die  Sektoren- 
geschwindigkeit,  von  der  wir  wissen,  daß  sie  konstant  ist,  mit 
dem  Buchstaben  c,  so  geht  die  vorhergehende  Gleichung  über  in 

^ ^8^9-  (349) 

Durch  nochmalige  Differentiation  nach  der  Zeit  erhalten 

wir  daraus 

d^r  2ce 

Drdcken  wir  hierin  mit  Hilfe  von  Gl.  (348)  cos  9  in  r  aus, 
so  finden  wir 

oder,  wenn  wir  noch  beachten,  daß 

u  -  ^  (350) 

gesetzt  werden  kann,  auch 


dt*  6«r 


S«>8 


(351) 


Hiermit  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  den  in  GL  (346) 
angegebenen  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  in  weiter  aus- 
gerechneter Form  anzuschreiben.     Wir  erhalten  nämlich 


=  -r.(^^^^^  +  4?)=-ni$.        (352) 


Hiermit  sind  wir  bereits  zu  dem  Newtonschen  Er- 
gebnisse gelangt,  daß  die  Beschleunigung  des  Planeten 
und  daher  auch  die  von  derSonne  auf  ihn  ausgeübte 
Anziehung  dem  Quadrate  des  Abstandes  r  umgekehrt 
proportional  ist. 

Die  Sektorengeschwindigkeit  c  steht  in  einem  einfachen  Zu- 
sammenhange mit  der  Umlaufzeit  T  des  Planeten,    Die  während 


§  64.    Die  Planetenbewegung.  339 

dieser  Zeit  yon  dem  RadiusYektor  überstrichene  Fläche  bildet 
nämlich  den  Flächeninhalt  der  EUipse  und  man  hat  daher 

nah 

Setzt  man  diesen  Wert  von  c  in  öl.  (352)  ein,  so  geht  sie 
über  in  ^«^  4«"a' 

Nach  dem   dritten  Eeplerschen  Gesetze  ist  aber  das  Ver- 

hältnis  j,^  für  aUe  Planeten  unseres  Sonnensystems  gleich  groß. 

Dies  heißt  nach  Gl.  (353),  daß  aUe  Planeten,  wenn  sie  in  gleiche 
Abstände  von  der  Sonne  gelangten,  die  gleiche  Beschleunigung 
und  daher  auch  die  gleiche  Anziehung  in  bezug  auf  die  Massen- 
einheit erfahren  würden.  Demnach  sind  alle  Planeten  aus  Stoffen 
zusammengesetzt;  die  in  bezug  auf  die  Eigenschaft  der  Gravi- 
tation gleichwertig  untereinander  sind.  Oder  mit  aoderen 
Worten:  Gleichen  trägen  Massen  auf  den  yerschiede- 
nen  Planeten  entsprechen  auch  gleiche  gravitierende 
Massen. 

Hierbei  ist  nämlich  darauf  hinzuweisen,  daß  die  Bezeich- 
nung „Masse"  die  bei  allen  übrigen  Anwendungen  der  Me- 
chanik stets  in  dem  Sinne  gebraucht  wird,  der  schon  im  ersten 
Bande  dieser  Vorlesungen  auseinandergesetzt  und  späterhin 
überall  beibehalten  wurde,  in  der  Mechanik  der  Himmelskörper 
noch  auf  einen  anderen  Begriff  übertragen  wird,  der  aber  von 
jenem  wohl  auseinanderzuhalten  ist.  Das  ist  in  der  vorher- 
gehenden Aussage  dadurch  geschehen,  daß  darin  zwischen  trägen 
und  zwischen  gravitierenden  Massen  unterschieden  ist.  Die 
trägen  Massen  sind  jene,  die  auf  Grund  der  Trägheitserschei- 
nungen der  Materie  erkannt  und  gemessen  werden  können,  also 
jene,  mit  denen  wir  uns  bisher  ausschließlich  beschäftigt  haben. 
Der  Begriff  einer  „gravitierenden"  Masse  wird  dagegen  an 
dieser  Stelle  neu  eingeführt.  Es  ist  das  eine  jener  Massen,  die 
nach  dem  Newtonschen  Gesetze  anziehend  aufeinander  wirken 
und  deren  Größe  auf  Grund  der  Gravitationserscheinungen  ab- 
geschätzt wird.     An  und  für  sich  wäre  es  nämlich   durchaus 

22  • 
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möglich^  daß  man  zu  ganz  verschiedenen  Werten  für  die  Massen 
der  Himmelskörper  gelangte^  je  nachdem  man  sie  anf  die  eine 
oder  andere  Art  abschätzte.  Erst  das  dritte  Eeplersche  Gesetz 
lehrt  uns,  daß  wenigstens  innerhalb  unseres  Planetensystems 
kein  Unterschied  dieser  Art  besteht,  daß  vielmehr  die  nach  den 
Anziehungskräften,  denen  sie  unterworfen  sind,  abgeschätzten 
Massen  ebenso  groß  (oder  im  gleichen  Verhältnis  zueinander) 
gefunden  werden,  als  wenn  man  diese  Massen  auf  Grund  des 
Trägheitsgesetzes  ermittelte.  Hiermit  erklärt  es  sich,  daß  man 
gewöhnlich  keinen  Unterschied  zwischen  trägen  und  gravitie- 
renden Massen  macht. 

Zugleich  ist  aber  noch  ausdrücklich  hervorzuheben,  daß  es 
keineswegs  im  Widerspruche  mit  den  allgemeinen  Grundsätzen 
unserer  heutigen  Mechanik  wäre,  wenn  etwa  plötzlich  auf 
unserer  Erde  irgend  ein  Stoff,  vielleicht  ein  seltenes  MetaU. 
entdeckt  würde,  von  dem  sich  herausstellte,  daß  das  Verhältnis 
zwischen  gravitierender  Masse  und  tr^er  Masse  bei  ihm  anders 
wäre,  als  bei  allen  übrigen  uns  seither  bekannten  Körpern. 
Wir  woUen  uns  zunächst  überlegen,  woran  man  ein  abweichendes 
Verhalten  dieser  Art  erkennen  könnte,  und  um  mich  dabei 
bestimmter  ausdrücken  zu  können,  will  ich  den  fraglichen  Stoff 
mit  X  bezeichnen  und  annehmen,  seine  gravitierende  Masse  sei 
im  Verhältnisse  zur  tragen  doppelt  so  groß,  als  bei  anderen 
Stoffen.  Ich  denke  mir  zunächst  1  kg  dieses  Stoffes  auf  einer 
Wage  abgewogen.  Bei  diesem  Versuche  kommt  die  gravi- 
tierende Masse  in  Frage,  denn  das  Gewicht  des  Körpers,  das 
am  Wagebalken  mit  dem  Gewichte  eines  eisernen  Gewichts- 
stückes von  1  kg  im  Gleichgewichte  steht,  rührt  von  der  An- 
ziehung her,  die  die  Erde  auf  den  Körper  X  ausübt,  und  diese 
erfolgt  nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Massenanziehung. 

Nun  denke  man  sich  das  abgewogene  Stück  des  Körpers 
X  gleichzeitig  mit  dem  ebenso  schweren  eisernen  Gewichts- 
stücke, das  zum  Abwägen  des  Körpers  X  diente,  dem  freien 
FaUe  überlassen.  An  beiden  wirkt  die  gleiche  Kraft;  aber 
nach  der  Voraussetzung,  die  wir  über  die  Sonderstellung  des 
Stoffes  X  gemacht  haben,   ist  die  träge  Masse  des  X- Stückes 
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nur  halb  so  groß^  als  die  ti'äge  Masse  des  gleich  schweren 
Eisenstücks.  Die  träge  Masse  ist  es  aber,  die  in  der  dyna- 
mischen Grundgleichung  auftritt.  Wir  schließen^  daß  die  Fall- 
beschleunigung des  Stoffes  X  doppelt  so  groß  sein  müßte,  als 
die  des  Eisenstücks  oder  als  die  aller  übrigen  irdischen  Körper, 
mit  denen  man  bisher  Fallversuche  oder  Pendelversuche  an- 
gestellt hat.  In  der  Tat  ist  es  also  die  durch  die  Beobachtung 
festgestellte  Tatsache  der  gleichen  Fallbeschleunigung  am 
gleichen  Orte  für  alle  Körper,  die  uns  verbürgt,  daß  bei  allen 
irdischen  Körpern  das  Verhältnis  zwischen  träger  und  gravi- 
tierender Masse  dasselbe  ist.  Das  dritte  Keplersche  Gesetz 
bildet  eine  Erweiterung  dieser  Erfahrung  und  gestattet  uns, 
den  daraus  gezogenen  Schluß  auf  die  anderen  Planeten  aus- 
zudehnen. 

Newton  war  sich  übrigens,  als  er  das  Grravitationsgesetz 
aufstellte,  offenbar  sehr  wohl  bewußt,  daß  träge  und  gravi- 
tierende Massen  nicht  ohne  weiteres  miteinander  verwechselt 
werden  dürften,  daß  vielmehr  eine  besondere  Prüfung  erforderlich 
sei,  inwieweit  beide  miteinander  proportional  gesetzt  werden 
können.  Zu  diesem  Zwecke  hat  er  eine  Beihe  von  Fallver- 
suchen mit  verschiedenen  Körpern  vorgenommen,  um  sich  davon 
zu  überzeugen,  ob  die  Fallbeschleunigung  bei  allen  in  der  Tat 
genau  gleich  groß  ist. 

Diese  Versuche  sind  später  mit  feineren  Beobachtungsmitteln 
mehrfach  wiederholt  worden  und  sie  haben  stets  von  neuem 
gelehrt,  daß  alle  geprüften  Körper  die  gleiche  Fallbeschleunigung 
erfahren.  Natürlich  war  es  nicht  möglich,  diese  Versuche  auf 
alle  Körper  von  verschiedener  chemischer  Zusammensetzung, 
die  wir  heute  kennen,  auszudehnen.  Aber  die  Wahrscheinlich- 
keit, daß  unter  den  bisher  nicht  darauf  untersuchten  ein  Stoff 
von  abweichendem  Verhalten  vorkäme,  kann  nur  als  sehr  gering 
angesehen  werden. 

Ob  das  Verhältnis  zwischen  trägen  und  gravitierenden 
Massen  auch  noch  außerhalb  unseres  Sonnensystems  den  gleichen 
Wert  hat  wie  bei  uns,  verm^  niemand  zu  sagen.  Man  nimmt 
dies  zwar  gewöhnlich  stillschweigend  an,  aber  doch  nur  ver- 
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mutungsweise^  denn  man  yerm^  keine  Beobachtung  anzugeben, 
die  zum  Beweise  dafür  dienen  könnte.  Ich  habe  sogar  früher 
einmal  darauf  hinweisen  können  (in  einer  Abhandlung,  die  in 
den  Berichten  der  Bayer.  Akademie  d.  Wissenschaften,  Band  27, 
1897  erschienen  ist),  daß  dieses  Verhältnis  zwischen  beiden 
Arten  yon  Massen  außerhalb  des  Sonnensystems  unter  Um- 
standen sogar  das  Vorzeichen  wechseln  könnte,  derart,  daß  sich 
gewisse  Massen  nicht  anzögen,  sondern  abstießen,  ohne  daß 
diese  Voraussetzung  auf  einen  Widerspruch  mit  den  yorhandenen 
Beobachtungen  am  Fixstemhimmel  zu  stoßen  brauchte.  Zugleich 
ließen  sich  sogar  gewisse  Wahrscheinlichkeitsgründe  anfuhren^ 
die  einer  solchen  Vermutung  günstig  sind,  wenn  sie  auch  langst 
nicht  ausreichen,  um  einen  Beweis  dafür  zu  liefern. 

Innerhalb  unseres  Sonnensystems  kann  aber  die  Propor- 
tionalitat  zwischen  trägen  und  grayitierenden  Massen  (yorbe- 
haltUch  etwaiger  geringfügiger  und  überdies  sehr  unwahrschein- 
licher Ausnahmen)  im  aUgemeinen  als  sicher  festgesteUt  betrachtet 
werden.  Nach  dieser  Erkenntnis  kehren  wir  zu  GL  (353) 
zurück.  Multiplizieren  wir  sie  mit  der  trägen  Masse  m  des 
Planeten,  so  erhalten  wir  die  auf  ihn  yon  der  Sonne  ausgeübte 
Anziehungskraft  ^,  nämlich 

V^-^m^'-^  (354) 

und  es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Deutung,  die  wir  dem 
letzten  Faktor  in  dem  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
stehenden  Produkte  zu  geben  haben.  Dieser  Faktor  ist,  wie 
schon  heryorgehoben  wurde,  für  das  ganze  Planetensystem  kon- 
stant. Offenbar  hängt  aber  die  Anziehung  f^  nicht  nur  yon 
dem  Planeten  ab,  dessen  Masse  schon  als  Faktor  in  der  Formel 
auftritt,  sondern  auch  yon  den  Eigenschaften  der  Sonne.  Wenn 
wir  annehmen,  daß  auch  die  Sonne  aus  Stoffen  besteht,  die 
hinsichtlich  der  Grayitation  die  gleichen  Eigenschaften  besitzen, 
wie  jene  der  Planeten,  kommen  wir  zu  dem  Schlüsse,  daß  die 
Kraft  fß  auch  der  Sonnenmasse  proportional  zu  setzen  ist.  Der 
letzte  Faktor  in  Gl.  (354),  dessen  Bedeutung  wir  noch  suchten, 
stellt  daher  entweder  die  Sonnenmasse  selbst  oder  ein  Vielfaches 


§  64.    Die  Planetenbewegong.  343 

* 

davon  dar.  Wenn  wir  die  Sonnenmasse  mit  M  bezeichnen^ 
läßt  sich  Gl.  (354)  demnach  auch  in  der  Form 

fß ^^,KmM  (355) 

schreiben^  in  der  sie  das  Newtonsche  Ghrayitationsgesetz  aus- 
spricht. Der  Faktor  K  ist  eine  Konstante,  die  eine  besondere 
aus  der  Gleichung  leicht  festzustellende  physikalische  Dimension 
hat  und  deren  Zahlenwert  daher  von  den  gewählten  Fundamen- 
taleinheiten abhängt.  Rechnet  man  im  physikalischen  CGS- 
System,  so  hat  die  „Gravitationskonstante^^  K  der  Er- 
fahrung zufolge  den  Wert 

Z"  =  6,6  •  10 -8  cm»  gr -^  sec -« . 

Unter  den  Massen  m  und  M  sind  hierbei  in  GL  (355)  die 
gewöhnlich  benützten  trägen  Massen  zu  verstehen,  die  zugleich 
als  Maß  für  die  gravitierenden  Massen  dienen. 

In  astronomischen  Rechnungen  ist  es  aber  üblich,  unter 
Übergebung  der  in  der  irdischen  Physik  gebrauchten  Funda- 
mentaleinheiten ein  Maßsystem  zu  benützen,  für  das  die  Eon- 
stante K  in  Gleichung  (355)  den  Wert  Eins  annimmt.  Dann 
geht  die  Gleichung  über  in 

In   diesem  Maßsystem  ist  dann,   wie   der  Vergleich   mit 

Gl.  (364)  lehrt,  4^'a»  ,..., 

M jfT-  (356) 

Hiermit  sind  wir  auch  in  den  Stand  gesetzt,  die  Sonnenmasse 
zu  berechnen. 

Dieselbe  Gleichung  wird  auch  benutzt,  um  die  Masse  von 
Fixsternen  zu  berechnen,  die  einen  Begleiter  haben,  dessen  Bahn 
sich  beobachten  läßt.  Nach  dem,  was  ich  darüber  vorher  aus- 
einandersetzte, findet  man  aber  hierbei  nur  die  gravitierende 
Masse  und  es  bleibt  zweifelhaft,  ob  die  träge  Masse  jenes 
fernen  Zentralkörpers  dazu  in  dem  uns  gewohnten  Ver- 
hältnisse steht. 
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§  55.     Folgerungen  ans  dem  Gravitationsgesetze. 

In  dem  Torhergehenden  Paragraphen  ist  der  induktive  Weg 
eingeschlagen  worden ,  der  von  bestimmten  Beobachtungstat- 
sachen ausgeht  und  durch  sorgfaltige  Überlegung  der  annehm- 
barsten Art  ihrer  Deutung  zur  Aufstellung  eines  allgemeinen 
Gesetzes^  und  zwar  hier  des  Gravitationsgesetzes  führt.  Nachdem 
dies  geschehen  ist;  hat  die  deduktive  Behandlung  einzusetzen, 
nämlich  die  möglichst  vollständige  Ableitung  aller  theoretischen 
Schlußfolgerungen,  die  sich  aus  dem  aufgestellten  Gesetze  ziehen 
lassen,  wenn  dieses  Gesetz  als  gegebener  Ausgangspunkt  für 
alle  weiteren  Betrachtungen  gewählt  wird.  Unter  diesen  Schluß- 
folgerungen müssen  sich  natürlich  auch  wieder  jene  finden,  die 
mit  den  bei  der  vorhergehenden  induktiven  Untersuchung  als 
gegeben  zugrunde  gelegten  Beobachtungstatsachen  überein- 
stimmen. Darüber  hinaus  werden  sich  aber  noch  eine  Reihe 
von  andren  Polgerungen  einstellen  und  der  Wert,  den  wir 
dem  Gesetze  beizumessen  haben,  muß  sich  nach  der  mehr  oder 
minder  guten  Übereinstimmung  aller  dieser  weiteren  Folgerungen 
mit  entsprechenden  Beobachtungen,  die  einen  Vergleich  damit 
zulassen,  richten.  Nun  kann  man  zwar  nicht  behaupten,  daß  alle  aus 
den^  Gravitationsgesetze  abgeleiteten  Folgerungen  in  eine  uns 
restlos  befriedigende  Übereinstimmung  mit  den  Beobachtimgen 
und  den  daraus  hervorgehenden  Überlegungen  gebracht  werden 
könnten.  Aber  diese  Übereinstimmung  trifiFt;  doch  in  den  weit- 
aus überwiegenden  Fällen  in  einem  Umfange  und  mit  einer 
Genauigkeit  zu,  die  geradezu  erstaunlich  sind.  Erst  in  dieser 
weitgehenden  Übereinstimmung  und  keineswegs  in  der  bloßen 
Möglichkeit,  die  drei  Keplerschen  Gesetze  wieder  rückwärts  aus 
dem  Gravitationsgesetze  abzuleiten  oder  sie  damit  zu  „erklären^^, 
liegt  die  große  und  umfassende  Bedeutung,  die  dem  Newtonschen 
Gravitationsgesetze  beizulegen  ist. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  zu  ermitteln,  der  nach  einem  festen  An- 
ziehungszentrum mit  einer  Kraft  hingezogen  wird,  die  dem 
Quadrate  des  Abstandes  umgekehrt  proportional  ist,     Darauf 
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lassen  sich  die  Entwicklungen  im  Eingange  des  vorigen  Para- 
graphen, die  zu  GL  (346)  führten,  ohne  weiteres  anwenden.  Für 
jede  Zentralhewegung  gilt  die  Gleichung 


=  ^i(S-^^')' 


wofür  man  auch  mit  Einfuhrung  der  Sektorengeschwindigkeit  c 
nach  Gl.  (350) 


dt* 


schreiben  kann.  Mit  dieser  allgemeinen  Formel  vergleichen  wir 
den  Ansatz 

dt* '^r*' 

durch  den  das  vorausgesetzte  Anziehungsgesetz  zum  Ausdrucke 
gebracht  wird  und  worin  k  eine  beliebige  Konstante  ist.  Der 
Vergleich  liefert 

Hiermit  haben  wir  bereits  eine  Differentialgleichimg  er- 
halten, durch  die  die  Abhängigkeit  des  Abstandes  r  von  der 
Zeit  dargestellt  wird.  Um  daraus  die  Differentialgleichung  der 
Bahn  zu  finden,  betrachten  wir  den  Winkel  (p,  den  der  Ra- 
diusvektor mit  einer  festen  Richtung  einschließt,  als  die  unab- 
hängige Veränderliche,  von  der  t  und  r  unbekannte  Funktionen 

sind.     Aus 

dq>  2e 

dt  r* 

folgt  dann  zunächst 

dt       r*        j  T_        «       o     <^^ 

3-  =  ^r-     oder  auch     r^  =^26  ^—• 

dtp         2c  a(p 

Setzt  man  diesen  Werth  in  Gl.  (357)  ein,  so  erhält  man 

'^^    r        ^^dfp  dt*' 
wofür  man  auch 


*  +  2'as(f)  =  ^^ 
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schreiben  kann.     Dies  läßt  sich  weiter  umformen  in 

aq>  \dq>  dtj         r 
oder  anoh  in 

Durch  diese  Umformungen  sind  die  Differentiationen  nach  der 
Zeit  Yollstandig  durch  Differentiationen  nach  cp  ersetzt  und 
man  hat  in  Gl.  (358)  die  Differentialgleichung  der  Bahn  vor 
sich,  durch  die  r  als  Funktion  von  g)  beschrieben  wird.  Um 
die  Integration  auszuführen,  benutzen  wir  eine  neue  Yariahle  0, 
indem  wir  l 

JET  =  — 

r 

setzen,  wobei  0  ebenso  wie  vorher  r  als  eine  Funktion  von  g) 
zu  betrachten  ist.     Dann  folgt 

dz  1  dr 

d(p  r'  dtp 

und  hiermit  geht  ÖL  (358)  über  in 

h  -  4c«  1^»  -  4c«^ .  (359) 

Von  dem  konstanten  Gliede  k  abgesehen,  ist  diese  Gleichung 
von  der  Form  der  Differentialgleichung  einer  harmonischen 
Schwingung  und  wir  haben  daher  die  Lösung 

0  '^^  J-1  +  Äaimp  +  B  cos  g) , 

wobei  Ä  und  B  die  aus  den  Anfangsbedingungen  abzuleitenden 
Integrationskonstanten  sind.  Ersetzen  wir  hierauf  wieder  0 
durch  r,  so  haben  wir  als  Gleichung  der  Bahn  in  Polar- 
koordinaten i 


y  = 


j-y  +  Ä  BlJKp  -f-  B  COSy 


Der  Winkel  9  kann  hier  von  einer  beliebigen  Anfangs- 
stellung aus  gezählt  werden.  Die  Gleichung  bleibt  daher  in 
ihrer  allgemeinen  Form  auch  noch  gültig,  wenn  wir  g)  durch 
g)  +  y  ersetzen,  wobei  y  einen  beliehigen  konstanten  Winkel 
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bedeutet.  Durch  passende  Wahl  dieses  Winkels  y  oder  mit 
anderen  Worten  durch  passende  Wahl  der  Anfangslage ,  von 
der  aus  der  Winkel  (p  zu  zählen  ist,  können  wir  daher  jeden- 
falls erreichen,  daß  sich  die  vorhergehende  Gleichui^  ver- 
einfacht zu 

r^-j^ ;  (360) 

^  +  BcOBq> 

in  der  nur  noch  die  durch  eine  weitere  Anfangsbedingung  zu 
ermittelnde  Integrationskonstante  B  stehen  geblieben  ist. 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve  ist 
auf  jeden  Fall  ein  Kegelschnitt.  Am  einfachsten  über- 
zeugt man  sich  davon,  indem  man  auf  rechtwinklige  Koordi- 
naten übergeht,  also  r  cos  g)  ^  x  und  r*  =  a;*  -f-  y*  setzt.  Man 
sieht  sofort,  daß  man  hiermit  zu  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  x  und  y  gelangt. 

Bildet  man  ^,  so  erkennt  man,   daß  dieser  DifPerential- 

quotient  zu  NuU  wird  für  9  =•  0.  Der  zu  qp  =  0  gehörige 
Wert  Tq  von  r  ist  daher  entweder  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  von  r  und  an  dieser  Stelle  der  Bahn  steht  die  Ge- 
schwindigkeit senkrecht  zum  Radiusvektor.  Bezeichnen  wir 
diese  Geschwindigkeit  mit  t^o;  so  erhalten  wir  für  diese  Stelle 
9=  0 


^o^'-jfc — TT'      ^o^^'o^'o^-^ 


4c 


1+^ 


2£ 

0 


Diese  Gleichungen  lösen  wir  nach  B  und  c  auf  und  er- 
halten 


Vjj       B^  —  —     * 


U        ^oW 


^0  '^o 


und  wenn  wir  diese  Werte  in  GL  (360)  einsetzen,  erhalten  wir 

Wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  werden  soll,  darf  r 
für  keinen  Wert  des  Winkels  unendlich  groß  werden. 
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Für  eine  planetarische  Bahn  muß  daher  die  Be- 
dingung erfüllt  sein 

V'-o  <  2Ä .  (362) 

Nehmen  wir  an,  daß  dies  zutreffe,  und  setzen 

wobei  a  eine  positive  Größe  ist,  so  geht  öl.  (361)  über  in 

f  ^  f   • — i i — 

®  Ä4-(Ä  —  a)co89 

und  aus  dieser  Schreibweise  erkennt  man,  daß  der  Zähler  des 
Bruches  stets  größer  bleibt  als  der  Nenner,  solange  a  kleiner 
ist  als  Ä;,  und  daß  daher  in  diesem  Falle  r  stets  größer  ist 
als  Tq,  wenn  (p  von  Null  verschieden  ist.  Mit  anderen  Worten 
heißt  dies,  daß  r^  den  kleinsten  vorkommenden  Abstand  an- 
gibt oder  daß  die  Stellung  qp  —  0  dem  „Perihel**  der  Bahn 
entspricht.  Ist  dagegen  a  größer  als  Je  (jedenfalls  aber  kleiner 
als  2k\  so  schreiben  wir  ÖL  (361)  in  der  Form 

Ä;— (a  — Ä) 

f   an  f 

^k  —  (a  —  k)coB(p 

und  erkennen,  daß  der  Zähler  des  Bruches  fär  jedes  von  Null 
verschiedene  tp  kleiner  ist  als  der  Nenner,  so  daß  r^  den 
größten  möglichen  VV^ert  von  r  angibt.  Die  Stellung  9  =  0 
entspricht  in  diesem  Falle  dem  „Aphel'^  der  Bahn. 

Im  Aphel  der  Bahn  ist  die  öeschwindigkeit  Vq  nur  an  die 
Bedingung  (362)  gebunden.  Dagegen  muß  im  Perihel  außer- 
dem noch  die  weitere  Bedingung  hinzukommen,  daß  a  kleiner 
bleibt  als  Je,  d.  h.  daß 

t^o^o  >  *  (363) 

ist.  Wenn  daher  an  einer  Stelle  der  Bahn,  bei  der  die  öe- 
schwindigkeit senkrecht  zum  Radiusvektor  gerichtet  ist,  die 
Bedingung  (362)  verletzt  ist,  so  haben  wir  es  entweder  mit 
einer  hyperbolischen  oder  im  Örenzfalle  mit  einer  parabolischen 
Bahn  zu  tun.  Dagegen  hängt  es  von  der  Erfüllung  der  Be- 
dingung (363)  ab,  ob  diese  Stelle  einem  Perihel  entspricht 
oder  nicht.  Bei  der  parabolischen  oder  hyperbolischen  Bahn 
entspricht  die  Stelle  9  =»  0  stets  dem  PeriheL 
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Hiermit  ist  die  zunächst  gestellte  Aufgabe  genügend  be- 
sprochen. Für  die  Anwendung  auf  das  Planetensystem  kommt 
noch  in  Betracht^  daß  der  Zentralkörper  nicht  fest  steht,  son- 
dern durch  die  Reaktion  der  den  Planeten  beschleunigenden 
Anziehungskraft  ebenfalls  in  Bewegung  gesetzt  wird.  Hier- 
durch wird  aber  nichts  Wesentliches  geändert.  Wenn  nur 
zwei  Körper  Torliegen,  also  der  Zentralkörper  und  ein  Planet^ 
so  muß  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  dauernd  in  Ruhe 
bleiben,  wenn  er  anfänglich  in  Ruhe  war,  und  der  Planet  so. 
wohl  ak  der  Zentralkörper  beschreiben  nun  elliptische  Bahnen 
um  den  Schwerpunkt  des  Systems.  Bezeichnet  man  nämlich 
die  Massen  mit  M  und  m  und  die  vom  Schwerpunkt  aus  ge- 
rechneten Abstände  mit  B,  und  r,  so  liegen  Mj  m  und  der 
Schwerpunkt  jederzeit  auf  einer  Geraden  und  zugleich  ist 

Femer  geht  die  am  Planeten  wirkende  Kraft  P  jederzeit 
durch  den  festliegenden  Schwerpunkt  und  ihre  Oröße  kann 

gesetzt  werden.    Mit  Rücksicht  auf  die  vorhergehende  Gleichung 
laßt  sich  dies  aber  umformen  in 

m    M  „mM' 

wenn  man  zur  Abkürzung 


Ä  •  -=- .  -7 r«  =^  K      ,    , 


M'-         ^ 


('  - 1) 


setzt.  Die  Bewegung  des  Planeten  erfolgt  also  genau 
so,  als  wenn  im  festliegenden  Schwerpunkte  eine 
dauernd  festgehaltene  Masse  M'  vorhanden  wäre,  wo- 
mit die  Behauptung  bewiesen  ist.  Entsprechendes  gilt  auch 
für  den  Zentralkörper.  Wenn  M  weitaus  größer  ist  als  m, 
unterscheidet  sich  If'  nur  wenig  von  Jlf  und  man  kann  den 
Zentralkörper  näherungsweise  als  feststehend  betrachten. 
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Das  „Zweikörperproblem"  ist  hiermit  gelost.  Dagegen 
ist  es  es  bisher  nicht  gelungen,  das  „Dreikörperproblem'^ 
ebenfalls  allgemein  zu  lösen.  Man  versteht  darunter  die  Auf- 
gabe, die  Bewegungen  von  drei  materiellen  Punkten  voraus- 
zusagen, die  sieh  nach  dem  Newtonschen  Gesetze  anziehen, 
wenn  die  Anfangslagen  und  die  Anfangsgeschwindigkeiten  be- 
liebig gegeben  sind.  Man  denke  sich  unter  diesen  drei  mate- 
riellen Punkten  etwa  die  Sonne,  die  Erde  und  den  Mond. 
Streng  läßt  sich  die  gestellte  Aufgabe  nicht  lösen;  dagegen  ist 
eine  Näherungslösuug  möglich,  die  sehr  weitgehenden  Ansprüchen 
genügt,  weU  in  dem  genannten  FaUe  die  drei  Ma^sei  von  sehr 
verschiedener  Größenordnung  sind.  Das  gleiche  gilt  auch  von 
der  Störungstheorie,  bei  der  es  sich  darum  handelt,  die  kleinen 
Abweichungen  der  Planetenbewegungen  von  den  den  Keplerschen 
Gesetzen  entsprechenden  Bahnen  vorauszuberechnen,  die  durch 
die  Anziehungen  der  verschiedenen  Planeten  unter  sich  hervor- 
gebracht werden. 

Endlich  ist  noch  eine  Folgerung  aus  dem  Newtonschen 
Gravitationsgesetze  hervorzuheben,  die  zu  besonders  wichtigen 
Bestätigungen  dieses  Gesetzes  geführt  hat  und  von  der  hier 
wenigstens  ein  kurzer  Abriß  gegeben  werden  soll. 

Vorher  hatte  ich  nämlich  jeden  Weltkörper  nur  als  einen 
materiellen  Punkt  angesehen,  indem  ich  mir  seine  ganze  Masse 
im  Schwerpunkte  vereinigt  dachte.  Für  die  meisten  Betrach- 
tungen ist  dies  zulässig,  weil  die  Abmessungen  der  ver- 
schiedenen Himmelskörper  klein  sind  gegenüber  den  Ent- 
fernungen, die  zwischen  ihnen  bestehen.  Jetzt  soll  aber  von 
den  Erscheinungen  die  Rede  sein,  die  dadurch  hervorgebracht 
werden,  daß  die  Durchmesser  der  Himmelskörper  doch  nicht 
vollständig  im  Vergleiche  zu  den  Entfernungen  vernachlässigt 
werden  dürfen. 

Um  diesen  Umstand  klar  zu  legen,  genügt  es,  einen 
starren  Körper  ins  Auge  zu  fassen,  auf  dessen  einzelne  Massen- 
teilchen von  einem  festen  Zentrum  her  Anziehungskräfte  nach 
dem  Newtonschen  Gesetze  ausgeübt  werden.  Der  von  dem 
Anziehungszentrum  nach  dem  Schwerpunkte  des  starren  Körpers 
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gezogene  Radiusvektor  sei  wie  vorher  mit  r  bezeichnet  nnd 
femer  der  von  diesem  Schwerpunkte  nach  einem  Massenteilchen  m 
des  starren  Körpers  gezogene  Radiusvektor  mit  p.  Dabei  setze 
ich  voraus ;  daß  p  sehr  klein  sei  gegen  r,  so  daß  höhere  Po- 
tenzen des  Verhältnisses  beider  Längen  vernachlässigt  werden 
dürfen,  während  es  auf  die  Größen^  die  von  der  ersten  Potenz 
dieses  Verhältnisses  abhängen,  hier  gerade  ankommt. 

Der  vom  Anziehungszentrum  nach  m  gezogene  Radius- 
vektor ist  jetzt  gleich  t  +  p  und  der  Absolutbetrag  davon  sei 
mit  R  bezeichnet.  Dann  ist  zunächst  mit  Vernachlässigung 
von  kleinen  Größen  höherer  Ordnung 

Das  letzte  Glied  stellt  einfach  die  Projektion  von  p  auf  r  dar. 
Die  an  m  wirkende  Kraft  ^  können  wir  in  der  Form 

« cw(t  +  ») 

ansetzen^  wenn  die  Konstante  c  das  Produkt  der  im  Anziehungs- 
zentrum vereinigten  anziehenden  Masse  und  der  Gravitations- 
konstante  bedeutet.  Setzen  wir  den  Wert  von  R  ein  und  ver- 
nachlässigen wiederum  Glieder,  die  von  höherer  Ordnung  klein 
sind,  so  erhalten  wir  nach  einfacher  Ausrechnung 

^  ^  __  Cf^  ^  Scmpt't  _  cmp^  ^gg^^ 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  überwiegt  weitaus 
die  beiden  folgenden;  es  gibt  den  Betrag  an,  den  m  zur  ge- 
samten Anziehung  liefern  würde,  wenn  die  ganze  Masse  im 
Schwerpunkte  des  Körpers  vereinigt  wäre.  Hier  kommt  es  ge- 
rade auf  die  Abweichung  an,  die  durch  den  kleinen  Abstand  p 
vom  Schwerpunkte  herbeigeführt  wird.  Führen  wir  dafür  die 
Bezeichnung  tl  ein,  so  ist 

Alle  an  den  verschiedenen  Massenteilchen  des  Körpers  an- 
greifenden äußeren  Kräfte  gehen  durch  das  feste  Anziehungs- 


u 
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zentmm  and  lassen  sich  daher  zu  einer  Resultierenden  zn- 
sammensetzen^  die  ebenfEÜls  durch  diesen  Punkt  geht  Da- 
gegen geht  die  Resultierende  im  allgemeinen  nicht 
durch  den  Schwerpunkt  des  starren  Körpers.  Wir 
können  daher  sagen ,  daB  vom  Anziehungszentnun  außer  der 
nach  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  verlöten  anziehenden 
Kraft  noch  ein  Kraftepaar  auf  den  Körper  ausgeübt  wird, 
dessen  Momentenvektor  mit  tt  bezeichnet  sei.     Wir  erhalten 

Für  diesen  Ausdruck  können  wir  auch  schreiben 

tt-^Vx2:mpx-p  =  ^,Yx,2:mptfx,.         (366) 

Der  hierin  Yorkommende  Summenausdruck 

in  dem  r^  ein  konstanter  Einheitsvektor  ist,  bildet  ein  Yektor- 
moment  zweiten  Grades  für  die  Massenverteilung  des 
starren  Körpers  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  und  die  durch 
ihn  gehende  Achse,  deren  Richtung  durch  r^  beschrieben  wird. 
Die  Eigenschaften  dieser  Yektormomente  habe  ich  bereits  im 
5.  Bande  dieser  Vorlesungen  in  §  4  näher  besprochen.  Daraus 
geht  herror,  daß  das  Yektormoment  nur  dann  in  die  Richtung 
Yon  ?!  fallt,  wenn  diese  Richtung  eine  Haupttragheitsachse 
des  Körpers  bildet.  Nur  in  diesem  Falle  wird  daher  St 
zu  Null  und  die  Resultierende  der  Anziehungskräfte 
geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers.  Kann  ein 
Himmelskörper  als  eine  Kugel  betrachtet  werden,  so  ist  freilich 
jede  Achse  eine  Hauptträgheitsachse  und  St  wird  daher  bei 
jeder  Stellung  des  Körpers  gegen  das  Anziehungszentrum  zu 
Null.  Unsere  Erde  ist  aber  ein  abgeplattetes  Ellipsoid  und 
der  von  der  Sonne  oder  vom  Monde  aus  nach  dem  Erdmittel- 
punkte gezogene  Radiusvektor  geht  bei  einer  beliebigen  Stellung 
dieser  Körper  zueinander  im  allgemeinen  nicht  durch  eine  Haupt- 
trägheitsachse der  Erde.  Daher  erfährt  die  Erde  von  diesen 
Himmelskörpern  aus  neben  einer  im  Schwerpunkte  an- 
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greifenden  Kraft  auch  noch  ein  Eräftepaar,  das  zu 
einer  Änderung  der  Drehbewegung  der  Erde  führen 
muß.  Wenn  dieses  Eräftepaar  yerhältnismäßig  auch  nur  klein 
ist,  so  bringt  es  doch  im  Laufe  langer  Zeiten  einen  sehr  er- 
heblichen Erfolg  hervor,  nämlich  die  Präzession  der  Um- 
drehungsachse  der  Erde,  die  hierbei  als  ein  Ereisel  aufgefaßt 
werden  kann,  gegen  den  Fixstemhimmel. 

Besonders  ist  noch  darauf  hinzuweisen,  daß  so- 
wohl tl  als  St  unter  sonst  gleichen  umständen  mit  der 
dritten  Potenz  der  Entfernung  r  umgekehrt  pro- 
portional sind.  Daher  kommt  es,  daß  bei  den  durch  die 
tl  oder  St  yeranlaßten  Erscheinimgen  der  Mond  eine  ebenso 
große  oder  selbst  noch  wichtigere  Rolle  spielt  als  die  Sonne, 
obschon  die  Anziehung,  die  die  Erde  im  ganzen  von  der 
Sonne  erfährt,  weitaus  größer  ist,  als  die  vom  Monde  ausgehende. 

Diese  Bemerkung  gilt  namentlich  von  den  Fluterschei- 
nimgen  unserer  Meere,  die  durch  die  vom  Monde  imd  der 
Sonne  her  ausgeübten  Eräfte  tl  hervorgebracht  werden.  Werden 
nämlich  an  allen  Punkten  eines  deformierbaren  freien  Eörpers 
äußere  Eräfte  angebracht,  die  nur  den  Massen  proportional 
und  gleich  gerichtet  sind,  so  können  sie  nicht  zu  einer  Form- 
änderung oder  zu  Relativbewegungen  an  diesem  Eörper  führen. 
Anders  ist  es  aber,  wenn  die  äußeren  Eräfiie  an  verschiedenen 
gleichen  Massenteilchen  von  etwas  verschiedener  Größe  und 
Richtung  sind.  Die  Unterschiede,  also  die  vorher  mit  Ä  be- 
zeichneten Eräfte  bringen  dann  die  Relativbewegungen  hervor, 
die  wir  bei  den  Flutbewegungen  unserer  Meere  beobachten 
können. 


FOppl,  höhere  Dynamik.  28 


Fünfter  Abschnitt. 
Hydrodynamik. 

§  56.    Anknüpfang  an  die  früheren  Lehren. 

In  der  letzten  Auflage  des  vierten  Bandes  meiner  Vor- 
lesungen wurde  der  die  Hydrodynamik  behandelnde  Abschnitt 
durch  starke  Kürzungen  gegenüber  der  yorhergehenden  Auf- 
lage auf  einen  ganz  engen  Baum  zusammengedrängt.  Diese 
Kürzungen  gingen  weiter,  als  es  zulässig  gewesen  wäre,  wenn 
nicht  an  dieser  Stelle  alles  nachgeholt  werden  könnte,  was  da- 
mals weggelassen  wurde.  In  der  dadurch  gebotenen  Ergänzung 
besteht  hauptsächlich  die  Aufgabe  der  nachfolgenden  Betrach- 
tungen. Sie  knüpfen  an  die  Lehren  des  vierten  Bandes  un- 
mittelbar an  imd  beziehen  sich  auf  eine  Reihe  der  wichtigsten 
Folgerangen,  die  man  aus  den  dort  aufgestellten  hydrodynamischen 
Gleichungen  zu  ziehen  vermag. 

Zum  Verständnis  des  weiterhin  Folgenden  ist  es  daher 
durchaus  nötig,  mit  den  schon  im  vierten  Bande  vorgetragenen 
allgemeinen  Betrachtungen  bereits  genügend  vertraut  zu  sein. 
Es  wird  sich  darum  empfehlen,  daran  in  möghchst  gedrängter 
Zusammenfassung  zuvor  nochmals  zu  erinnern. 

um  die  Aufgabe  so  weit  zu  vereinfachen,  daß  eine  Lösung 
überhaupt  erst  möglich  wird,  sieht  man  sich  zu  bestimmten 
Annahmen  oder  Vernachlässigungen  genötigt.  Bei  den  meisten 
Anwendungen  der  Hydrodynamik  wird  es  als  ausreichend  an- 
gesehen, sowohl  den  Einfluß  der  Flüssigkeitsreibung  als  die 
durch  die  „Mischbewegung^^  hervorgerufenen  Störungen  der 
ohne  sie  zu  erwartenden  regelmäßigen  Strömungsvor^nge  zu 
vernachlässigen.     Ebenso    wird,   wenn    es   sich  um  tropfbare 
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Flüssigkeiten  handelt,  von  der  elastischen  Zusammendrückbar- 
keit  abgesehen.  Diese  Annahmen  legen  wir  bis  auf  weiteres 
hier  ebenfalls  zugrunde. 

Für  die  analytische  Darstellung  des  Strömungszustandes 
bedient  man  sich  gewöhnlich  am  besten  des  nach  Euler  be- 
nannten Verfahrens,  die  Geschwindigkeit  in  einem  festen  Punkte 
des  durchströmten  Raumes  als  eine  Funktion  der  Koordinaten 
dieses  Punktes  und  der  Zeit  anzusehen.  Die  Aufgabe  kommt 
dann  darauf  hinaus,  diese  Funktion  oder  ihre  Komponenten- 
funktionen durch  eine  den  Orenzbedingungen  Rechnung  tragende 
Integration  der  Eulerschen  hydrodynamischen  Gleichungen  zu 
ermitteln. 

Bezeichnen  wir  die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system bezogenen  Geschwindigkeitskomponenten  mit  v^v^v^,  so 
lautet  die  Kontinuitätsgleichung 

&  +  |f  +  ^  =  0  (367) 

und  die  drei  anderen  Eulerschen  Gleichungen  haben  wir  eben- 
falls in  der  ihnen  schon  im  vierten  Bande  gegebenen  Form 


^\dt  ^^^dx  +^«ay  ^^^dz)     ^     dx 
^\dt  ^^^dx  ^^^dy  ^^»aW     ^     dy 


(368) 


zu  übernehmen.  Darin  bedeutet  fi  die  auf  die  Raumeinheit 
bezogene  Masse  der  Flüssigkeit,  die  als  eine  Konstante  zu  be- 
trachten ist,  p  den  Flüssigkeitsdruck,  der  zwar  mit  xy0t  ver- 
änderlich, für  alle  Schnittrichtungen  aber  bei  der  reibimgsfreien 
Flüssigkeit  gleich  groß  ist,  während  mit  XF^die  Komponenten 
der  auf  die  Raumeinheit  bezogenen  äußeren  Massenkraft  be- 
zeichnet sind. 

Femer  ist  an  die  wichtige  Einteilung  der  Flüssigkeits- 
bewegungen in  wirbelfreie  und  in  Wirbelbewegungen  und  an 
den  damit  zusammenhängenden  Satz  von  Lagrange  zu  erinnern. 

28* 
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Bei  der  wirbelfreien  Bewegung,  die  Tiel  einfacher  zu  behandeln 
ist,  lassen  sich  die  Geschwindigkeitskoinponenten  in  einem 
Geschwindigkeitspotentiale  0  durch  die  Gleichungen 

«i-äF'    "^^dV'    "»^äT  (3^9) 

ausdrücken  und  der  Satz  von  Lagrange  lehrt,  daß  die  Bewegung, 
wenn  sie  anfänglich  wirbelfrei  war,  auch  weiterhin  wirbelfrei 
bleibt,  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  auf  die  Flüssigkeit 
wirkende  äußere  Kraft  von  einem  Potentiale  abgeleitet  werden 
kann.  Diese  Voraussetzung  trifft  bei  den  meisten  Fällen  der 
Anwendung  ohne  weiteres  zu.  Dagegen  darf  man  nicht  ver- 
gessen, daß  der  Satz  von  Lagrange  außerdem  auch  noch  von 
den  Voraussetzungen  abhängig  ist,  daß  die  Flüssigkeitsreibung 
vernachlässigt  werden  kann  und  daß  der  Einfluß  der  Misch- 
bewegung ebenfalls  als  unerheblich  außer  Ansatz  gelassen 
werden  kann.  Bei  wirklichen  Flüssigkeitsbewegungen  darf 
daher  der  Satz  von  Lagrange  immer  nur  als  näherungsweise 
gültig  angesehen  werden. 

Bei  einer  Wirbelbewegung  kann  der  Wirbel  an  einer  be- 
stimmten Stelle  durch  einen  Vektor  tu  nach  Größe  und  Rich- 
tung beschrieben  werden,  der  mit  der  Geschwindigkeitsverteilung 
durch  die  Gleichung 

"-'(lt-'^)  +  ifÄ-|ä)  +  '(fö-||)    ("») 

zusammenhängt.  An  Stelle  von  tu  selbst  kann  man  auch  irgend 
ein  Vielfaches  und  insbesondere,  wie  es  häufig  geschieht,  die 
Hälfte  davon  als  Maß  des  Wirbels  ansehen.  Zur  Abkürzung 
wird  die  vorhergehende  Gleichung  auch 

tu  =  curl  H  (371) 

geschrieben. 

Endlich  ist  noch  an  eine  wichtige  Folgerung  zu  erinnern, 

die  sich  aus  der  Integration  der  drei  Eulerschen  Gleichungen  (368) 

für  die  stationäre  wirbelfreie  Strömung  ergibt.    Sie  wird  durch 

die  in  §  52  des  vierten  Bandes  abgeleitete  Gleichung 

^fit^^  +  r  +  p^C  (372) 
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ausgesprochen,  in  der  V  das  Potential  der  äußeren  Massenkraft 
und  G  eine  für  den  ganzen  durchströmten  Raum  konstante, 
zugleich  auch  von  der  Zeit  unabhängige  Größe  bedeutet.  Diese 
Gleichung  wird  hauptsächlich  dazu  verwendet,  um  die  Druck- 
Verteilung  festzustellen,  die  bei  einer  bestimmten  Strömung,  die 
an  sich  möglich  ist,  d.  h.  die  der  Kontinuitätsgleichung  genügt, 
auftreten  muß,  um  diese  Strömung  auch  wirklich  herbeizuführen. 

§  57.    Die  ebene  wirbelfreie  Strömung  im  Beharrungs- 

zostande. 

um  die  Aufgabe  der  Integration  der  Eulerschen  Gleichungen 
für  bestimmte  Grenzbedingungen  so  weit  zu  vereinfachen,  daß 
sich  eine  Lösung  dafür  finden  läßt,  muß  man  auf  die  Betrachtimg 
der  allgemeineren  FäUe  verzichten  und  sich  auf  die  Untersuchung 
einfacherer  Bewegungsarten  beschränken,  für  die  eine  Lösung 
wirklich  gefunden  werden  kann.  Dazu  gehört  vor  allem  die 
ebene  Bewegung,  mit  der  wir  uns  hier  beschäftigen  wollen. 

Die  Bewegung  erfolge  überall  parallel  zu  einer  bestimmten 
Ebene,  die  wir  zur  XF- Ebene  eines  im  Räume  festliegenden 
rechtwinkligen  Koordinatensystems  benutzen  woUen.  Die  Ge- 
schwindigkeitskomponente v^  ist  daher  gleich  NuU  zu  setzen. 
Zimi  BegriflFe  der  ebenen  Bewegung  gehört  aber  femer  noch, 
daß  die  Bewegung  in  allen  parallel  zur  XF- Ebene  durch  die 
Flüssigkeit  gelegten  Schnitten  dieselbe  ist,  so  daß  die  Bewegung 
bereits  vollständig  bekannt  ist,  wenn  sie  in  einem  dieser  Schnitte 
angegeben  wird.     Wir  haben  also 

«.  =  0,        ^-0,        |J  =  0  (373) 

ZU  setzen.  Es  muß  jedoch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  bei 
der  wirbelfreien  Bewegung,  von  der  hier  in  erster  Linie  die 
Rede  sein  soll,  die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  notwendige 
Folgen  der  ersten  davon  sind.  Nach  Gl.  (370)  erfordert  näm- 
lich die  Bedingung  m  »  0,  daß 


de        dx  dz        dy 
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isty  woraus  die  Behauptnng  folgt.  Indessen  brancht  bei  der 
ebenen  Bewegung  an  und  für  sich;  d.  h.  bei  einer  Bewegung, 
die  nur  die  Gleichungen  (373)  erfQllt,  m  nicht  gleich  Null  zu 
sein.  Es  genügt  yielmehr,  wenn  die  i- Komponente  und  die 
jj-Eomponente  von  m  verschwinden,  während  eine  senkrecht 
zur  Bewegungsebene  stehende  Wirbelkomponente 

bei  der  ebenen  Bewegung  immer  noch  möglich  isi  An  dieser 
Stelle  woUen  wir  uns  aber  auf  die  Betrachtung  der  wirbel- 
freien Bewegung  beschränken,  also  auch  w^=^0  voraussetzen. 
Wir  sind  dann  in  den  Stand  gesetzt,  die  Bewegung  auf 
ein  Geschwindigkeitspotential  0  zurückzuführen,  das  nur  noch 
Yon  den  unabhängig  veränderlichen  Größen  x  und  y  abhängt 
Die  Eontinuitätsbedingung,  Gl.  (367),«  geht  damit  über  in 

|;»  +  ^-0  (376) 

und  jede  Funktion  $,  die  dieser  Gleichung  genügt,  beschreibt 
eine  mögliche  Plüssigkeitsbewegung,  die  bei  geeigneter  Wahl 
der  Anfangsbedingungen  auch  verwirklicht  werden  kann. 

Von  derselben  Gleichung  wie  hier,  die  mit  Gl.  (318)  des 
dritten  Bandes  übereinstimmt,  hängt  auch  die  Lösimg  des 
Torsionsproblems  für  einen  prismatischen  Stab  von  beliebigem 
Querschnitt  ab.  In  §  74  des  dritten  Bandes  wurde  auf  diesen 
Zusammenhang  nicht  nur  hingewiesen,  sondern  er  wurde  auch 
schon  zur  näherungsweisen  Lösung  des  Torsionsproblems  be- 
nutzt. Damals  wurde  schon  gezeigt,  daß  sowohl  der  reelle  als 
der  imaginäre  Bestandteil  jeder  beliebigen  Funktion  einer  kom- 
plexen Yariabeln  x  +  yi  oder  x  —  yi  eine  Lösung  der  Gleichung 
bildet. 

Hieraus  geht  hervor,  daß  die  Theorie  der  ebenen  und 
wirbelfreien  Flüssigkeitsströmungen  sehr  eng  mit  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Funktionen  komplexer  Variabein  und 
auch  mit  der  sich  an  diese  anschließenden  Theorie  der  kon- 
formen oder  winkeltreuen  Abbildung  zusammenhängt.     Da  die 
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sich  hierauf  beziehenden  mathematischen  Lehren  eine  weit- 
gehende Ausbildung  erfahren  haben,  vermag  man  Aufgaben 
über  ebene  Flüssigkeitsbewegungen  yerhältnismäßig  leicht  zu 
behandeln  und  in  manchen  bemerkenswerten  Fällen  auch  yoU- 
ständig  zu  lösen. 

um  den  zuvor  schon  erwähnten  Satz  nochmals  von  neuem 

abzuleiten^  setze  ich 

g^x  +  yi, 

wobei  aber  der  Buchstabe  a  mit  einer  zur  Bewegungsebene 
senkrecht  gezogenen  Z-Achse  nichts  zu  tun  hat^  sondern  nur 
zur  abgekürzten  Bezeichnung  der  komplexen  Yariabeln  dient. 
Unter  w  sei  irgendeine  analytische  Funktion  von  0  verstanden, 
also  unter  Verwendung  eines  Funktionszeichens  F 

w  =«  F(is)  -=  F{x  +  yi). 

Jedenfalls  läßt  sich  die  Funktion  w  in  einen  reellen  und  einen 
rein  imaginären  Bestandteil  zerlegen,  so  daß  man  auch 

w^  0  +  iW 

schreiben  kann.  Dabei  sind  O  und  ^  reelle  Funktionen  von 
X  und  y. 

Wir  bilden  den  partiellen  DiflFerentialquotienten  von  w 
nach  X,  den  wir  imter  Verwendung  der  vorhergehenden  Be- 
zeichnungen auf  zwei  verschiedene  Arten   ausdrücken  können, 

nämlich  entweder 

dw       dw     dz        dw 

oder 


dx 

dz 

dx 

dz 

dw 

dx 

d^ 

dx 

+  i 

d'P 

dx 

Ebenso  erhält  man  für  den  Differentialquotienten  von  w 
nach  y  die  beiden  Ausdrücke 

dw       dw     dz        .  dw 
Jy^Tz'dy  '^^'dz^ 

dy  '^  dy  '^     dy  ' 


360  Fünfter  Abschnitt.    Hydrodynamik. 

Aus  dem  ersten  Gleichungspaare  findet  man 

dar  '^  arc  "*■  *  ~dx 
und  aus  dem  zweiten 

dw     ay     .a* 

dz  ™  ay  ay  ' 

Beide  Ausdrücke  müssen  miteinander  übereinstimmen  und 
das  ist  nur  möglich^  wenn  zwischen  0  und  W  die  Gleichungen 
bestehen  a^  _  a?r       ^      ^^ 

dx'^dy'      dy^      dx'  ^^^^^ 

Insbesondere  folgt  daraus  noch,  daß  man  für  '£  auch  die 
folgenden  beiden  Ausdrücke  setzen  kann 


dw     a$     .a^i 


dz        dx  dy 

dw       dV  ,    .dW 
dz        dy  dx 


>. 


(377) 


Eliminiert  man  femer  W  aus  den  Gleichungen  (376),  in- 
dem man  die  erste  nach  x  und  die  zweite  nach  y  differentiiert 
und  hierauf  beide  zueinander  addiert,  so  erhalt  man  die  erste 
der  beiden  folgenden  Gleichungen 


dx^  ^  dy^       ^ 

dx^  ■*■  ay«  *  " 


>• 


(378) 


Die  zweite  erhält  man  nämlich  in  der  gleichen  Weise 
durch  Elimination  von  $  aus  den  Gleichungen  (376).  Damit 
ist  zunächst  der  verlangte  Nachweis  erbracht,  daß  sowohl  der 
reelle  als  der  imaginäre  Anteil  einer  beliebigen  Funktion  w 
von  X  +  yi  der  Differentialgleichung  (375)  für  das  Geschwindig- 
keitspotential genügt.  Es  ^ßt  sich  aber  jetzt  auch  noch  weiter 
zeigen,  daß,  wenn  eine  dieser  Funktionen,  etwa  $,  als  Ge- 
schwindigkeitspotential angesehen  wird,  der  anderen,  also  W, 
ebenfalls  eine  wichtige  Bedeutung  für  die  Beschreibung  der 
zugehörigen  Flüssigkeitsströmung  zukommt. 
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Um  dies  nachzuweisen,  berechnen  wir  zunächst,  um  wie- 
viel sich  W  ändert,  wenn  man  in  der  Richtung  der  Strömungs- 
geschwindigkeit um  ein  Längenelement  fortschreitet.  Bezeichnen 
wir  mit  i  und  \  zwei  Einheitsvektoren,  die  in  den  Richtungen 
der  X-  und  der  F-Achse  gezogen  sind,  so  kann  nach  der  Be- 
deutung von  $  die  Geschwindigkeit  H 

gesetzt  werden.  Im  Zeitelemente  dt  wird  ein  Weg  l^dt  durch- 
laufen und  die  Komponenten  dieses  Wegelements  sind 

,        a*  ,.       ,        d^  .. 
dx  =  3—  dt,     dy  =  ^—  dt, 
dx      '  dy 

Die  Änderung  von  ^,  die  diesem  Fortschreiten  entspricht,  ist 

wenn  unter  dx  und  dy  die  soeben  festgestellten  Verschiehungs- 
komponenten  verstanden  werden.  Setzt  man  deren  Werte  ein, 
so  erhält  man 

und  wenn  man  auf  die  durch  die  Gleichungen  (376)  an- 
gegebenen Beziehungen  zwischen  den  DifiEerentialquotienten 
von  Q  und  W  achtet,  so  geht  dies  über  in 

Hiermit  ist  bewiesen,  daß  W  konstant  bleibt,  wenn  man 
in  der  Richtung  einer  Stromlinie  weiter  geht.    Die  Gleichungen 

W  =*  const 

geben  daher  die  Gleichungen  aller  Stromlinien  an,  wobei  sich 
die  verschiedenen  Stromlinien  voneinander  nur  durch  verschiedene 
Werte  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  stehenden  Kon- 
stanten unterscheiden. 

Wir  berechnen  ferner,  wie  groß  die  Flüssigkeitsmenge  ist, 
die  durch  ein  beliebig  gerichtetes  Längenelement  ds  in  der 
Zeiteinheit  hindurchströmt.     Zu  diesem  Zwecke  zerlegen  wir 
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ds  in  zwei  Komponenten  dx  und  dy.  In  das  durch  ds,  dx 
und  dy  gebildete  Dreieck  muß  nach  der  Eontinuitätsbedingung 
ebensoviel  einströmen  als  davon  ausströmt.  Wenn  dx,  dy  und 
die  beiden  Geschwindigkeitskomponenten  v^  und  t;,  samtlich 
als  positiv  vorausgesetzt  werden^  strömt  durch  die  Dreieck- 
seite dx  eine  Menge  v^dx  ein  und  durch  dy  eine  Menge  v^dy  ^ 
aus.   Daraus  folgt,  daß  die  durch  ds  einströmende  Menge  gleich 

v^dy  —  v^dx 

sein  muß.  Die  Betrachtung  bleibt  auch  gültig,  wenn  nachher 
einige  der  vorkommenden  Faktoren  negativ  werden^  wenn  man 
nur  beachtet,  daß  einem  negativen  Vorzeichen  des  vorher- 
gehenden Ausdrucks  eine  durch  ds  ausströmende  Menge  ent- 
spricht. Drückt  man  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  O 
aus,  so  geht  der  Ausdruck  über  in 

^-dy  —  -^-dx 
dx    ^       dy 

oder,  wenn  man  auf  die  Gleichungen  (376)  achtet,  in 

^-dy  +  cT-dx, 

dy    ^   ^   dx 

Das  ist  aber  das  totale  Differential  dW,  um  das  sich  W 
beim  Fortschreiten  um  ds  in  der  jetzt  beliebig  angenommenen 
Richtung  ändert.  Dieses  Differential  ist  demnach  gleich  der 
Flüssigkeitsmenge,  die  zwischen  zwei  Stromlinien  hindurch- 
strömt; die  man  durch  die  beiden  Endpunkte  von  ds  legen 
kann.  Auch  wenn  man  zwei  in  endlichem  Abstände  von- 
einander verlaufende  Stromlinien  mit  den  Gleichungen 

W=C^    und     W^G^ 

miteinander  vergleicht^  gibt  daher  der  Unterschied  der  beiden 
Eonstanten  G^  und  (7,  die  zwischen  beiden  Stromlinien  in  der 
Zeiteinheit  dahinfließende  Menge  an.  Wegen  dieser  wichtigen 
Eigenschaft  hat  man  der  Funktion  9^  einen  besonderen  Namen 
gegeben.     Man  nennt  sie  die  Stromfunktion. 

Man  kann  diese  Untersuchung  noch  durch  die  folgende 
mehr    anschauliche   Betrachtung   ergänzen.      Man   denke   sich 
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nämlich  in  der  Bewegungsebene  eine  beliebige  geschlossene 
Kurve  gezogen^  die  ganz  innerhalb  der  Flüssigkeit  verläuft. 
Nach  der  Eontinuitätsbedingung  muß  in  den  dadurch  um- 
grenzten Raum  ebensoviel  Flüssigkeit  einströmen ,  als  an  an- 
deren Stellen  ausströmt.  Wählt  man  daher  einen  Anfangs- 
punkt 0  und  einen  zweiten  Punkt  Aj  so  muß  für  jede  Linie^ 
die  man  zwischen  0  und  Ä  ziehen  mag^  die  Flüssigkeitsmebge^ 
die  von  der  einen  Seite  zur  anderen  hinüberströmt,  gleich  groß 
sein.  Wenn  der  Punkt  0  ein  für  allemal  gewählt  ist,  kommt 
daher  jedem  anderen  Punkte  Ä  eine  ganz  bestimmte,  nur  von 
der  Lage  des  Punktes  Ä  abhängige  Flüssigkeitsmenge  zu,  die 
zwischen  ihm  und  0  hindurchströmt^  ohne  Rücksicht  auf  die 
besondere  Wahl  der  Verbindungslinie  beider  Punkte,  auf  der 
der  Durchgang  festgestellt  wird.  Diese  Flüssigkeitsmenge  ist 
gleich  dem  Unterschiede  der  Stromfunktion  W  für  beide  Punkte. 
Da  es  bei  dieser  Betrachtung  nur  auf  die  Unterschiede  der 
Stromfunktion  ankommt,  ändert  sich  auch  nichts,  wenn  man 
nachträglich  der  Stromfonktion  eine  beliebige  Konstante  zu- 
fügt, gerade  so  wie  auch  das  Geschwindigkeitspotential  O  nur 
bis  auf  eine  willkürlich  zu  wählende  Konstante  bestimmt  ist. 
Man  kann  daher  die  Konstante  auch  so  bestimmen,  daß  W  für 
den  Axifangspunkt  0  zu  Null  wird.  Dann  ist  die  zwischen  Ä 
und  0  hindurchströmende  Menge  gleich  dem  Werte  der  Strom- 
funktion im  Punkte  Ä. 

Außer  0  und  W  spielt  noch  eine  dritte  Größe  eine  wichtige 
Rolle  bei  der  Theorie  der  ebenen  Flüssigkeitsströmungen.  Die 
komplexe  Größe  ^  ^  x  +  iy 

läßt  sich  nämlich  geometrisch  durch  einen  Vektor  abbilden, 
der  vom  Koordinatenursprung  nach  dem  Punkte  mit  den  Ko- 
ordinaten X  und  y  gezogen  ist.  Indessen  ist  zwischen  dem 
Vektor  und  der  dadurch  abgebildeten  komplexen  Größe  doch 
noch  wohl  zu  unterscheiden,  da  beide  keineswegs  in  allen 
Beziehungen  denselben  formalen  Gesetzen  unterworfen  sind. 
Um  diesen  Unterschied  hervorzuheben,  schreibe  ich  für  den 
Viktor  .      i^  \   i^s 
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und  mache  darauf  aufmerksam,  daß  in  der  ersten  Gleichung  i 
die  imaginäre  Einheit  bildet,  deren  Quadrat  gleich  —  1  ist, 
während  in  der  zweiten  Gleichung  i  und  |  mit  der  imaginären 
Einheit  nichts  zu  tun  haben,  sondern  bloße  ßichtungsfaktoren 
sind,  die  eine  Anweisung  zur  geometrischen  Auffassung  der 
zugehörigen  Glieder  geben  und  deren  Quadrate  im  Gegensatze 
zu  i  gleich  -f  1  zu  setzen  sind.  Immerhin  ist  aber  der  Zu- 
sammenhang zwischen  0  und  )  so  eng,  daß  er  mit  Vorteil  für 
die  Untersuchung  der  ebenen  Vektorfelder  verwendet  werden  kann. 
Nach  dieser  Vorbemerkung  vergleiche  man  die  erste  der 
Gleichungen  (377),  nämlich 

dw  d^        -d^ 

dz        dx  dy 

mit  dem  Ausdrucke  für  die  Geschwindigkeit  tl,  nämlich 

Man  sieht,  daß,  wenn  man  -^  in  der  vorher  angegebenen 

Weise  durch  einen  Vektor  abbildet,  zwischen  ihm  und  H  eine 
bemerkenswerte  Beziehung  besteht.  Beide  stimmen  zwar  wegen 
des  negativen  Vorzeichens  im  zweiten  Gliede  der  rechten  Seite 
in  der  ersten  Gleichung  nicht  völlig  miteinander  überein.  Die 
beiden  Vektoren  sind  aber  von  gleicher  Größe  und  sie  liegen 
symmetrisch  zueinander  in  bezug  auf  die  X-Achse.  Unmittel- 
bar  verwendbar    zur   Darstellung    der   Geschwindigkeit   H    ist 

dieses  Unterschiedes  wegen  der  Dififerentialquotient  -j-  freilich 

nicht.  Aber  man  kann  diesem  Ubelstande  leicht  so  weit  ab- 
helfen, daß  der  Zusammenbang  nutzbar  gemacht  werden  kann. 
Wenn  nämlich  w  als  irgend  eine  Funktion  von  z  an- 
genommen wurde,  so  kann  auch  umgekeht  z  als  eine  Funktion 
von  w  betrachtet  und  es  kann  der  Differentialquotient  von  z 
nach  w  gebildet  werden.  Dieser  ist  einfach  das  Reziproke  des 
vorigen  Differentialquotienten  und  man  hat  daher 

dz  ^  1  dx'^^  dy  f^iq^ 

dw     d^_.d£^  /d^y./d^Y'  ^^'^z 

dx      *ay       [dxJ'^KdyJ 


§  68.    FlÜBsigkeitsströmung  um  einen  Zylinder.  365 

Der  Nenner  dieses  Ausdruckes  ist  reell  und  gleich  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  H.  Der  Zähler  dagegen  ist  eine 
komplexe  Zahl,  die,  als  Vektor  gedeutet,  die  Geschwindigkeit  H 

selbst  darstellt.    Jedenfalls  ist  daher  auch  j—  selbst,  als  Vektor 

dw  ' 

gedeutet,  mit  H  gleich  gerichtet,  dessen  Größe  freilich  um- 
gekehrt proportional  mit  H  ist.  Dieser  Unterschied  ist  un- 
vermeidlich, aber  für  die  DarsteUuug  der  Strömungsgeschwindig- 
keit durch  den  Differentialquotienten  nicht  sehr  störend.  Wichtiger 
ist,  daß  jedenfalls  die  Richtungen  übereinstimmen  und  daß  auch 
die  Größe  der  Geschwindigkeit  aus  dem  Werte  des  Differential- 
quotienten gefunden  werden  kann,  wenn  dazu  auch  erst  eine 
kleine  Umrechnung  erforderlich  ist. 

Hierauf  beruht  die  Wichtigkeit  des  Differentialquotienten  ^ 

für  die  Theorie  der  ebenen  Flüssigkeitsströmungen.  Man  pflegt 
deshalb  die  Größe  mit  einem  besonderen  Buchstaben,  und  zwar 
häufig  mit  ^  zu  bezeichnen,  also 

d^   .   ,d^ 

zu  setzen.  Diese  komplexe  Größe  %  ist  es,  die  neben  Q  und 
W  und  der  daraus  zusammengesetzten  Funktion  w  eine  wichtige 
RoUe  in  der  Hydrodynamik  spielt. 

Bisher  betrachtete  ich  w  als  eine  Funktion  von  x  -f  yi. 
Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  daß  die  vorausgehenden  Be- 
trachtungen auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn  man  überall 
X  —  yi  an  Stelle  von  x  +  yi  setzt.  Es  wird  nicht  nötig  sein, 
die  Betrachtung  für  diesen  Fall  von  neuem  zu  wiederholen. 

§  58.    Flüssigkeitsströmung  um  einen  Zylinder. 

Als  einfachstes  Beispiel  für  die  Anwendung  der  vorhergehen- 
den Lehren  betrachten  wir  die  ebene  Flüssigkeitsströmung  um 
einen  kreisförmigen  Zylinder,  dessen  Achse  senkrecht  zur  Be- 
wegungsebene steht  und  der  sich  einer  in  größerer  Entfernung 
davon  gradlinig  und  gleichförmig  verlaufenden  Strömung  als 
EUndemis  in   den  Weg  stellt.     Die  Aufgabe,   die   sich   unter 
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diesen  umstanden  aosbfldende  Stromong  genauer  anzugeben, 
kommt  daranf  hinaus,  die  im  vorigen  Paragraphen  besprochene 
Funktion  w  zu  finden.  Ich  gebe  hier  die  Lösung  an  und  be- 
weise, daß  sie  richtig  ist,  ohne  auf  die  Methoden,  die  dazu 
dienen  können,  die  Lösung  zu  finden,  ehe  sie  bekannt  ist,  naher 
einzugehen.  Die  Funktion  w  muß  in  unserem  Falle,  um  den 
Grenzbedingungen  zu  genügen,  angenommen  werden  zu 


w 


«(^  +  7)'  (381) 


wenn  unter  a  und  q  zwei  reelle  Eonstanten  verstanden  werden 
und  jgr,  wie  vorher,  die  komplexe  Variable  x  +  yi  bedeutet. 

unter  dem  „Modul"  von  z  oder  x  +  yi  verstehen  wir  die 
Länge  des  Vektors  ),  durch  den  z  in  der  Zahlenebene  abge- 
bildet wird,  und  schreiben  dafür  den  Buchstaben  r,  so  daß 


r  =  Yx^  +  y* 

ist.     Um  nun  w  in  die  beiden  Anteile  O  und  W  zu  zerlegen, 
setzen  wir 


w 


-4+!"+iÄ)-''(«  +  »*  +  '-^^5^)' 


-a»(l+f5+iaj,(l-f5. 

Hiemach  ist 

0  =  ax(l  +  ^ 

.   }•  (382) 


Um  auch  noch  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  g  bezeich- 
nete Größe  zu  ermitteln,  diflferentiieren  wir  zunächst  Gl.  (381) 
nach  0  und  erhalten 

dto 

dz 


-«(i-fi 


woraus  g  als  reziproker  Wert  gefunden  wird  zu 


f-T-^.-  (383) 
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Für  ;er  =  0  würde  g  =  0  und  die  Geschwindigkeit  daher 
unendlich  groß.  In  der  Nachbarschaft  des  Koordinatenursprungs 
läßt  sich  daher  die  durch  Gl.  (387)  gegebene  Lösung  jedenfalls 
nicht  benutzen.  Aber  wir  lassen  den  Eoordinatenursprung  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  zusammenfallen^  durch  den  der  Zylinder 
in  der  Bewegungäebene  dargestellt  wird^  und  brauchen  uns  dann 
nur  um  die  Strömung  außerhalb  des  Kreises  zu  kümmern.  Durch 
den  Kreis  hindurch  kann  nirgends  eine  Strömung  stattfinden; 
d.  h.  die  Stromgeschwindigkeit  muß  am  Kreisumfange  überall 
tangential  gerichtet  sein  oder  der  Kreis  muß  mit  einer  Strom- 
linie zusammenfallen.  Das  trifiFfc  bei  der  angegebenen  Lösung 
ohne  weiteres  zu^  wenn  man  die  Konstante  q  in  den  vorher- 
gehenden Formeln  gleich  dem  Radius  des  Zylinderquerschnitts- 
kreises setzt.  Denn  für  alle  Punkte  auf  diesem  Kreise  ist  r  =  9 
und  daher  W  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (382)  gleich 
Null^  also  längs  des  Kreises  konstant^  worin  die  Bedingung  für 
eine  Stromlinie  besteht. 

Man  kann  sich  davon  auch  überzeugen^  indem  man  ^  weiter 
ausrechnet.     Zunächst  erhält  man  mit  n  ^  x  +  yi  für  ^ 

p 1^      a?*-— y'4-  2ta?y 

oder  indem  man  den  Nenner  reeU  macht, 

-        1    (oj*  —  2/ *  -f  2 ixy)  {x^  —  y*  —  9*  —  2 ixy) 

1  (rc* — y*)(a?'  —  y*  — 9*) -t-4a?*y'  —  2ixyQ^ 

""T  (aj»  +  yV-29*Ca;«~2/«)  +  p* 

^  1_  (x^  +  yy—Q*{x*  —  y*)  —  2ixyQ\ 
a      (x*+yy+Q*—2Q*{x*—y*) 

Für  alle  Punkte  des  Umfangs  ist  x^+  y^=^  q^  und  dafür 
vereinfacht  sich  die  Gleichung  zu 

Die  Bedingung  dafür ,  daß  zwei  komplexe  Zahlen  durch 
senkrecht   zueinander   stehende   Strecken   in    der  Zahlenebene 
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dargestellt  werden,  besteht  darin;  daß  die  eine  der  Zahlen  mit 
i  multipliziert  eine  mit  der  zweiten  gleich  oder  entgegengesetzt 
gerichtete  Zahl  liefert.  Durch  Multiplikation  mit  iy  geht  aber 
der  Klammerwert  in  der  vorhergehenden  Formel  in  x  +  iy  oder 
in  0  über;  womit  von  neuem  bewiesen  ist;  daß  die  Richtung 
von  g  oder  die  Richtung  der  Flüssigkeitsströmung  am  Umfange 
des  Kreises  vom  Halbmesser  q  überall  senkrecht  zum  Halbmesser 
steht;  also  in  die  tangentiale  Richtung  fällt. 

In  sehr  großer  Entfernung  von  dem  Hindernisse  kann  q 
als  sehr  klein  gegenüber  r  angesehen  und  dagegen  vemach- 
lässigt  werden.     Für  g  erhalten  wir  an  diesen  Stellen 

also  g  reeU;  d.  h.  die  Strömung  erfolgt  parallel  zur  X-Achse 
mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  a. 

Den  kleinsten  Absolutwert  nimmt  g  an  jenen  Stellen  des 
Kreisumfangs  aU;  für  die  n;  =  0  ist;  d.  h.  auf  der  F- Achse.  Die 
Geschwindigkeit  ist  dort  gleich  2a;  also  doppelt  so  groß  als 
die  Geschwindigkeit  der  ungestörten  Strömung.  Das  ist  ein 
Ergebnis;  das  schon  im  dritten  Bande  bei  der  Besprechung  der 
Spannungserhöhung  in  einer  auf  Verdrehen  beanspruchten  Welle 
durch  ein  kleines  kreisförmiges  Loch  vorausgenommen  wurde 
(§  74;  Hydrodynamisches  GleichniS;  S.  401  der  3.  Aufl.).  Für 
die  auf  der  X-Achse  liegenden  Punkte  des  Kreisumfangs  wird 
mit  y  =  0  g  =  oo ,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  dort  gleich 
Null.  Indem  man  g  für  verschiedene  Stellen  berechnet  oder 
noch  einfacher  auf  Grund  der  Gleichung  9^=  const  kann  man 
leicht  eine  Anzahl  von  Stromlinien  auftragen;  wodurch  man  zu 
Abb.  19  gelangt;  die  ein  anschauliches  Bild  des  ganzen  Strö- 
mungsvorgangs liefert. 

Die  Druckverteilung  in  der  strömenden  Wassermasse  folgt 
nachträglich  aus  Gl.  (372);  nämlich 

In  der  horizontalen  Bewegungsebene  ist  hier  überdies  das 
Potential  Fder  äußeren  KräftC;  als  die  hier  nur  die  Schwer- 
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kraft  in  Betracht  kommt;  konstant,  so  daß  sich  dieses  Glied  aus 
der  Gleichung  heraushebt.  Der  Druck  p  ist  demnach  an  allen 
Stellen,  die  sich  in  größeren  Abständen  von  dem  Hindemisse 
befinden,  konstant,  etwa  gleich  p^.  Daß  ein  Druckgefäll  in 
der  Strömungsrichtung  dort  nicht  besteht,  hängt  damit  zu- 
sammen,  daß   wir   die   Flüssigkeitsbewegung   als   reibungsfrei 


Abb.  19. 

vorausgesetzt  haben.  In*  der  Nähe  des  Hindernisses  kann  der 
Druck  i>  =  l>o  +  1  f*  («*  -  »*)  (385) 

gesetzt  werden.  Der  Druck  wird  daher  mit  H  =  0  am  größten 
an  den  beiden  auf  der  X-Achse  liegenden  Punkten  des  Kreis- 
umfangs  und  den  kleinsten  Wert 
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nimmt  er  an  den  auf  der  Y-Achse  liegenden  Punkten  des  Kreis- 
umfangs  an. 

Für  zwei  Punkte  des  Kreisumfangs,  die  symmetrisch  zur 
I^  Achse  oder  zur  X-Achse  liegen,  wird  der  Absolutbetrag  von 
g,  wie  aus  GL  (384)  hervorgeht,  gleich  groß.     Daher  ist  an 

FOppl,  hOliere  Dynamik.  24 
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solchen  Stellen  auch  der  Absolutbetrag  der  Geschwindigkeit 
und  demnach  auch  der  Druck  gleich  groß.  Daraus  folgt;  daß 
sich  alle  von  der  strömenden  Flüssigkeit  auf  den  Zylinder  über- 
tragenen Druckkräfte  im  Gleichgewichte,  miteinander  halten, 
d.  h.  daß  bei  dem  hier  betrachteten  Strömungsvorgange  keine 
Kraft  erforderHch  wäre,  um  den  Zylinder  in  der  strömenden 
Flüssigkeit  festzuhalten. 

Dieses  Ergebnis  steht  in  Übereinstimmung  mit  der  gleichen 
Schlußfolgerung,  zu  der  wir  schon  im  vierten  Bande  bei  der 
Untersuchung  der  Strömung  um  eine  Eugel  gekommen  waren 
(3.  Aufl.  des  4.  Bandes,  §  53),  und  die  Bemerkungen,  die  damals 
dazu  gemacht  wurden,  treffen  auch  hier  zu.  Hiernach  rührt 
der  resultierende  Druck,  den  das  Hindernis  tatsächlich  von  der 
strömenden  Flüssigkeit  erfährt,  von  der  Reibung  und  nament- 
lich von  den  Mischbewegungen  her,  durch  die  der  Strömungs- 
vorgang gegenüber  dem  hier  vorausgesetzten  abgeändert  wird. 
'  Bei  geeigneten  Yersuchsbedingungen,  die  eine  Ausbildung 
der  Mischbewegungen  und  ihrer  Folgen  erschweren,  kann  man 
aber  in  der  Tat  eine  Strömung  feststellen,  die  mit  der  hier 
theoretisch  gefundenen  sehr  gut  übereinstimmt.  Solche  Ver- 
suche hat  Professor  Hele-Shaw  in  Liverpool  angestellt.  Eine 
Beschreibung  davon  findet  der  deutsche  Leser  am  bequemsten 
in  der  Zeitschr.  d.  Vereins  D.  Ing.  1898,  S.  1387.  Zwei  paral- 
lele rechteckige  Glajsplatten  schlössen  ^ne  dünne  Wasserschicht 
zwischen  sich  ein  und  das  Hindernis,  um  das  die  Strömung 
herumfließen  mußte,  war  zwischen  die  Glasplatten  gebracht. 
Auf  der  einen  Rechteckseite  erfolgte  der  Wasserzufluß,  auf 
der  gegenüberliegenden  der  Wasserabfluß  und  die  beiden  an- 
deren waren  verschlossen.  Auf  der  Zuflußseite  wurde  durch 
feine  Öfihungen,  die  in  gleichen  Abständen  verteilt  waren, 
eine  Farblösung  in  den  Flüssigkeitsstrom  eingeführt.  Dadurch 
zeichneten  sich  die  zugehörigen  Stromlinien  deutlich  ab.  So- 
lange die  Geschwindigkeit  der  Strömung  nicht  zu  groß  gewählt 
wurde,  glich  das  Bild,  das  man  erhielt,  sehr  nahe  dem  in  Abb.  19 
aus  der  Theorie  abgeleiteten.  Je  dünner  die  Wasserschicht  ist, 
desto  größer  darf  die  Geschwindigkeit  gewählt  werden,  ohne 
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daß  merkliche  Abweichungen  davon  eintreten.  Durch  die  nahe 
beieinander  stehenden  parallelen  Wände  wird  nämlich  die  Aus- 
bildung der  Mischbewegungen  erschwert.  In  der  Tat  gelingt 
der  Versuch  auch  noch  besser,  wenn  man  eine  zähere  Flüssig- 
keit an  Stelle  des  Wassers  verwendet.  Auch  dies  ist  darauf 
zurückzuführen^  daß  in  einer  zähen  Flüssigkeit  Mischbewegungen 
unter  sonst  gleichen  Umständen  weniger  leicht  auftreten. 

Bei  größeren  Geschwindigkeiten  oder  bei  einer  größeren 
Dicke  der  Wasserschicht  treten  dagegen  ganz  andere  Bewegungen 
auf,  die  zu  einem  Durcheinanderwirbeln  der  Flüssigkeit  führen. 
Über '  diesen  zweiten  und  praktisch  weitaus  wichtigeren  Be- 
wegungsvorgang vermag  dagegen  die  heutige  Theorie  noch  nicht 
viel  ^auszusagen. 

Einen  beachtenswerten  Versuch,  Erscheinungen  dieser  Art  theo- 
retisch näher  zu  kommen,  hat  jedoch  Herr  Prof.  L.  Prandtl  gemacht 
durch  den  von  ihm  gewählten  Ansatz  der  Flüssigkeit  mit  kleiner 
Beibung.  Dieser  Ansatz  kommt  darauf  hinaus,  daß  man  in  größeren 
Abständen  von  einem  Hindemisse  die  Reibung  sowohl  als  die  Misch- 
bewegung mit  hinreichender  Annäherung  vernachlässigen,  die  Be- 
wegung also  als  eine  „Potentialbewegung",  wie  sie  hier  besprochen 
wurde,  ansehen  darf,  während  man  in  der  nächsten  Nachbarschaft 
einer  Wand  auf  die  Reibung  und  die  durch  sie  hervorgebrachten  Er- 
scheinungen, zu  denen  auch  die  Mischbewegung  zu  rechnen  ist,  jeden- 
falls achten  muß.  Bei  der  vorhergehenden  Theorie  war  nämlich 
vorausgesetzt,  daß  die  Flüssigkeit  auch  unmittelbar  an  der  Zylinder- 
wand ohne  Reibung  dahinzufließen  vermöge,  während  aus  dem 
üblichen  Ansätze  für  die  zähen  Flüssigkeiten,  der  schon  im  vierten 
Bande  eine  kurze  Besprechung  erfahren  hat,  hervorgeht,  daß  selbst 
bei  einem  noch  so  kleinen  Werte  des  Zähigkeitskoefüzienten  ein  Haften 
der  unmittelbar  an  die  Wand  angrenzenden  Flüssigkeitsteilchen  an 
der  Wand  anzunehmen  ist.  Praodtl  erblickt  daher  in  der  Verletzung 
dieser  auf  jeden  Fall  zu  berücksichtigenden  Grenzbedingung  an  der 
Wand  die  Hauptursache  für  die  in  vielen  Fällen  sehr  schlechte  Über- 
einstimmimg der  älteren  Theorie  der  reibungsfreien  Flüssigkeit  mit 
der  Erfahrung. 

Je  geringer  die  Flüssigkeitsreibung  ist,  desto  kleiner  wird  die 
Dicke  der  Grenzschicht,  in  der  die  Reibung  zu  berücksichtigen  ist 
und  in  der  die  Geschwindigkeit  der  Strömung  von  dem  normalen 
Werte,  wie  er  der  „Potentialbewegung"  entspricht,  bis  auf  den  Wert 
Null  an  der  feststehenden  Wand  abnimmt.   Man  wird  es  daher  als 
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eine  gute  Annäherung  betrachten  dürfen,  wenn  die  Dicke  der  Grenz- 
schicht als  unendlich  klein  angesehen  wird.  Der  Druck  in  der  Grenz- 
schicht ist  dann  überall  durch  den  Druck  der  angrenzenden  in  der 
normalen  Strömung  begriffenen  Flüssigkeit  mit  bestimmt.  Je  größer 
die  Geschwindigkeit  dieser  Strömung  ist,  desto  kleiner  ist  daher  der 
Druck  auch  in  der  Grenzschicht.  Wenn  wir  mm  einer  in  der  Nähe 
der  Grenzschicht  verlaufenden  Stromlinie  folgen  und  von  Stellen  höherer 
zu  Stellen  geringerer  Geschwindigkeit  fortschreiten,  so  ist  damit  ein 
Anstieg  des  Druckes  bedingt.  Durch  den  entgegenstehenden  höheren 
Druck  wird  gerade  die  Verzögerung  der  Strömung  herbeigeführt.  Der 
Druckunterschied  und  damit  die  Verzögerung  ist  aber  in  der  Grrenz- 
schicht  ebenso  groß,  wie  in  der  angrenzenden  Stromlinie.  Da  nun 
in  der  Grenzschicht  die  Geschwindigkeiten  von  vornherein  schon 
kleiner  waren,  als  in  der  außen  benachbarten  Stromlinie,  qo  wird  bei 
gleicher  Verzögerung  die  Geschwindigkeit  in  der  Grenzschicht  sehr 
bald  nicht  nur  auf  Null  herabsinken,  sondern  auch  das  Vorzeichen 
wechseln,  so  daß  in  der  Grenzschicht  die  Strömung  in  entgegen- 
gesetzter Eichtung  erfolgt;  als  in  der  benachbarten  Stromlinie.  Damit 
ist  aber  ein  Wirbel  entstanden,  der  zu  einer  Loslösung  der  äußeren 
Strömung  von  der  als  Hindernis  dienenden  Wand  führt.  Nach  dieser 
Theorie  ist  daher  auf  der  der  Stömung  zugewendeten  Seite  des  Hinder- 
nisses eine  Flüssigkeitsbewegung  anzunehmen,  die  mit  der  früher  be- 
trachteten Potentialströmung  im  wesentlichen  übereinstimmt,  während 
auf  der  abgewendeten  Seite  durch  die  Fortführung  der  an  der  Los- 
lösungsstelle bestehenden  Wirbel  eine  weitgehende  Änderung  eintritt. 
Diese  Schlüsse  werden  auch  durch  die  Beobachtung  insofern  unmittel- 
bar bestätigt,  als  sich  die  in  strömendem  Wasser  hinter  feststehenden 
Körpern  ausgebildeten  Wirbel  leicht  wahrnehmen  lassen. 

Zwei  Schüler  von  Prandtl  haben  an  den  Ansatz  ihres  Lehrers 
weitere  Eechnungen  geknüpft.  H.  Blasius  behandelt  in  seiner  Göt- 
tinger Dissertation  „Grenzschichten  in  Flüssigkeiten  mit  kleiner  Eei- 
bung"  den  Fall  der  ebenen  Strömung  um  einen  Zylinder  (der  nicht 
gerade  ein  Ereiszylinder  zu  sein  braucht)  und  E.  Boltze  dehnt  diese 
Untersuchung  in  seiner  Dissertation  „Grenzschichten  an  Rotations- 
körpern in  Flüssigkeiten  mit  kleiner  Reibung"  auf  die  in  der  Über- 
schrift genannten  Fälle  aus.  Die  Rechnungen  werden  sehr  verwickelt. 
—  Eine  befriedigende  Lösung  der  ganzen  Frage  vermag  ich  in  diesen 
an  sich  sehr  verdienstvollen  Arbeiten  einstweilen  freilich  nicht  zu 
erblicken.  Deshalb  sehe  ich  auch  von  einer  ausführlichen  Wiedergabe 
hier  ab. 
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§  59.  Zusammenhang  der  StrOmungsprobleme  mit  Problemen 

aus  der  Lehre  vom  Magnetismus. 

Die  Bedeutung  der  Hydrodynamik  der  reibungsfreien  Flüssig- 
keit liegt  nicht  ausschließlich  in  der  (oft  sehr  mangelhaften) 
Anwendungsfähigkeit  auf  wirkliche  Flüssigkeitsströmungen,  son- 
dern sie  "beruht  auch  auf  der  Möglichkeit,  die  gefundenen 
Lösungen  auf  Aufgaben  aus  anderen  Teilen  der  Physik  zu 
übertragen,  bei  denen  diese  Lösungen  oft  weit  besser  zutreffen, 
als  in  dem  ursprünglichen  Anwendungsgebiete.  Im  vorher- 
gehenden  Paragraphen  wurde  schon  auf  eine  solche  Über- 
tretung, nämlich  auf  eine  Anwendung  in  der  Theorie  der 
Torsion  hingewiesen.  Hier  soU  von  einer  anderen,  praktisch 
ebenfalls  sehr  bedeutsamen  Anwendung  die  Rede  sein. 

Ein  magnetisches  Feld,  das  wir  hier  der  Zeit  nach  als 
konstant  voraussetzen,  kann  durch  eine  gerichtete  Größe  S, 
die  magnetische  Induktion,  an  jeder  Stelle  des  Feldes  ge- 
kennzeichnet werden  Zieht  man  Linien,  die  der  Richtung 
von  S  überall  folgen,  so  heißen  diese  „Induktionslinien^ 
Häufig  werden  sie  auch  kurzweg  als  „Kraftlinien^^  bezeichnet, 
obschon  dies  nicht  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  der  Theorie 
des  Magnetismus  eingeführten  Sprachgebrauche  steht,  wonach 
sich  diese  Bezeichnung  auf  die  dem  Verlaufe  des  Vektors  ^ 
der  magnetischen  Kraft  folgenden  Linien  bezieht. 

Das  magnetische  Feld  kann  nun  unter  dem  Bilde  einer 
strömenden  Flüssigkeit  dargestellt  werden,  so  daß  die  Geschwin- 
digkeit H  überall  in  die  Richtung  von  fß  fällt  und  der  Größe 
nach  proportional  damit  ist.  Man  weiß  femer,  daß  der  Induk- 
tionsfluß, der  in  ein  Raumelement  eintritt,  stets  ebenso  groß 
ist,  als  der  davon  austretende,  daß  also  die  Geschwindigkeit  tl 
der  die  Induktion  abbildenden  Strömung  der  Kontinuitäts- 
bedingung ebenso  genügt,  wie  bei  einer  unzusammendrückbaren 
Flüssigkeit.  Dazu  kommt  noch,  daß  in  „magnetisch  weichen^^ 
Körpern,  wenn  sie  nicht  von  elektrischen  Strömen  durchzogen 
sind,  das  Feld  wirbelfrei  ist.  Das  Problem,  den  Induktionsfluß 
in  einem  solchen  Falle  zu  ermitteln,  fallt  daher  in  den  wesent- 
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liehen  geometrischen  Bedingungen  mit  einem  hydrodynamischen 
Probleme  zusammen. 

Von  den  Anwendungen^  die  durch  diesen  Zusammenhang 
ermöglicht  sind^  bespreche  ich  zuimchst  eine,  die  sich  auf  die 
Strömung  einer  reibungsfreien  Flüssigkeit  um  eine  Eugel  be- 
zieht^ also  auf  einen  Fall;  der  schon  in  §  53  des  4  Bandes^ 
3.  Aufl.  behandelt  wurde.  Man  betrachte  ein  liomogenes 
magnetisches  Feld,  d.  h.  ein  Feld,  bei  dem  S  und  daher  auch 
H  überall  gleich  groß  und  gleichgerichtet  sind.  Dieses  Feld 
bestehe  in  einer  weichen  Eisenmasse  von  größerer  Ausdehnung. 
In  dieser  sei  aber  an  einer  Stelle  ein  kleiner  kugelförmiger 
Hohlraum  angebracht,  und  es  fragt  sich  jetzt,  welche  Störung 
das  Torher  homogene  Feld  dadurch  erfahrt. 

Einige  Induktionslinien  gehen  zwar  immer  noch  durch 
den  mit  Luft  gefüllten  kugelförmigen  Hohlraum.  Wegen  der 
viel  größeren  „Permeabilität"  des  Eisens  gegenüber  der  Luft 
ist  dies  aber  nur  ein  ganz  geringer  Bruchteil  und  der  Induk- 
tionsfluß erfolgt  daher  fast  genau  so,  als  wenn  der  Luftraum 
für  ihn  undurchdringlich  wäre.  Damit  haben  wir  aber  in  allen 
wesentlichen  Punkten  denselben  Fall  wie  bei  der  Strömung 
der  Flüssigkeit  um  eine  Kugel.  Wir  können  daher  das,  was 
wir  früher  dafür  fanden,  ohne  weiteres  benutzen.  Es  zeigt  sich 
also  z.  B.,  daß  8  seinen  größten  Wert  in  dem  durch  die  Kugel 
gestörten  Felde  am  Äquator  der  Kugel  annimmt  und  daß  83 
dort  lYj  mal  so  groß  ist  als  im  ungestörten  Felde. 

Durch  eine  nachträgliche  kleine  Andei-ung  der  früheren 
Lösung  kann  man  übrigens  sofort  auch  dem  Umstände  Rech- 
nung tragen,  daß  ein  kleiner  Teil  des  Induktionsflusses  doch 
noch  durch  den  kugelförmigen  Hohlraum  geht.  Dazu  ist  nur 
nötig,  dem  früheren  Geschwindigkeitspotentiale  (Gl.  243  der 
3.  Aufl.  des  4.  Bandes) 

noch  ein  Glied  be  beizufügen,  womit  es  übergeht  in 
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gültig  für  den  Außenraum.  Unter  h  ist  dabei  eine  noch  näher 
zu  ermittelnde  Konstante  zu  verstehen.  Von  den  Geschwin- 
digkeitskomponenten wird  durch  die  Beifügung  des  neuen 
Gliedes  nur  die  in  der  ^-Richtung,  also  in  der  Strömungs- 
richtung des  ungestörten  Feldes  gehende  um  den  konstanten 
Summanden  h  vermehrt.  Die  Kontinuitatsbedingung  ist  immer 
noch  erfüllt  und  auch  die  Bedingung  an  der  Kugeloberfläche^ 
wenn  wir  die  Stromgeschwindigkeit  im  Luftraum  der  Kugel 
überall  parallel  zur  Z- Achse  und  von  der  Größe  b  annehmen. 
Im  ungestörten  Felde  des  Außenraumes  wird  die  Strom- 
geschwindigkeit jetzt  durch  a  +  b  angegeben. 

Wie  groß  man  h  zu  wählen  hat^  wenn  die  magnetische 
Permeabilität  des  Eisens  gleich  ^  und  die  der  Luft  gleich  Eins 
gesetzt  wird^  geht  ebenfalls  aus  einer  einfachen  Betrachtung, 
die  sich  auf  einen  bekannten  Satz  aus  der  Lehre  vom  Magne- 
tismus stützt,  ohne  weiteres  hervor.  Am  Äquator  der  Kugel 
ist  nämlich  der  Laduktionsfluß  im  Eisenraume  gleichgerichtet 
mit  dem  Induktionsflusse  im  Lufträume,  indem  beide  in  die 
Tangentialebene  der  Kugeloberfläche  fallen,  und  nach  jenem 
Satze  müssen  sich  daher  beide  der  Größe  nach  zueinander  ver- 
halten wie  ft :  1-     Im  Eisenraume  wird   aber   an   dieser  Stelle 

die   Stromgeschwindigkeit  jetzt   gleich  -ö~  "H  ^   ^uid    man   hat 

daher  die  Bedingungsgleichung 

woraus 

h  —      8a      ^  S{a-\-h) 
2(/t  — 1)  ^  2fi  +  l 

folgt.  Da  bei  weichem  Eisen  und  nicht  zu  starker  Sättigung 
die  Yerhältniszahl  ^  mindestens  einige  tausend  ausmacht,  be- 
trägt b  nur  einen  ganz  geringen  Bruchteil  der  Stärke  a  +  b 
des  ungestörten  Feldes  im  Eisenraume. 

Sehr  eng  verwandt  mit  der  vorigen  ist  auch  die  folgende 
Aufgabe.  Eine  Kugel  aus  weichem  Eisen  von  der  Permeabi- 
lität [i  sei  in  einem  von  Luft  erfüllten  homogenen  magnetischen 
Felde,  etwa  im  magnetischen  Felde  der  Erde,  aufgestellt.    Man 
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soll  ermitteln  y  wie  sich  der  Induktionsflnß  in  der  Kugel  zu 
dem  ungestörten  Felde  im  Lufträume  verhält.  Wir  bUden  zu 
diesem  Zwecke  das  Geschwindigkeitspotential  für  den  Aufien- 
raum  /  ^s        \ 

das  bei  passender  Wahl  von  a  und  b  allen  Anforderungen  der 
Aufgabe  entspricht.  Im  ungestörten  Felde,  also  ftir  r  =  oo, 
erlangt  der  wiederum  parallel  zur  Z- Achse  gerichtete  Vektor 
des  Feldes  die  Größe  6  —  a.  In  der  Eisenkugel  geht  er  überall 
parallel  zur  Z- Achse  und  hat  die  Größe  h,  und  am  Äquator 
der  Ei:^el  geht  er  im  Lufträume  ebenfalls  in  dieser  Richtung 

und  hat  die  Größe  b —-     Dieselbe  Überlegung  wie  vorher 

Uefert  die  Bedingung 

'"^     Oders-''*-"' 


"(i-'-f) 


f^  +  2 

Da  (i  eine  sehr  große  Zahl  ist,  kann  man  dafür  genau  genug  auch 

6«3(6-a) 

schreiben,  d.  h.  der  Induktionsfluß  wird  in  der  Eisen- 
kugel dreimal  so  groß  als  im  ungestörten  Felde  des 
Luftraumes.  Das  ist  ein  sehr  bekanntes  und  oft  benutztes 
Ergebnis  der  Theorie  des  Magnetismus. 

Selbstverständlich  kann  auch  die  im  vorigen  Paragraphen 
behandelte  ebene  Flüssigkeitsströmung  um  einen  Zylinder  in 
derselben  Weise  auf  die  Lehre  vom  Magnetismus  übertragen 
werden.      Die    Gleichung    für    das    Geschwindigkeitspotential 

geht  durch  Beifügung  eines  Gliedes  bx  über  in 


0'^ax{^,  +  i)  +  bx 


und  entspricht  alsdann  dem  Induktionsflusse  im  Außenraum 
um  ein  von  Luft  erfülltes  zylindrisches  Loch  im  Eisen,  wenn 
die  Zylinderachse  senkrecht  zu  der  jetzt  in  die  Richtung  der 
X-Achse    fallenden    Induktion    des    ungestörten   Feldes   steht. 
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Auf  der  Y-Achse  wird  die  Oeschwindigkeit  am  Ereisumfange 
gleich  2a  +  b  im  Eisen  und  gleich  h  in  der  Laft^  woraus 

,  ___     2a  2 (g  +  6) 

ft  —  1  ft  +  1 

folgt.    Da  [i  sehr  groß  ist;  beträgt  2a +  h  nahezu  das  Doppelte 
des  ungestörten  Feldes  a  +  h. 

Für  eine  zylindrische  Eisenstange^  die  senkrecht  zu  einem 
homogenen  magnetischen  Felde  im  Luftraum  gestellt  wird,  gilt 
im  Außenraum  das  G^schwindigkeitspotential 


0''^hx^ax(^,  +  l) 


Die  Stärke  des  ungestörten  Feldes  im  Luftraum  wird  durch 
h  —  a  und  die  Feldstärke  im  Eisen  durch  b  angegeben.  Zwischen 
den  Konstanten  a  und  b  erhält  man  auf  demselben  Wege  wie 
vorher  die  Bedingungsgleichung 

b=^[i{b  —  2a), 

woraus 

,        2fi(5-a) 

gefunden  wird.  Wegen  der  Größe  von  fi  kann  dies  genau 
genug  dahin  ausgesprochen  werden,  daß  die  Induktion  in 
der  zylindrischen  Eisenstange  doppelt  so  groß  ist  als 
die  Induktion  im  ungestörten  Felde  d^s  Luftraumes. 
Selbstverständliche  Voraussetzung  für  die  Anwendung 
dieser  Ergebnisse  ist  eine  genügende  Länge  der  Eisenstange 
im  Verhältnisse  zum  Durchmesser  und  die  Beschränkung  auf 
die  mittleren  Teile  dieser  Länge,  da  in  der  Nähe  der  Zylinder- 
enden ganz  andere  Bedingungen  vorliegen. 

§  60.    Die  Flüssigkeitsstrahlen. 

Die  oft  sehr  mangelhafte  Übereinstimmung  zwischen  den 
Ergebnissen  der  Theorie  der  wirbel-  und  reibungsfreien  Flüssig- 
keitsströmungen mit  den  Erscheinungen  der  Wirklichkeit  hat 
Helmholtz  zu  der  Lehre  von  den  Flüssigkeitsstrahlen  geführt,  die 
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den  Beobachtangen  in  vielen  Fällen  weit  besser  gerecht  wird. 
Helmholtz  wies  z.  B.  darauf  hin^  daß  die  einem  Schornsteine 
entströmende  Rauchsäule  bei  ruhiger  Luft  oft  auf  große 
Strecken  hin  ganz  geschlossen  emporsteigt^  so  dafi  schon  in 
geringer  Entfernung  davon  die  Luft  fast  in  Buhe  bleibt,  wäh- 
rend bei  wirbelfreier  Bewegung  der  Rauch  sich  sofort  nacli 
dem  Verlassen  des  Schornsteins  nach  allen  Seiten  hin  aus- 
breiten müßte.  Er  bemerkte  auch,  daß  man  einen  feinen  Luft- 
strahl durch  eine  leuchtende  Flamme  hindurchblasen  kann,  so 
daß  dadurch  ein  Loch  aus  der  Flamme  herausgeschnitten  wird, 
ohne  daß  der  übrige  Teil  der  Flamme  dadurch  merklich  in 
Mitleidenschaft  gezogen  würde. 

Die  Bewegung  ist  in  solchen  Fällen  natürlich 
nicht  mehr  wirbelfrei.  Man  denke  sich  nämlich  einen  ge- 
schlossenen viereckigen  Integrationsweg,  von  dem  eine  Seite 
ein  Stück  einer  Strömungslinie  des  Strahls  bildet,  während  die 
beiden  anschließenden  Seiten  rechtwinklig  zu  den  Stromlinien 
nach  außen  führen  und  dort  durch  eine  in  der  ruhenden  oder 
wenig  bewegten  Flüssigkeit  gezogene  vierte  Seite  miteinander 
verbunden  werden.  Das  Linienintegral  der  Geschwindigkeit 
kann  für  diesen  geschlossenen  Integrationsweg  nicht  zu  Null 
werden,  denn  die  in  die  Stromlinie  fallende  Seite  liefert  zu 
dem  Linienintegrale  einen  hohen  Beitrag,  die  beiden  anschließen- 
den Seiten  tragen  dazu  überhaupt  nichts  bei  und  die  vierte 
Seite  jedenfalls  auch  nur  wenig. 

Man  schließt  sich  nun  dem  wirklichen  Verhalten 
jedenfalls  näher  an,  wenn  man  im  Strahle  und  außer- 
halb des  Strahles  zwar  immer  noch  von  der  Berück- 
sichtigung der  Wirbel  absieht,  die  Strömung  also  dort 
wie  eine  wirbelfreie  behandelt,  an  der  Grenze  des 
Strahls  aber  eine  Trennungsfläche  annimmt,  längs 
deren  die  Art  der  Bewegung  sprungweise  wechselt. 
Längs  der  Trennungsfläche  ist  die  Bedingimg  für  die  wirbel- 
freie Bewegung  nicht  mehr  erfüllt,  sie  bildet  vielmehr  den 
Sitz  von  Wirbeln  und  wird  daher  auch  als  eine  Wirbel- 
fläohe  bezeichnet. 
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Ein  solcher  durch  die  Wirbelfläche  von  der  nahezu  ruhen- 
den Flüssigkeit  getrennter  Strahl  kann  sich,  wie  schon  aus  den 
erwähnten  Beispielen  hervorgeht^  unter  Umständen  auf  längere 
Strecken  hin  ziemlich  rein  erhalten.  Mit  der  Zeit  wird  er 
freilich  aufgelöst,  da  die  starken  Geschwindigkeitsunterschiede 
an  benachbarten  Stellen  in  der  Nähe  der  Trennungsfläche  in 
Wirklichkeit  eine  Flüssigkeitsreibung  hervorbringen,  durch  die 
die  Wirbel  immer  weiter  ausgebreitet  werden,  womit  die  Be- 
wegungsart geändert  wird.  Läßt  man  einen  Wasserstrahl  in 
den  Luftraum  übertreten,  so  sind  die  Reibungen  an  der  Tren- 
nungsfläche zwischen  Wasserstrahl  und  Luft  übrigens  un- 
erheblich, so  daß  sie  an  der  Bewegung  nicht  viel  zu  ändern 
vei*mögen.  Freilich  kommt  in  diesem  Falle  die  Schwere  hinzu, 
die  eine  Ablenkung  des  Strahls  nach  unten  bewirkt.  Es  ist 
aber  nützlich,  zu  untersuchen,  wie  die  Bewegung  im  Strahle 
erfolgen  müßte,  wenn  die  Schwere  nicht  einwirkte.  Es  kommt 
dies  darauf  hinaus,  die  schon  im  ersten  Bande  dieses  Werkes 
besprochene  Eontraktion  eines  aus  einer  Öffnung  in 
dünner  Wand  hervortretenden  Wasserstrahls  noch  etwas 
näher  zu  besprechen,  als  es  dort  geschehen  konnte.  Dabei 
muß  hier  ferner  noch  angenommen  werden,  daß  die  Bewegung 
als  eine  ebene  betrachtet  werden  kann,  d.  h.  die  Öffnung  soU 
ein  langer  Schlitz  von  überall  gleicher  Breite  sein,  so  daß 
durch  jeden  Querschnitt  des  Schlitzes  die  Bewegung  in  der- 
selben Weise  erfolgt.  Auf  die  Untersuchung  der  damit  um- 
schriebenen Aufgabe  werde  ich  mich  hier  beschränken,  wobei 
ich  bemerke,  daß  man  die  Bedingungen  auch  noch  ein  wenig 
variieren  kann,  ohne  die  Lösung  dadurch  unmöglich  zu  machen 
oder  sie  auch  nur  erheblich  zu  erschweren.  Vorausschicken 
möchte  ich  indessen  noch,  daß  die  hier  zu  gebende  Lösung 
immer  noch  keineswegs  als  physikalisch  streng  richtig  be- 
trachtet werden  darf,  da  die  Flüssigkeit  auch  bei  ihr  als 
reibungsfrei  und  die  Flüssigkeitsbewegung  im  Innern  des  Strahls 
und  im  Innern  des  Gefäßes,  aus  dem  der  Strahl  austritt,  als 
wirbelfrei  angesehen  wird.  Sie  gibt  aber  jedenfalls  einen 
besseren  Aufschluß  über  die  ganze  Erscheinung,  als  die  sum- 
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mansche  Erörterung;   mit  der  wir  uns  im  ersten  Bande  be- 
gnügen maßten. 

^  Die  Lösung  hängt  auch  hier  davon  ab,  eine  Funktion  w 
der  komplexen  Yariabeln  z  zu  ermitteln^  deren  reeller  Teil  das 
Geschwindigkeitspotential  $  und  deren  imaginärer  Teil  die 
Stromfunktion  W  im  Gefäße  und  im  freien  Strahle  angibt. 
Die  Gestalt  dieser  Funktion  w  hängt  von  den  Grenzbedingungen 
des  Problems  ab.  Die  Wände  des  Gefäßes  müssen  mit  Strom- 
linien zusammenfallen.  Wenn  wir  uns  das  Gefäß  jenseits  der 
Wand,  um  die  Aufgabe  zu  vereinfachen ,  sehr  ausgedehnt  im 
Vergleiche  zur  Querseite  des  Ausflußschlitzes  denken,  muß  die 
Geschwindigkeit  im  Gefäße  in  größeren  Abständen  von  der 
Ausflußöffhung  sehr  klein  und  der  Flüssigkeitsdruck  daher  dort 
überall  konstant  sein.  Für  die  Grenze  des  freien  Strahles 
kommt  dazu  noch  eine  andere  Bedingung.  Der  Druck, 
den  die  angrenzende  Luft  (oder  allgemeiner  die  angrenzende 
ruhende  Flüssigkeit)  auf  die  Oberfläche  des  Strahls  ausübt,  ist 
nämlich  überall  von  der  gleichen  Größe.  Mit  dem  Drucke 
hängt  aber  die  Geschwindigkeit  nach  Gl.  (372)  zusammen  und 
da  hier  das  Potential  V  der  äußeren  Kräfte  wegfällt,  muß 
dem  konstanten  Drucke  auch  ein  konstanter  Absolut- 
wert der  Geschwindigkeit  entsprechen.  Analytisch  ge- 
sprochen, muß  daher  längs  der  „Trennungsfläche^^,  d.  h.  an  der 
Grenze  des  Strahls  der  Differentialquotient  von  w  oder  auch 
die  komplexe  Größe  t,  einen  konstanten  Modul  haben.  Da  diese 
Bedingungen  genügen,  um  das  Problem  physikalisch  zu  kenn- 
zeichnen, schließen  wir,  daß  es  nur  eine  einzige  Lösung  haben 
kann.  Wenn  man  also  eine  Lösung  angeben  kann,  die  allen 
genannten  Bedingungen  entspricht,  haben  wir  damit  auch  die 
in  Wirklichkeit  zu  erwartende  Flüssigkeitsbewegung  gefunden. 

Man  setze 

dz 


e=i£;  =  e-"+ye-*"-l,  (386) 


dw 


woraus  durch  eine  Integration,  die  sich  leicht  ausführen  läßt, 
auch  z  als  Funktion  von  ^  gefunden  werden  kann.  Ein  Glied 
des  Ausdrucks,  zu  dem  man  hierbei  gelangt,  enthält  aber  einen 
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arc  tgy  also  eine  periodische  Funktion  und  daraus  erwachsen 
für  die  weitere  Behandlung  gewisse  Schwierigkeiten  oder  wenig- 
stens Umständlichkeiten,  die  man  besser  umgeht,  indem  man 
die  weitere  Behandlung  unmittelbar  an  61.  (386)  anknüpft. 
Allerdings  ist  auch  schon  in  Gl.  (386)  eine  gewisse  Vorsicht 
wegen  des  Wurzelvorzeichens  geboten;  daraus  werden  uns  aber 
keine  besonderen  Schwierigkeiten  entstehen. 

Für  unsere  Zwecke  genügt  es  vollständig,  wenn  wir  nur 
wissen,  daß  durch  61.  (386)  zugleich  ss  als  eine  Funktion  von 
w  und  hiermit  auch  w  als  eine  Funktion  von  z  gegeben  ist 
und  daß  demnach  der  durch  diese  Gleichung  gegebene  Wert 
von  5  einer  möglichen  Flüssigkeitsbewegung  entspricht.  Wie 
diese  Strömung  im  einzelnen  erfolgt,  läßt  sich  schon  aus 
61.  (386)  selbst  ohne  weiteres  erkennen,  wenn  man  berück- 
sichtigt, daß  der  zur  komplexen  Variabein  g  gehörige  Vektor 
überall  in  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  fäUt  und  deren 
6röße  umgekehrt  proportional  ist.  Es  stört  dabei  nicht  viel, 
daß  der  Ort  in  der  Ebene,  zu  dem  jedes  g  gehört,  aus  61.  (386) 
nicht  ohne  weiteres  durch  seine  Koordinaten  ausgedrückt  werden 
kann.  Man  kann  nämlich  einen  bestimmten  Ort  in  der  Flüssig- 
keitsbewegung auch  noch  auf  eine  andere  Art  als  durch  seine 
rechtwinkligen  Koordinaten  beschreiben.  Dazu  genügt  erstens 
die  Angabe  der  Stromlinie,  zu  der  der  betreffende  Punkt  gehört, 
und  zweitens  die  Angabe  des  zugehörigen  6e8chwindigkeits- 
potentials.  Längs  einer  Stromlinie  maß  das  6eschwindigkeits- 
potential  seiner  Definition  nach  in  der  Stromrichtung  fort- 
während wachsen  und  daher  wird  ein  Punkt  auf  der  Stromlinie 
durch  die  Angabe  des  zugehörigen  6eschwindigkeitspotentials 
eindeutig  bezeichnet.  Jedem  Werte  von  w  entspricht  aber  zu- 
gleich ein  bestimmter  Wert  von  ^F  und  von  $  und  daher  kann 
der  Ort,  auf  den  sich  g  bezieht,  auch  schon  durch  die  Angabe 
der  komplexen  Variabein  w  ausreichend  gekennzeichnet  werden. 

Zur  besseren  Orientierung  schicke  ich  hier  schon  eine 
Zeichnung  in  Abb.  20  voraus,  die  der  durch  61.  (386)  be- 
schriebenen Bewegung  entspricht  und  die  einer  Figur  aus 
Holzmüller ,    „Ingenieur -Mathematik,   Bd.   11,    Das   Potential" 
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(Leipzig;  1898)  nachgebildet  ist.  AB  CD  ist  die  dünne  Wand, 
in  der  sich  der  Schlitz  BC  befindet.  Oberhalb  der  Wand  liegt 
das  Gefäß,  aus  dem  die  Stromlinien  durch  die  Offiinng  aus- 
treten, und  die  die  Stromlinien  senkrecht  schneidenden  Kurven 
sind  die  Linien  gleichen  Oeschwindigkeitspotentials.  Die  Grenzen 
des  freien  Strahls  sind  die  Linien  BE  und  CF.  Die  Symme- 
trieachse ist  zur  Y-Achse  gewählt  und  die  X-Achse  ßHt  mit  der 
Wand  zusammen.  —  Ich  habe  freilich  erst  noch  nachzuweisen, 
daß  Gl.  (386)  zu  einer  solchen  Bewegung  führt. 


Abb.  90. 


Zunächst  betrachte  ich  jene  Stromlinie,  für  die  W=  0  ist. 
Hiermit  wird  w  '^  O  und  GL  (386)  geht  über  in 

g  =  c-  *  +  l/6-**-l.  (387) 

Solange  O  negativ  ist,  bleibt  g  reell.  Die  Strömung  geht 
daher  in  der  Richtung  der  X-Achse  und  die  Stromlinie  W^O 
ist  für  die  Werte  von  ^ « —  oo  bis  <[^ « 0  eine  in  der 
Richtung  der  X-Achse  gehende  Grade.  Hiemach  entspricht  der 
eine  Teil  der  Wand  AB  in  Abb.  20  dem  ersten  Stücke  der 
Stromlinie  W=0, 
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Wenn  $  positiv  ist,  wird  die  Wnrzel  in  Gl.  (242)  imaginär. 
Man  schreibt  dann  besser  dafür 


i  «c-  *  - i  yi  -  e-«*  .  (388) 


Daß  liierbei  die  Wurzel  Y—  1  gleich  —  i  und  nicht  (was  an 
und  für  sich  am  nächsten  liegen  würde)  gleich  +  i  gesetzt  ist, 
wird  alsbald  näher  begründet  werden. 

Dieser  Teil  der  Stromlinie  W  =0  entspricht  der  Grenze 
BE  des  freien  Strahls.  Daß  die  Linie  von  der  Kante  B  der 
Ausflußöffiiung,  die  zum  Werte  0  =  0  gehört,  ausgeht,  ist 
bereits  bekannt.  Es  muß  aber  noch  bewiesen  werden,  daß  g 
zugleich  die  Bedingung  für  die  freie  Grenze  eines  Strahls  erfüllt. 
Wie  wir  vorher  sahen,  besteht  diese  Bedingung  darin,  daß  g 
überall  längs  der  Grenze  denselben  Modul  (oder  der  zugehörige 
Vektor  denselben  Absolutwert)  hat.  Das  Quadrat  des  Moduls 
einer  komplexen  Zahl  ist  aber  gleich  der  Quadratsumme  aus 
dem  reeUen  und  dem  imaginären  Anteile  und  für  ^  gibt  dies 
nach  GL  (388)  den  Wert  1.  Auch  diese  Grenzbedingung  wird 
demnach  erfüllt. 

Für  die  Stromlinie  ^=0  setzten  wir  das  Wurzel  Vorzeichen 
in  Gl.  (387)  als  positiv  fest.  Das  Wurzelvorzeichen  in  anderen 
Fällen  ist  hiemach  so  zu  bestimmen,  daß  ein  stetiger  Übergang 
von  jeder  Stelle  zur  benachbarten  stattfindet.  Wir  betrachten 
jetzt   irgend   eine   andere  Stromlinie,   für  die    W  einen  Wert 

zwischen  0  und  —  hat.     Mit  to  ^  O  +  iW  erhält  man 

e-«  =  c-*^  .  6'  •^=  e-  *  (cos  ^F  —  i  sin  !P). 
Setzt  man  dies  in  Gl.  (386)  ein,  so  erhalt  man 


g  -  e- <^(cos  ^- isin !P)  +  V«"  ^"^  (cos2  ^- isin2  !P)  -  1. 

Die  Wurzel  aus  einer  komplexen  Größe  kann  ausgezogen 
werden  mit  Hilfe  der  Formel 


Das  Vorzeichen  des  reellen  Gliedes  kann  hierbei  zunächst  be- 
liebig genommen  werden;  dann  muß  aber,  faUs  b  positiv  ist, 
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das  Vorzeichen  des  imaginäreu  Gliedes  ebenso  gewählt  werden^ 
während  bei  negativem  b  beide  Wnrzelvorzeichen  entgegen- 
gesetzt sein  müssen.  Nun  war  für  ^  —  0  und  negatives  O 
das  positive  Vorzeichen  für  das  dann  allein  noch  übrig  bleibende 
reeelle   Glied   gewählt.     Für  Werte   von   V,    die  zwischen  0 

und  —  liegen^  wird  die  zuvor  mit  6  bezeichnete  Größe  negativ. 

Man  hat  daher  für  g 

g«c-*(cos  ^-tsin  50  +  y f  +  I  Vä^~+^^ 

wobei  a  und  a*  +  6*  zur  Abkürzung  für  die  Ausdrücke 

a  =  c-**cos2^— 1 
a2  +  6»-e-**~2e-«*cos2^+  1 

gesetzt  sind.  Hiermit  erklärt  sich  auch  die  Wahl^  die  in 
Gl.  (388)  für  das  Wurzelvorzeichen  getroffen  werden  mußte.  — 

Wird  femer  ^  =  —    so  erhält  man  hiemach 


d.  h.  ^  ist  rein  imaginär  und  die  Strömung  erfolgt  längs  der 

Stromlinie  W^  —  überall  parallel  zur  F- Achse.    Es  macht  dabei 

auch  keinen  Unterschied,  ob  O  negativ,  NuU  oder  positiv  ist, 
d.  h.  diese  StromUnie  ist  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  gradlinig. 
Sie  fällt  mit  der  Symmetrieachse  der  Abb.  20  zusammen.    Wenn 

W  noch  größer  wird  als  — ,  wird  der  Ausdruck 

h e-**sin2«F 

positiv  und  beim  Ausziehen  der  Wurzel  ans  der  komplexen 
Größe  a  +  hi  müssen   nun  beide   Glieder  gleiche  Vorzeichen 

erhalten.     An  der  Stromlinie  W=^  —  hatte  aber  das  imaginäre 

Glied  ein  negatives  Vorzeichen  und  dieses  muß  es  auch  weiterhin 
behalten.  Das  reelle  Glied  verschwand  an  der  Übergangsstelle 
und  sein  Vorzeichen  jenseits  derselben  kann  daher  nur  daraus 
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geschlossen  werden^  daß  es  dem  des  imaginären  Gliedes  gleich 
gewählt  werden  muß.  Daher  ist  für  die  zwischen  W  =^  — 
und  W  =  7t  Hegenden  Stromlinien 

g  =  c-  *(cos  ^-  »sin  ^  "V^  +  I  y^^  +  ** 


-iV-^  +  iVaT+i^ 
zu  setzen.    Für  die  Stromlinie  ^F  =»  ä  endlich  geht  dies  über  in 


g=-e-*-')/^^^^+^y(e-**-l)* 


-iVi 


Die  innere  Quadratwurzel  ist  hier  noch  nicht  ausgezogen*,  es 
geschah  deshalb  nicht,  weil  das  Vorzeichen  dieser  Wurzel  auf 
jeden  Fall  so  zu  wählen  ist,  daß  ein  positiver  Wert  heraus- 
kommt. Wir  haben  daher  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je 
nachdem  O  negativ  oder  positiv  ist.  Ist  $  negativ,  also 
g-2  4>  größer  als  Eins,  so  wird  für  den  zugehörigen  Teil  der 
Stromlinie   W  ^  st 


t e- *  -l/e-^*  -  1 ,  (389) 

d.  h.  ^  ist  reell  und  die  Stromlinie  ist  geradlinig  und  verläuft 
in  der  Richtung  der  X-Achse.  Zugleich  bemerkt  man,  daß  dieser 
Wert  7on  5  das  Negative  des  für  die  Stromlinie  5*'  =»  0  in 
öl.  (387)  gefundenen  ist  Das  betreflfende  Stück  der  Strom- 
linie W^7t  entspricht  daher  dem  anderen  Teile  CD  der 
graden  Wand  des  Gefäßes  und  die  Geschwindigkeiten  sind  in 
entsprechenden  Punkten  beider  Wandteile,  wie  auch  schon  aus 
Gründen  der  Symmetrie  zu  erwarten  war,  gleich  groß  und 
entgegengesetzt  gerichtet. 

Wird  dagegen   O  positiv,   so    geht   der  Ausdruck    für    g 

^^^^  '°  g  «  _  ß -  <*>  _  i yi^e-'^,  (390) 

Dieser  Teil  der  Stromlinie  W^  yt  entspricht  der  zweiten  freien 
Grenzlinie  CF  des  Strahls.    Der  imaginäre  Anteil  stimmt,  wie 
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ebenfalls  aus  Symmetriegründen  zu  erwarten  war^  mit  dem  von 
i  in  Gl.  (388)  für  die  erste  Orenzlinie  überein,  und  der  reelle 
Anteil  hat  entgegengesetztes  Vorzeichen  wie  dort.  Daß  der 
Modul  von  i  überall  längs  der  Grenzlinie  den  konstanten  Wert  1 
und  daher  auch  die  Geschwindigkeit  überall  den  Absolutwert  1 
hat^  erkennt  man  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  im  Anschlüsse 
an  Gl.  (388). 

Es  bleibt  nur  noch  übrig  die  Flüssigkeitsbewegung  in 
größeren  Entfernungen  von  der  Ausflußöffiiung  zu  betrachten. 
Im  Innern  des  Gefäßes,  also  für  negative  Werte  von  $,  kann 
man  in  großer  Entfernung  von  der  Öffnung  g-  ^''^  =  oo  setzen. 
Auch  e~^  ist  dann  eine  komplexe  Zahl  von  unendlich  großem 
Modul  und  aus  Gl.  (386)  folgt,  daß  dann  auch  g  komplex  unendlich 
groß  ist.  Die  Geschwindigkeit  ist  aber  dem  Modul  von  ^  um- 
gekehrt proportional  und  sie  erlangt  daher  in  großer  Entfernung 
von  der  Offiiung  einen  unendlich  kleinen  Absolutwert,  wie  es 
unseren  Grenzbedingungen  entspricht.  —  Für  positive  Werte 
von  $,  die  zu  dem  freien  Strahle  gehören,  kann  man  in  größerer 
Entfernung  von  der  Öffnung  e-**  =  0  setzen  und  e~^  ver- 
schwindet damit  ebenfalls.     Es  bleibt  daher 

wobei  auch  hier  zur  Begründung  für  das  Wurzelvorzeichen 
auf  die  vorhergegangene  Untersuchung  über  "j/a  +  hi  zu  ver- 
weisen ist.  In  größerer  Entfernung  von  der  Öffnung  erfolgt 
daher  die  Strömung  in  allen  Stromlinien  mit  der  Geschwindig- 
keit 1  (entgegen  der  positiven  y- Achse)  und  die  Stromlinien 
werden  dort  zueinander  paraUeL 

Der  Nachweis,  daß  die  durch  Gl.  (386)  gegebene  Lösung 
allen  Gfenzbedingungen  unseres  Problems  entspricht,  ist  nun 
vollständig  erbracht.  Wir  können  jetzt  noch  dazu  übergehen, 
die  Form  der  Grenzlinie,  also  etwa  die  Gestalt  der  Strom- 
linie W^O  vom  Punkte  0  =  0  an  bis  zu  *  = -f- oo  fest- 
zustellen und  'hiermit  auch'  die  Kontraktion  des  Strahls  zu 
berechnen.  Die  Koordinaten  eines  Punktes  dieser  Stromlinie 
seien  x  und  y  und  der  Bogen  vom  Punkte  $  =  0,  also  von  der 
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Kante  der  AusflußöfiEhung  an  bis  zum  Punkte  xy  sei  mit  s 
bezeichnet.  Da  die  Geschwindigkeit  längs  der  Grenzlinie  den 
konstanten  Wert  Eins  hat,  folgt 

— —  =  1      oder      ^  =  5     und  auch     w  ^  s, 
ds 

Aus  Gl.  (386)  bezw.  Gl.  (^388)  wird  daher  hier 

dz 


Wenn  wir  hier  0  =*  x  +  yi  setzen  und  die  reellen  und  imagi- 
nären Teile   trennen,   zerfallt   diese  Gleichang   in   die   beiden 

die  sich  leicht  integrieren  lassen.    Aus  der  ersten  erhalten  wir 

Die  Bedeutung  der  Integrationskonstanten  G  folgt  daraus,  daß 
für  5  =»  00  die  Abszisse  x  der  Asymptote  an  die  Grenzlinie 
gleich  C  wird.  Für  5  =  0  ist  dagegen  a;=C— 1,  d.  h.  die 
Asymptote  geht  um  die  Strecke  Eins  an  der  Kante  der  Aus- 
flußöffnung  vorüber.     Setzt  man 

e-'=C  —  x 

in  die  vorhergehenden  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  für  die 
Grenzlinie  die  Differentialgleichung 

die  ebenfalls  leicht  integriert  werden  kann.  Zur  Bestimmung 
der  Integrationskonstanten  G  beachte  man  schließlich,  daß  nach 
den  öl.  (376)  dv__d0 

dx  dy 

ist.  In  größerer  Entfernung  von  der  Ausflußöffiiung,  wo  die 
Stromlinien  schon  als  parallel  zur  y-Achse  betrachtet  werden 
können,  ist  überall 


^  =  — 1 

dy 
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nämlich  gleich  der  dort  bestehenden  Geschwindigkeit  und  damit 


dx 


=  1     oder     ??=  ^Fo  +  rc, 


wenn  mit    ^Fq  der  Wert  von  W  auf  der  F-Achse   bezeichnet 


« 


wird.  Dieser  ist  aber,  wie  wir  wissen,  gleich  ~  und  für 
x^G  wird   W=0,     Hieraus  folgt 

0  —  1- 

Die  ganze  Breite  des  Strahls  nach  vollständiger  Kontraktion 
ist  daher  gleich  sr  und  die  Breite  der  AusflußöfBiung  gleich 

2  (1  +  y)  =  2  +  (TT.      Der  Kontraktionskoeffizient,   d.  h. 

das  Verhältnis  zwischen  dem  kontrahierten  Quer- 
schnitte und  dem  Querschnitte  der  Ausflußöffnung 
wird  daher  gleich 

Die  Größen  g,  w  usf.  treten  in  den  vorhergehenden  Rech- 
nungen überall  nur  als  absolute  Zahlen  auf,  ohne  Rücksicht 
auf  die  Dimensionen,  die  ihnen  ihrer  physikalischen  Bedeutung 
nach  zukämen.     Man  könnte  dem  zwar  leicht  abhelfen,  indem 

man  an  Stelle  von  w  überall  ein  Verhältnis  —  setzte,   wobei 

Wo 

Wq  die  konstaute  Einheit  wäre,  in  der  die  «^  auszumessen  sind, 
und  ähnlich  bei  den  übrigen  Größen.  Es  ist  aber  einfacher, 
die  Gleichungen  so  stehen  zu  lassen,  wie  sie  lauten,  und  die 
Fundamentaleinheiten  nachträglich  passend  zu  wählen,  so  daß 
die  Zahlen  in  den  Formeln  das  richtige  Maß  für  die  Größen 
bilden,  denen  sie  entsprechen.  Zunächst  muß  die  Einheit  der 
Länge  so  gewählt  werden,  daß  die  Breite  der  Öffnung  n  +  2 
Längeneinheiten  enthält.  Zugleich  muß  ferner  die  Einheit 
der  Zeit  so  bestimmt  werden,  daß  im  Strahle  nach  erfolgter 
Kontraktion  während  dieser  Zeit  die  Längeneinheit  zurück- 
gelegt wird.  Dann  sind  die  vorhergehenden  Formeln  ohne 
weiteres  auf  jeden  gegebenen  Fall  anwendbar;  der  Kontraktions- 
koeffizient, auf  dessen  Ableitung  es  besonders  ankam,  ist 
übrigens  von  diesen  besonderen  Festsetzungen  unabhängig. 


§  60.    Die  FlüBsigkeitsstrahlen.  389 

Schließlich  sei  noch  einmal  hervorgehoben,  daß  die  Lehre 
von  den  Flüssigkeitsstrahlen  zunächst  auch  solche  Fälle  um- 
faßt, in  denen  der  austretende  Strahl  in  eine  ruhende  Flüssig- 
keit der  gleichen  Art  eindringt,  wie  etwa  ein  Luftstrahl  in  den 
Luftraum  oder  wie  ein  unter  Wasser  ausmündender  Wasser- 
strahl. Indessen  liegt  in  diesen  Fällen  die  Möglichkeit  zur 
Auflösung  des  Strahls  durch  die  Ausbreitung  der  Wirbel  von 
der  Trennungsfläche  her  infolge  der  Reibungen  viel  näher  und 
die  Entwicklungen  werden  daher  weniger  zuverlässig  oder  auch 
ganz  unbrauchbar. 

Eine  beachtenswerte  Anwendung  hat  die  Lehre  von  den 
Flüssigkeitsstrahlen  namentlich  zur  Berechnung  des  Wider- 
standes gefanden  y  den  eine  Flüssigkeit  einem  relativ  zu  ihr 
bewegten  Körper  entgegensetzt.  Wir  sahen  früher,  daß  eine 
vollkommene  Flüssigkeit  bei  wirbelfreier  Bewegung  überhaupt 
keinen  Widerstand  leistet.  Dagegen  kann  man  einen  solchen 
Widerstand  herausrechnen,  wenn  man  die  Bewegung  zwar  sonst 
immer  noch  als  wirbel-  und  reibungsfrei  behandelt,  dagegen 
eine  Trennungsfläche  annimmt,  die  sich  in  der  Strömung  hinter 
dem  Hindernisse  bildet.  Der  Grund  dafür,  daß  dann  ein  resul- 
tierender Wasserdruck  herauskommen  muß,  ist  leicht  einzusehen. 
Wenn  das  Hindernis,  das  sich  der  Strömung  entgegenstellt, 
etwa  ein  ebenes  Brett  ist,  grenzt  das  ruhende  Wasser  auf  der 
Rückseite  des  Brettes  in  der  Wirbelfläche  an  die  schnell  strö- 
mende Flüssigkeit  an,  die  sich  um  das  Hindernis  herum- 
gebogen hatte.  An  der  Grenzfläche  herrscht  zu  beiden  Seiten 
derselbe  Flüssigkeitsdruck;  das  ruhende  Wasser  auf  der  Rück- 
seite des  Brettes  steht  daher  unter  demselben  Drucke  wie  das 
schnell  strömende  im  Sti*ahle.  Andererseits  soll  die  Bewegung 
jenseits  der  Trennungsfläche  im  Strahle  und  vor  dem  Hinder- 
nisse überall  wirbelfrei  sein.  Innerhalb  dieses  Gebietes  gilt 
daher  überall  die  Beziehung,  daß  die  Summe  aus  kinetischer 
Energie,  potentieller  Energie  und  Flüssigkeitsdruck  konstant 
ist.  Auf  der  Vorderseite  des  Brettes,  in  dessen  nächster 
Nachbarschaft,  sind  die  Geschwindigkeiten  jedenfalls  gering 
und  daher  ist  der  Druck  dort  viel  größer,   als  in  den  Grenz- 
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linien  des  Strahls  oder  also  auch  als  auf  der  Bückseite  des 
Brettes.  Der  Drackunterschied  zwischen  Vorderseite  und  Bück- 
seite sucht  das  Brett  in  der  Bichtung  der  Strömung  mit  fort- 
zureißen. —  Man  sieht  hier  deutlich,  wie  wesentlich  die  Tren- 
nungsfläche ist.  In  dieser  springt  die  Geschwindigkeit  yon 
einem  endlichen  Werte  plötzlich  auf  Null,  ohne  daß  damit 
eine  Druckabnahme  verbunden  wäre.  Nur  durch  die  Wirbel- 
flache  wird  es  möglich,  daß  zu  beiden  Seiten  des  Brettes  zur 
Geschwindigkeit  Null  ganz  yerschiedene  Drücke  gehören. 

Die  Ausführung  der  Bechnung  gleicht  vollständig  der 
Yorhergehenden.  Lord  Bayleigh  hat  auf  diesem  Wege  die  schon 
im  ersten  Bande  §  63  der  3.  Aufl.  erwähnte  Formel  für  den  Wind- 
druck beim  schiefen  Stoße  auf  eine  ebene  Fläche  abgeleitet. 
Die  theoretischen  Erwägungen  sind  bei  diesen  Untersuchungen 
freilich  nicht  ganz  einwandfrei,  da  sie  keine  Bechenschaft 
darüber  geben,  was  schließlich  in  größerer  Entfernung  nach 
dem  Passieren  des  Hindernisses  geschieht,  oder  yielmehr,  weil 
das,  was  die  Formeln  hierüber  aussagen,  im  oflfenbaren  Wider- 
spruche mit  dem  wirklichen  Verhalten  steht.  Ich  gehe  des- 
halb auch  nicht  weiter  darauf  ein.  Immerhin  wird  aber  durch 
die  Berücksichtigung  der  Trennungsfläche  schon  der  erste  und 
wichtigste  Schritt  gemacht,  um  zu  einer  den  Tatsachen  besser 
gerecht  werdenden  Theorie  zu  gelangen;  mit  Bücksicht  darauf 
kann  es  auch  einstweilen  zugelassen  werden,  daß  die  näheren 
Annahmen,  die  sich  auf  die  Trennungsfläche  selbst  beziehen, 
freilich  noch  durchaus  nicht  zutreffend  sind.  Jedenfalls  hat 
bereits  jener  erste  Schritt  eine  Winddruckformel  abzuleiten 
gestattet,  die  mit  der  Wirklichkeit  schon  recht  gut  überein- 
zustimmen scheint.  —  Auch  der  Wert  für  den  Eontraktions- 
koeffizienten, den  die  vorher  durchgeführte  Bechnung  lieferte, 
stimmt  mit  den  Beobachtungen  nicht  schlecht  überein.  Die 
Helmholtzsche  Lehre  von  den  Flüssigkeitsstrahlen  ist  daher 
als  ein  beachtenswerter  Fortschritt  der  Hydrodynamik  zu  be- 
trachten, wenn  sie  auch  selbst  in  Hinsicht  auf  die  physikalische 
Genauigkeit  noch  viel  zu  wünschen  übrig  läßt. 
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Eine  der  Hauptursachen  für  die  Abweichungen  zwischen 
der  Dynamik  der  reibungsfreien  Flüssigkeiten  und  den  in 
Wirklichkeit  stattfindende!!  Flüssigkeitsbewegungen  besteht,  wie 
schon  aus  den  Untersuchungen  des  vorausgehenden  Paragraphen 
folgt,  in  dem  Auftreten  von  Wirbeln.  Den  physikalischen 
Grund  für  die  Bildung  der  Wirbel  erkennen  wir  in  erster  Linie 
(abgesehen  nämlich  von  der  Mischbewegung,  soweit  diese  zu- 
gleich auch  noch  von  anderen  Ursachen  abhängt)  in  der 
Flüssigkeitsreibung.  Solange  wir  uns  nicht  dazu  entschließen, 
das  einfache  Bild  der  reibungsfreien  Flüssigkeit  aufzugeben, 
vermögen  wir  daher  über  das  Entstehen  der  Wirbel  keine  hin- 
reichende Rechenschaft  zu  geben.  Man  kann  sich  dagegen 
die  Aufgabe  stellen,  den  weiteren  Verlauf  der  Flüssig- 
keitsbewegung, nachdem  einmal  auf  irgendeine  Art 
Wirbel  in  ihr  entstanden  sind,  unter  der  Voraus- 
setzung zu  untersuchen,  daß  die  Flüssigkeit  weiterhin 
als  reibungsfrei  angesehen  werden  könne.  Jedenfalls 
wird  damit  ein  wichtiger  weiterer  Schritt  zur  Erforschung  des 
wahren  Verhaltens  der  Flüssigkeiten  getan,  ohne  daß  man 
dabei  sofort  genötigt  wäre,  die  für  die  theoretische  Behandlung 
so  wesentliche  Vereinfachung  zu  ^opfern,  die  in  der  Ver- 
nachlässigung der  Beibungen  liegt. 

Ich  greife  hier  auf  die  Eulerschen  Gleichungen  (367)  und 
(368)  und  auf  die  Differentialgleichung  (370)  für  den  Wirbel- 
vektor  to  zurück,  die  ich  der  Übersicht  wegen  hier  nochmals 
zusammenstelle: 
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Im  allgemeinen  verschwindet  der  Wirbelvektor  tu  jetzt 
nirgends.  In  einem  gegebenen  Augenblicke  möge  innerhalb  der 
Flüssigkeit  eine  Linie  gezogen  werden^  die  überall  der  Rich- 
tung von  tu  folgt.  Eine  solche  Linie  soll  als  eine  Wirbel- 
linie bezeichnet  werden.  Denkt  man  sich  femer  an  irgend- 
einer Stelle  einer  Wirbellinie  ein  Flächenelement  dF  senkrecht 
zur  Wirbellinie  gelegt  und  durch  alle  Punkte  des  XJmfanges 
von  dF  Wirbellinien  gezogen,  so  schließen  diese  einen  Baum 
eiu;  von  dem  dF  ein  Querschnitt  ist  und  den  man  als  einen 
Wirbelfaden  bezeichnet. 

Um  ein  anschauliches  Bild  von  der  augenblicklichen  Ver- 
teilung der  Wirbel  zu  erhalten,  kann  man  sich  eine  zweite 
Flüssigkeit  vorstellen,  die  einen  gleichgestalteten  Raum  einnimmt 
wie  die  erste  und  deren  Geschwindigkeit  in  gleichgelegenen 
Punkten  mit  dem  Wirbelvektor  tu  in  der  ersten  Flüssigkeit  der 
Richtung  nach  übereinstimmt  und  der  Größe  nach  damit  pro- 
portional ist.  Dies  ist  nämlich  möglich,  ohne  die  Eontinuitäts- 
bedingung  in  der  zweiten  Flüssigkeit  zu  verletzen,  denn  aus 
GL  (370)  folgt  für  die  Komponenten  von  tu 

und  wenn  man  diese  Werte  in  die  Kontinuitätsgleichung  ein- 
setzt, erhält  man  in  der  Tat 

dw,      dp,      dw.^^^  (393) 

dx    *    cy        dz  ^       ^ 

Die  Wirbelfäden  in  der  ersten  Flüssigkeit  entsprechen  den 
Stromfäden  in  der  zweiten  und  sie  sind  diesen  kongruent. 
Daraus  folgt  auch,  daß  ein  Wirbelfaden  innerhalb  der  Flüssig- 
keit nicht  aufhören  kann;  er  muß  entweder  an  den  Grenz- 
flächen der  Flüssigkeit  enden  oder  er  muß  in  sich  zurück- 
kehren, so  daß  die  Leitlinie  eine  geschlossene  Kurve  büdet. 
Im  letzten  FaUe  wird  der  Wirbelfaden  auch  als  ein  Wirbel- 
ring  bezeichnet.  Das  Produkt  aus  einem  Querschnitte 
des  Wirbelfadens  und  der  Größe  des  Wirbelvektors  tu 
an  dieser  Stelle  muß  längs  des  ganzen  Wirbelfadens 
einen  konstanten  Wert   behalten,    denn   bei  der  zweiten 
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Flüssigkeit,  die  zur  Erläuterung  für  die  Verteilung  der  Wirbel 
diente,  entspricht  dem  Produkte  wdF  die  durch  den  Quer- 
schnitt dF  gehende  Flüssigkeitsmenge  und  diese  muß  der 
Kontinuitätsbedingung  wegen  für  alle  Querschnitte  des  Strom- 
fadens gleich  groß  sein.  Das  Produkt  wdF  wird  auch  als  die 
Stärke  des  Wirbelfadens  bezeichnet  und  wir  können  daher 
auch  sagen,  daß  ein  Wirbelfaden  in  allen  Teilen  seiner 
Länge  dieselbe  Stärke  hat. 

Man  betrachte  ferner  zwei  materielle  Punkte  der  Flüssig- 
keit, die  zur  Zeit  t  unendlich  benachbart  auf  der  gleichen 
Wirbellinie  liegen  mögen.  Der  Abstand  zwischen  beiden 
Punkten,  also  das  zwischen  ihnen  liegende  Element  der  Wirbel- 
linie, möge  die  Projektionen  Si^g  auf  die  Koordinatenachsen 
haben.  Man  fragt  nach  der  Richtung  und  Größe  der  Ver- 
bindungsstrecke beider  materieller  Punkte  nach  Ablauf  eines 
Zeitelementes  dt.  Der  Anfangspunkt  der  Strecke  verschiebt 
sich  während  dt  m  den  Richtungen  der  Koordidatenachsen  um 
v^dt,  v^dt,  v^dt]  der  Endpunkt  dagegen  in  der  Richtung  der 
X-Achse  um 


und  um  entsprechende  Strecken  in  den  Richtungen  der  beiden 
anderen  Koordinatenachsen.  Der  Unterschied  zwischen  den  Ver- 
schiebungen beider  Endpunkte  der  Projektion  |  der  Verbin- 
dungsstrecke gibt  die  Änderung  an,  die  |  während  dt  erfährt. 
Für  die  totalen  Differentialquotienten  von  |t^J;  nach  der  Zeit 
erhält  man  demnach 


dt       ^  dx        *   dy  dz 

dt'^^  dx'^^  dy  ^^  dz 


>. 


(394) 


dt       ^  dx    '    '  dy    '   ^  dz 

Diese  Gleichungen  gelten  für  die  Abstandsänderungen  von 
irgendzwei  benachbarten  Punkten.  Um  noch  auszudrücken, 
daß    sie  auf  zwei   zur    gleichen  Wirbellinie   gehörige   Punkte 
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angewendet   werden   sollen,    setze   man   zu   Anfang   des  Zeit- 
elements dt 

wo  nun  6  irgendeine  unendlich  kleine  Größe  ist.    Nach  Division 
mit  6  gehen  dann  die  vorigen  Gleichungen  über  in 


8    dt  ^  dx    *      *  ^y  ^  OS 

8   dt  ^  ox   *      ^  oy  ^  cz 


(396) 


Wir  wollen  jetzt  femer  berechnen,  um  wieviel  sich  die 
Wirbelkomponenten  w^w^w^,  die  zum  gleichen  Flüssigkeits- 
teilchen gehören,  während  der  Zeit  dt  ändern.  Man  muß 
sich  dabei  vor  einigen  naheliegenden  Fehlern  hüten:  zunächst 

kann  nämlich  -^  nicht  etwa  aus  Gl.  (395)  in  -^  ausgedrückt 

werden,  denn  diese  Gleichungen  gelten  nach  Voraussetzung  nur 
zu  Anfang  der  Zeit  dt  und  es  bleibt  vorläufig  ganz  zweifel- 
haft, ob  sie  auch  späterhin  noch  bestehen  bleiben.    Außerdem 

darf  -~  nicht  mit  dem  sich  auf  den  konstanten  Ort  beziehen- 
den -^  verwechselt  werden;  zwischen  beiden  besteht  vielmehr 
der  Zusammenhang 

dt  '"dV'^  ^^'W  ^  ^^  ~dy"^  ^^  ~W 

Zur  Berechnung  von  -^  kann  man  natürlich  nicht  durch  bloß 

geometrische  Betrachtungen  gelangen,  denn  die  Flüssigkeits- 
bewegung hängt  von  dem  dynamischen  Grundgesetze  ab  und 
wir  müssen  daher  von  den  Eulerschen  Gleichungen  (368)  aus- 
gehen, durch  die  dieses  zum  Ausdrucke  gebracht  wird.  Die 
dritte  von  diesen  sei  nach  y,  die  zweite  nach  z  partieU  diffe- 
rentiiert  und  hierauf  diese  von  jener  subtrahiert.  Dadurch 
heben  sich  die  rechten  Seiten  voneinander  fort  und  nach  Weg- 
heben des  konstanten  Faktors  [i  bleibt 
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Beim  Auflösen  der  E^lanimem  entstehen  je  sieben  Glieder  und 
die  einander  entsprechenden  aus  beiden  Elammem  vereinigen 
wir  in  passender  Weise  miteinander.     So  wird  z.  B. 


a't?8  _  ^'<?»  ^  A  (^  —  ^\  =  l 


\dy        de) 


w 


dydt      dsdt       dt\dy        dz)        dt 

a»t?a  __       a't?,  __       d_  (d%  _  dv^\  _      dw^ 
^^dxdy       '^^dxds'^'^^dxKdy        dzj^^dx 

usf.     Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  zunächst  über  in 

^j_«i!?i_i-«  ^-L«  at^i  ■  dv^ dv^  .  gt?, avg  ,  at?3 gl?, 

at   ■*■  ^1  aa?  "^  ^8  ay  "*"''«  a^^   "*"  ay  dx  '^  dy  dy  '^  dy   dz 

_  ^  ^ ^  ?^ ?^  ?^  -=  0 

dz  dx        dz    dy        dz  Tz  ^ 

Die  ersten'' vier  GKeder  bilden  aber,  wie  wir  schon  sahen,  den 
totalen  DifiPerentialquotienten  von  w^  nach  der  Zeit.  Die  sechs 
übrigen  bringen  wir  auf  die  rechte  Seite  und  ordnen  sie 
passend;  nach  einigen  weiteren  Umformungen,  namentlich  auf 
Grund  der  Eontinuitätsgleichung  (367),  erhalten  wir  hierauf 
der  Reihe  nach 

dw^  ^  d\  a»,  __  dv^  dv^   ,    a^  /dv^  __  d^\       dv^  /dv^  ___  dv^\ 
dt"^  dz   dx        dy   dx  "^  dy  \dz        dy)  "^  dz  \dz        dy) 

at^  a^  _  a^i  at^  _     /a^     dv^\ 

""  dz   dx        dy  dx       ^^\dy  "^  dz) 

dz^dx        dy   dx  ^  dx 

_^  dv^  dv^    ,   a_Vi  a Vi  __  dvj^  dVi  __  dv^  d%    .         dv^ 
^  dz   dx'^  ~dz    dy        dz    dy        dy  dx  "^  ^^  dx 

_  dvi  (dv^  __  a^aX  ,  a^i  /a»,  _  dv{\        dv^ 

'^  dy\dz        dx)'^  dz\dx        dy)'^^^dx 
dv.    .         dv.    ,         dv. 
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Für  die  Differentialquotienten  der  beiden  anderen  Kompo- 
nenten Yon  tu  gelten  entsprechende  Gleichungen,  die  sich  aus 
der  letzten  durch  zyklische  Yertauschung  ableiten  lassen.  Im 
ganzen  hat  man  daher 


dwi 
dt 

^1 

dx 

+ 

Wj 

+ 

w« 

?«1 

dz 

dw^ 
dt 

^1 

dx 

+ 

w. 

dv, 

Sy 

■+ 

«'s 

dv, 
dz 

dw^ 
dt 

= 

^1 

dx 

+ 

Wf 

8», 
dy 

+ 

«'s 

dv, 

dz 

>. 


(397) 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  stimmen  aber  genau  mit 
jenen  der  Gleichungen  (396)  überein.     Hiernach  folgt  auch 

^«1:^1  ^_dw?j  dl^       dw^  ,OQON 

dt  dt  '      dt  '^  ^   dt  '      dt  dt  ^*^^>' 

und  der  Vergleich  mit  den  Gleichungen  (395)  lehrt,  daß  s  als 
eine  der  Zeit  nach  konstante  Größe  anzusehen  ist  und  daß 
dann  die  zuerst  nur  für  den  Beginn  des  Zeitelements  dt  auf- 
angestellten Gleichungen  (395)  auch  weiterhin  gültig  bleiben. 
Nach  Ablauf  der  Zeit  dt  ist  nämlich,  wie  aus  der  Verbindung 
der  Gleichungen  (395)  mit  den  Gleichungen  (398)  hervorgeht, 
auch  noch 

g  +  rfg  =  «  («<?8  +  dw^ . 

Hieraus  folgt,  daß  zwei  benachbarte  materielle  Punkte 
der  Flüssigkeit,  die  anfänglich  auf  einer  Wirbellinie 
lagen,  auch  noch  in  jedem  folgenden  Augenblicke  auf 
einer  Wirbellinie  enthalten  sind.  Jedem  Wirbelfaden  zu 
Anfang  der  Zeit  entspricht  daher  auch  nachher  noch  ein  Wirbel- 
faden, der  dieselben  Teilchen  der  Flüssigkeit  umfaßt.  Femer  ist 
die  Entfernung  der  beiden  Punkte  in  jedem  folgenden  Augen- 
blicke der  Größe  des  Wirbelvektors  proportional.  Betrachten 
wir  nun  ein  Element  des  Wirbelfadens,  das  zu  Anfang  den 
Querschnitt  dF  hatte  und  dessen  Länge  gleich  dem  Abstände 
der  beiden  materiellen  Punkte  war.  Alle  Teilchen  der  Flüssig-, 
keit,   die  zu  Anfang  in  diesem  Wirbelfscdenelemente  enthalten 
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waren,  bilden  auch  in  jedem  folgenden  Augenblicke  ein  Wirbel- 
fadenelement. Wegen  der  ünzusammendrückbarkeit  der  Flüssig- 
keit müssen  beide  Elemente  gleiches  Volumen  haben.  Wenn 
sich  daher  wegen  der  Veränderung  der  Größe  des  Wirbelvektors 
die  Länge  des  Elements  vergrößert  oder  verkleinert  hat,  so  muß 
sich  der  Querschnitt  entsprechend  verkleinert  oder  vergrößert 
haben,  so  daß  das  Produkt  dF*  w  konstant  bleibt.  Der  Wirbel- 
faden besteht  daher  nicht  nur  stets  aus  denselben  Teil- 
chen, sondern  er  hat  auch  in  jedem  folgenden  Augen- 
blicke dieselbe  „Stärke"  wie  zu  Anfang.  Hiernach  kann 
man  jedem  einmal  in  einer  reibungsfreien  Flüssigkeit  bestehen- 
den Wirbelfaden  eine  selbständige  Existenz  zuschreiben;  er 
bewegt  sich  mit  unveränderter  Stärke  in  der  Flüssigkeit  samt 
den  Teilchen  der  Flüssigkeit,  an  die  er  gebunden  ist,  weiter 
und  kann  nur  entweder  durch  Beibungen  in  der  Flüssigkeit 
oder  durch  äußere  Kräfte,  die  sich  nicht  von  einem  Potentiale 
ableiten  lassen,  vernichtet  (oder  neu  geschaffen)  werden.  Der 
letzte  Fall  ist  übrigens  bei  den  gewöhnlich  vorkommenden 
Flüssigkeitsbewegungen  ausgeschlossen,  da  als  äußere  Kraft 
bei  diesen  nur  die  Schwere  in  Betracht  kommt,  die  zu  einem 
Potentiale  gehört. 

Die  Schlüsse,  zu  denen  wir  hier  gelangten  und  die  zuerst 
von  Helmholtz  in  einer  seiner  berühmtesten  Abhandlungen  ge- 
zogen wurden,  sind  freilich  immer  noch  an  die  Voraussetzung 
gebunden,  daß  die  Flüssigkeitsi  eibung  und  die  Mischbewegung 
vernachlässigt  werden  können.  Eine  genaue  Übereinstimmung 
mit  der  Wirklichkeit  ist  daher  auch  von  ihnen  keineswegs  zu 
erwarten.  Immerhin  stimmen  sie  aber  in  vielen  Fällen  schon 
sehr  näherungsweise  mit  den  Beobachtungen  überein.  Eine  der 
bekanntesten  Erscheinungen,  die  hierher  gehören,  bieten  uns 
die  Wirbelringe  dar,  die  ein  Raucher  hervorzubringen  vermag. 
Auf  verhältnismäßig  große  Strecken  hin  halten  diese  Bauch- 
ringe gut  zusammen  und  daß  der  Wirbelring  dabei  stets  aus 
denselben  Teilchen  zusammengesetzt  bleibt,  wird  in  diesem  Falle 
durch  die  Farbe  des  Bauchs  gekennzeichnet.  Sonst  spielt  der 
Bauch  natürlich  bei  dem  ganzen  Vorgange  keine  BoUe;  auch 
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ohne  Rauch  kann  man  solche  Wirheh-inge  in  die  Luft  aus- 
stoßen, sie  entziehen  sich  dann  nur  der  unmittelbaren  Wahr- 
nehmung. 

Eine  große  Bolle  spielen  die  Wirbel  bei  den  großen  Luft- 
bewegungen in  der  Atmosphäre  der  Erde.  Li  der  Gegend  der 
barometrischen  Minima  und  Maxima  bestehen  Wirbel  mit  un- 
gefähr senkrechter  Achse,  die  auf  der  Erdoberfläche  enden  und 
nach  oben  hin  in  unbekannter  Weise  weiterlaufen,  die  so- 
genannten Zyklonen  und  Antizyklonen.  Die  verhältnismäßige 
Beständigkeit  der  Wirbel  zeigt  sich  auch  bei  ihnen,  indem  sie 
sich  oft  tagelang  erhalten,  während  sie  über  die  Erde  hin- 
wegziehen. Sie  schlagen  dabei  mit  Vorliebe  gewisse  Bahnen 
ein,  die  sogenannten  „Zugstraßen".  Übrigens  ist  bei  der 
Anwendung  der  Wirbellehre  auf  diese  meteorologi- 
schen Vorgänge  nicht  außer  acht  zu  lassen,  daß  sich 
unsere  Mechanik  zunächst  immer  nur  auf  de^n  abso- 
luten Kaum  bezieht,  während  hier  die  Drehung  der 
Erde  gegen  den  festen  Raum  eine  wesentliche  Rolle 
spielt.  Man  muß  daher,  um  die  Bewegung  der  Luftströmungen 
relativ  zur  Erde  verfolgen  zu  können,  die  Ergänzungskräfte 
der  Relativbewegung  an  den  Luftteilchen  als  fernere  äußere 
Kräfte  anbringen.  Dabei  findet  man  aber,  daß  die  „zweite" 
(Coriolissche)  Ergänzungskraft  nicht  zu  einem  Potentiale 
gehört.  Infolgedessen  ist  hier,  auch  abgesehen  von  Reibungen, 
ein  Grund  zum  Entstehen  (oder  Verschwinden)  von  Wirbebi 
gegeben,  der  sehr  wesentlich  mitspricht. 

Ein  kreisförmiger  Wirbelring  (ähnlich  einem  der  vorher 
erwähnten  Rauchringe)  vermöchte  sich  in  einer  reibungsfreien 
Flüssigkeit,  solange  nur  solche  Kräfte  auftreten,  die  zu  einem 
Potentiale  gehören,  in  unveränderter  Gestalt  und  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  in  derselben  Richtung  beliebig  lange  fort- 
zubewegen. Relativ  zu  einem  Koordinatensysteme,  das  sich  mit 
ihm  bewegte,  wäre  die  Bewegung  stationär.  Den  Geschwindig- 
keiten der  Flüssigkeitsteilchen,  die  hierbei  in  Bewegung  be- 
griffen sind,  entspricht  eine  gewisse  lebendige  Kraft.  Auch 
diese  Energie  bewegt  sich  demnach  mit  dem  Wirbelringe  voran 
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und  es  gehört  zu  den  bemerkenswertesten  Eigenschaften  der 
Wirbel,  daß  sie  die  kinetische  Energie  zusammenhalten  und 
mit  sich  weiterführen  können,  ohne  daß  eine  andere  Zerstreu- 
ung derselben  eintritt,  als  sie  durch  die  Flüssigkeitsreibungen 
bedingt  wird,  die  zu  einem  allmählichen  Ausbreiten  und  zu- 
gleich zu  einem  Erlöschen  der  Wirbel  fiihrt. 

§  62.    Wellenbewegungen. 

Zu  den  bekanntesten  Flüssigkeitsbewegungen  gehören  die 
WeUen,  die  sich  nach  Gleichgewichtsstörungen  auf  der  Ober- 
fläche weit  ausgedehnter  und  tiefer  Wasserbecken  ausbilden. 
Ein  kleines  Stückchen  Holz,  das  auf  der  Wasseroberfläche 
schwimmt  und  deren  Bewegungen  mitmacht,  lehrt  uns,  daß 
die  Wasserteilchen  keineswegs  in  dauernd  fortschreitender  Be- 
wegung begriffen  sind,  wie  dies  nach  flüchtiger  Beobachtung 
vermutet  werden  könnte,  sondern  daß  sie  —  wenigstens  bei 
regelmäßiger  Ausbildung  der  Wellen  —  in  sich  zurücklaufende 
Kurven  beschreiben.  Im  allgemeinen  bleiben  demnach  die 
Wasserteilchen  an  ihrem  Orte;  sie  heben  sich,  wenn  ein  WeUen- 
kamm  naht,  um  sich  gleich  darauf  wieder  zu  senken  und  beim 
Vorbeischreiten  eines  Wellentals  ihren  tiefsten  Stand  zu  er- 
reichen. Nur  die  Erscheinung  oder  „Phase",  d.  h.  die  geome- 
trisch wohldefinierte  Oberflächenform  ist  im  Fortschreiten  be- 
griffen, aber  nicht  die  Materie,  aus  der  sie  gebildet  ist. 

Aus  bloßen  Hebungen  und  Senkungen  kann  indessen  die 
Bewegung  des  Wassers  in  den  WeUen  nicht  bestehen,  da  eine 
solche  Bewegung  im  Widerspruche  mit  der  Kontinuitätsbedin- 
gung wäre.  Man  denke  sich  nämlich  durch  eine  lotrechte 
Mantelfläche  einen  zylindrischen  Wasserkörper  von  beliebiger 
Grundfläche,  der  bis  zum  Boden  hinreicht,  abgegrenzt.  Wenn 
keine  Horizontalkomponenten  der  Geschwindigkeit  vorkämen, 
würde  aus  diesem  Kaume  Wasser  weder  austreten  noch  ein- 
treten und  da  das  in  ihm  vorhandene  Wasser  stets  den  gleichen 
Raum  einnehmen  muß,  folgt,  daß  bei  festem  Boden  auch  der 
Wasserspiegel  —  im  Mittel  wenigstens  —  stets  die  gleiche  Höhe 
einnehmen   müßte.     Da   dies   nun   für  jeden  solchen  Wasser- 
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Zylinder  gilt,  kann  ohne  Horizoütalkomponenten  der  Geschwin- 
digkeit überhaupt  keine  Wellenbewegung  bestehen. 

Jedes  Wasserteilchen  muß  hiemach  eine  Bahn  beschreiben, 
die  bei  regelmäßiger  Ausbildung  der  Wellen  als  eine  geschlossene 
ebene  Kurve  angeuommen  werden  kann,  deren  Ebene  senkrecht 
zur  Längsrichtung  der  Wellen,  d.  h.  senkrecht  zu  den  horizon- 
talen Erzeugenden  der  Zylinderfläche  steht,  die  das  Wasser  nach 
oben  hin  begrenzt.  Die  Wellenbewegung  kann  daher  als  eine 
ebene  Bewegung  behandelt  werden.  Als  wirbelfrei  dürfen  wir 
sie  aber  nicht  ansehen,  wenn  wir  an  dem  aus  der  Beobachtung 
gezogenen  Schlüsse  festhalten  wollen,  daß  die  einzelnen  Wasser- 
teilchen geschlossene  Bahnen  beschreiben.  Freilich  hat  man 
auch  eine  recht  umfangreiche  Theorie  der  WasserweUen  aus- 
gebildet, bei  der  die  Bewegung  von  einem  Geschwindigkeits- 
potentiale abgeleitet,  also  als  wirbelfrei  betrachtet  wird.  Außer 
der  einfacheren  Behandlung,  die  durch  diese  Annahme  ermög- 
licht wird,  führt  man  häufig  zu  ihren  Gunsten  an,  daß  nach 
dem  für  die  reibungsfreie  Flüssigkeit  gültigen  Satze  von  La- 
grange die  Bewegung  notwendig  wirbelfrei  sein  müsse,  da  sie 
ursprünglich  aus  dem  Ruhestande  hervorgegangen  ist  und  dabei 
an  den  im  Innern  gelegenen  Flüssigkeitsteilchen  andere  äußere 
Kräfte  als  die  Schwere  nicht  mitgewirkt  haben.  Das  ist  zwar 
richtig,  aber  ebenso  steht  fest,  daß  das  Bild  der  reibungsfreien 
Flüssigkeit  ohne  Mischbewegungen  in  vielen  Fällen  der  Anwen- 
rung,  zu  denen  wohl  auch  die  hier  zu  betrachtenden  Wasser- 
wellen gehören,  für  sich  allein  ganz  unzulänglich  ist.  Nur  so- 
weit die  daraus  gezogenen  Schlüsse  durch  die  Beobachtung 
genügend  bestätigt  werden,  darf  man  ihnen  einen  Wert  bei- 
messen; wo  aber  die  Beobachtung  zu  einer  damit  im  Wider- 
spruche stehenden  Annahme  nötigt,  ist  dieser  der  Vorzug  zu 
geben. 

Den  Techniker  interessieren  vor  allem  die  großen  wohl- 
ausgebildeten Wellenzüge,  die  infolge  eines  heftigen  Sturmes 
auf  der  Oberfläche  des  Meeres  oder  eines  größeren  Sees  auf- 
teten.  Diesen  hat  auch  der  berühmte  Wasserbaumeister  Hagen 
seine  Aufmerksamkeit  zugewendet.    Er  fand  durch  Beobachtimg, 
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daß  die  Wasaerteilchen  bei  ihnen  stete  ziemlich  genan  kreis- 
förmige Bahnen  besehrieben.  Hiervon  ließ  er  eich  bei  der 
theoretischen  Untersnchang,  die  er  daran  knüpfte,  leiten  und  die 
sich  daraus  ergebende  „Hageneche  Theorie"  der  Wasser- 
wellen nimmt  in  den  Kreisen  der  Waaserbautechniker  bis  aaf 
den  heutigen  Tag  den  ersten  Rang  ein.  Übrigens  war  6erstner 
(1804)  im  wesentlichen  schon  auf  die  gleichen  Betrachtungen 
gekommen,  wenn  er  sie  auch  nicht  so  weit  durchgeführt  hatte. 
Ich  begnüge  mich  hier  mit  der  Wiedergabe  der  Gerstner- 
Hagenecheu  Theorie,  ohne  auf  die  zahlreichen  anderen  Arbeiten 
über  WeUenbewegungen  von  ähnlicher  Art  einzugehen. 

Ehe  mit  der  R«chnang  begonnen  wird,  möge  die  Grund- 
lage, auf  der  sie  beruhen  soll,  noch  etwas  naher  besprochen 
werden.    Es  soll  sich  also  um  eine  ebene  Bew^ung  handeln. 


die  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  erfolgt,  während  auf  der 
freien  Oberfläche  ein  konstanter  Druck  —  Mmlioh  der  Luft- 
druck —  lastet.  Das  Wasser  boU  tief  im  Vergleiche  zu  den 
Abmessui^en  der  Wellen  sein  und  auch  nach  den  Seiten  hin 
soll  es  als  unh^p-enzt  angenommen  werden,  um  die  Störungen, 
die  von  den  Ufem  her  erfolgen,  hier  ans  dem  Spiele  lassen  zu 
können.  Vermutet  wird  femer  auf  Grund  von  Beobachtungen, 
daß  die  Wasserteilchen  der  Oberfläche  kreisförmige  Bahnen 
durchlaufen.  Abb.  21  gibt  naher  an,  wie  hierbei  die  Wellen- 
oberfläche zustande  kommt.  Ob  dies  genau  zutrefl'en  kann, 
läßt  sich  auf  Grund  der  Beobachtung  allein  nicht  entscheidenj 
wir  werden  uns  vielmehr  davon  überzeugen  müssen,  ob  eine 
solche  Bewegung  geometrisch  und  dynamisch  möglich  ist. 

Ferner  müssen  wir  nach  den  Bahnen  fragen,  die  von  den 
nicht  zur  Oberfläche  gehörenden  Teilen  eingeschlagen  werden. 
Wir  denken  uns  in  der  Bewegungeebeue  eine  horizontale  Linie 

FCppl,  Uhue  Dfnualk.  2S 
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gezogen^  die  bei  ruhendem  Wasser  eine  gewisse  Tiefe  unter 
dem  Wasserspiegel  hat.  Wenn  der  vorher  geradlinige  Wasser- 
spiegel durch  die  Bewegung  in  eine  Wellenlinie  übergegangen 
ist;  müssen  auch  die  Wasserteilchen,  die  im  Gleichgewichts- 
zustände auf  jener  Geraden  lagen,  eine  Wellenlinie  bilden.  Die 
Wellenhöhe  dieser  Linie  ist  nur  von  der  Tiefe  abhängig,  die 
sie  unter  dem  Wasserspiegel  einnimmt.  Ihren  größten  Wert 
nimmt  sie  in  der  Oberfläche  selbst  an  und  von  da  an  muß  sie 
nach  der  Tiefe  zu  fortwährend  abnehmen,  so  daß  in  größerer 
Tiefe  überhaupt  kaum  noch  etwas  von  der  Bewegung  wahr- 
zunehmen ist.  Dies  ist  einerseits  nötig,  damit  die  Gh'enz- 
bedingung  an  der  Bodenfläche  erfüllt  werden  kann,  und  anderer- 
seits weiß  man  auch  schon  aus  der  Erfahrung,  daß  sich  die 
Wellenbewegungen  im  wesentlichen  nur  in  der  Nähe  der  Ober- 
fläche abspielen  und  schon  in  einiger  Tiefe  unter  der  Oberfläche 
fast  unmerklich  werden.  Die  Wasserteilchen  unter  der  Ober- 
fläche werden  sich  daher  im  allgemeinen  ähnlich  wie  die  an 
der  Oberfläche  selbst  bewegen  müssen,  nur  mit  geringeren 
Ausschlägen.  Wir  werden  daher  zu  der  Vermutung  geführt, 
daß  auch  diese  Wasserteilchen  kreisförmige  Bahnen'  be- 
schreiben, daß  aber  der  Halbmesser  der  Kreise  nach  unten 
hin  abnimmt.  Wenn  die  Teilchen  an  der  Oberfläche  zum 
Gipfel  eines  Wellenberges  gehören,  müssen  der  Kontinuitäts- 
bedingungen wegen  auch  die  Teilchen  der  tieferen  Wasser- 
schichten, die  gerade  unter  jenen  liegen,  jedenfalls  eine  der 
höchsten  benachbarte,  wahrscheinlich  aber  ebenfalls  ihre  höchste 
Lage  einnehmen.  Wir  vermuten  daher,  daß  die  Bewegungen 
in  verschiedenen  Tiefen  an  entsprechenden  Stellen  in  gleicher 
Phase  stehen,  d.  h.  daß  die  tiefer  gelegenen  Teilchen  ihre 
Kreisbahnen  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  beschreiben, 
wie  die  an  der  Oberfläche,  und  daß  der  vom  Mittelpunkte  der 
Kreisbahn  aus  nach  dem  bewegten  Punkte  gezogene  Radius 
in  jedem  gegebenen  Augenblicke  für  alle  übereinanderliegen- 
den Teilchen  die  gleiche  Richtung  hat. 

Alle   diese  Schlüsse  sind  Induktionsschlüsse,   die  als  ein 
Muster  dafür  gelten  können,  wie  man  mit  der  theoretischen 
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Deutung  einer  aus  der  Beobachtung  bekannten  Erscheinung 
beginnen  soll.  Inwieweit  man  mit  diesen  Vermutungen  das 
Rechte  getrofPen  hat,  kann  erst  die  nachfolgende  deduktive 
Untersuchung  lehren. 

Für  die  Durchführung  dieser  Untersuchung  empfiehlt  sich 
im  vorliegenden  Falle  nicht  das  Verfahren  von  Euler,  sondern 
das  von  Lagrange.  Denn  bei  diesem  verfolgen  wir  das  ein- 
zelne Wasserteilchen;  wir  können  daher  nach  ihm  die  Unter- 
suchung in  derselben  Weise  fortsetzen,  wie  sie  vorher  begonnen 
war.  Bei  der  Lagrangeschen  Methode  fällt  die  Eontinuitäts- 
gleichung  freilich  erheblich  verwickelter  aus,  als  nach  der  Euler- 
schen;  sie  spricht  aus,  daß  eine  gewisse  Determinante  konstant 
sein  muß.  Im  Falle  der  ebenen 
Bewegung  und  namentlich  in  dem 
hier  vorliegenden  Falle  vereinfacht 
sich  aber  die  Gleichung  so  erheb- 
lich, daß  sie  keine  Schwierigkeiten 
mehr  machen  kann. 

Wir  ziehen  in  der  Bewegungs- 
ebene eine  horizontale  X-Achse 
und  eine  T*- Achse  lotrecht  nach 
abwärts.  Dann  nehmen  wir  drei 
benachbarte  Punkte  an,  von  denen  Abb.  22. 

der    zweite    mit    dem    ersten    in 

gleicher  Höhe,  der  dritte  mit  dem  ersten  auf  der  gleichen 
Lotrechten  liegt.  Diese  drei  Punkte  ABC  in  Abb.  22 
betrachten  wir  als  die  Mittelpunkte  der  kreisförmigen  Bahnen 
von  drei  Wasserteilchen,  deren  Bewegung  wir  näher  verfolgen 
wollen.  In  irgendeinem  Augenblicke  sei  D  die  Lage  jenes 
Teilchens,  dessen  Mittelpunkt  in  Ä  liegt.  Der  Halbmesser  AD 
der  Kreisbahn  sei  mit  r  bezeichnet;  der  Winkel,  den  AD  mit 
der  Lotrechten  bildet  und  den  wir  als  den  Phasenwinkel  be- 
zeichnen können,  sei  zur  gegebenen  Zeit  gleich  (p.  Wir  wollen 
annehmen,  daß  die  Teilchen  ihre  Bahnen  in  solchem  Sinne 
durchlaufen,   daß    der  Winkel  97  mit   der  Zeit   abnimmt;    die 

WeUe  pflanzt  sich  dann  im  Sinne  der  positiven  X-Achse  fort 

26* 
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(vorausgesetzt^    daß,   wie   in   der   Figur    schon    angenommen, 

-^  positiv  ist). 

Zum  Mittelpunkte  B  gehört  das  Wasserteilchen  E,  Wenn 
die  Phase  von  x  unabhängig  wäre^  hätte  E  die  Lage  E\  so 
nämlich,  daß  BE'  gleich  und  parallel  mit  AD  wäre.  Nun  ist 
zwar  BE  immer  noch  gleich  AD,  weil  der  Halbmesser  der 
Bahnkreise  für  alle  in  derselben  Schicht  liegenden  Teilchen  die- 
selbe Größe  hat.  Dagegen  hat  sich  der  Phasenwinkel  9)  um 
d(p  geändert.    Da  9  nur  von  x  abhängig,  von  y  aber  unabhängig 

ist,  können  wir  , 

dw  ^  -^  dx 
^       dx 

setzen,  falls  die  Strecke  AB  mit  dx  bezeichnet  wird.  —  Zum 

Mittelpunkte  C  endlich  gehört  der  Flüssigkeitspunkt  F,     Um 

ihn   zu  finden,   trage   man   zunächst  CF'  gleich   und  parallel 

mit  AD  auf  und  vermindere  hierauf  CF'  um  F'F  oder  um 

—  dr.     Der  Halbmesser  r  ist  nur  von  y  abhängig  und  von  x 

unabhängig  und  man  hat  daher,  wenn  die  Strecke  AC  mit  dy 

bezeichnet  wird,  , 

dr^^dy. 

Wir  müssen  erwarten,  daß  r  mit  wachsendem  y  abnimmt. 
Hier  setzen  wir  aber  zunächst  ^  als  positiv  voraus;  die  Rech- 
nung muß  uns  dann  von  selbst  lehren,  daß  es  in  Wirklichkeit 
negativ  ist. 

Man  betrachte  den  Inhalt  des  in  Abb.  22  durch  Schraf- 
fierung hervorgehobenen  Dreiecks  DEF.  Wenn  die  Zeit  fort- 
schreitet, verändert  sich  die  Gestalt  und  die  Lage  dieses  Drei- 
ecks; für  jeden  folgenden  Augenblick  läßt  es  sich  aus  den 
festliegenden  Mittelpunkten  ABC  ohne  weiteres  von  neuem 
konstruieren.  Das  Dreieck  wird  stets  von  denselben 
Flüssigkeitsteilchen  eingenommen;  die  Eontinuitäts- 
bedingung  verlangt  daher,  daß  die  Fläche  des  Drei- 
ecks während  der  Bewegung  konstant  bleibt. 

Wir  müssen  also  nun  einen  Ausdruck  für  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  aufstellen.     Um   dabei   nicht   auf  Lehren 
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der  analytiBchen  Geometrie  Terveisen  zu  mSBBen,  toq  denen 
ich  nicht  wiseeu  kann,  ob  sie  dem  Leeer  gerade  noch  im  Ge- 
dächtnis geblieben  sind,  zeichne  ich  in  Abb.  23  ein  Dreieck 
aua  den  Punkten  1,  2,  3,  deren  Koordinaten  eingeschrieben 
sind.  Der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  wird  durch  Zusammen- 
setzen  aus  den  einzelnen  Bestandteilen  ge- 
funden zu 

wofür    man     auch    in    Determinantenform 

^   I*»       ^»1  Abb.  8». 

schreiben  kann. 

Um  diese  Formel  für  die  Berechnung  des  Dreiecks  DEF 
in  Abb.  22  verwenden  zu  können,  brauchen  wir  nur  zu  setzen 

ff,  =  rfa;  —  rdrp  cos  rp , 

hf  =  rdg)Bia(p, 

Og  —  —drsmtp, 

bg  =  dy  ~  dr  coB  (p . 
Diese  Werte  ergeben  sich  nämlich  aus  Abb.  22  ohne  weiteres 
wenn  man  nur  beachtet,  daB  EE'-^'rdip  und  F'F=  —  dr 
ist.  Wäre  nämlich  dr  positiv,  so  l^e  F  jenseits  F',  während 
es  in  der  Fignr  zwischen  F'  und  C  angenommen  ist.  Für  den 
Dreiecksinhalt  A  bekommt  man  demnach 
A  =  i  { {dx  —  rdrp  coa  ip)  {dy  —  dr  cos  qp)  +  dr  sin  91  ■  rdqi  sin  ip  | 

=  ^  { dxdy  —  cos  9)  {dxdr  +  rdydip)  +  rdrdtp  ] 
oder,  wenn  man  fOr  dr  und  dtp  die  vorher  festgestellten  Aus- 
drücke einsetzt, 

A-ii«i,[l-co.,pgi  +  rg)+r|ig).       (399) 

Dieser  Ausdruck  maß  der  Zeit  nach  konstant  sein.    Der  Halb- 
messer r  und  die  Differentialquotienten  von  r  und  tp  sind  aber 
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nnabhangig  von  der  Zeit  und  die  einzige  Gfröße,  die  in  dem 
gefundenen  Ausdrucke  mit  der  Zeit  yerimderlicli  ist^  ist  cos  q). 
Um  die  Eontinuitatsbedingnng  zu  erfÜUen,  müssen  wir  daher 
den  mit  cos  q)  multiplizierten  Elammerwert  gleich  Null  setzen. 
Wir  erhalten  damit 

f,— II-  (400) 

Da  r  unabhängig  von  x  ist,  kann  auch  ^  nicht  von  x  ab- 
hängen. Wir  können  daher^  einen  einfachen  Ausdruck  für 
diesen  Differentialquotienten  aufstellen.  Die  Länge  der  Welle, 
d.  h.  die  Entfernung  zwischen  zwei  Wellenkämmen,  sei  mit  k 
bezeichnet;  dann  ist  der  Phasenunterschied,  der  zu  dem  Ab- 
stände X  gehört,  gleich  27C.  Da  nun  der  Phasenunterschied  dg), 
wie  wir  sahen,  überall  proportional  zu  dem  horizontalen  Ab- 
stände dx  ist,  folgt 

dip^^dx  (401) 

und  die  vorige  Gleichung  geht  hiermit  über  in 

dy^       T    ' 

Aus  dieser  Differentialgleichung  kann  sofort  r  als  Funktion  von  y 

berechnet  werden.     Durch  Trennung  der  Variabein  erhält  man 

dr  2«  ., 
-j-dy 

und  hieraus  durch  Integration 

Igr-C-^y.  (402) 

Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  C  dient  die 
Bemerkunc:,  daß  für  die  Wasseroberfläche  r  eleich  der  Hälfte 
der  WeUenUe  Ä  ist,  wenn  man  darunter  den  Höhenunter- 
schied  zwischen  dem  Wellenkamme  und  dem  tiefsten  Punkte 
eines  Wellentals  versteht.  Wir  wollen  femer  annehmen,  daß 
die  X-Achse  in  jener  Höhe  gezogen  sei,  auf  der  die  Mittel- 
punkte der  von  den  Punkten  der  Wellenoberfläche  beschrie- 
benen Kreisbahnen  liegen.  Dabei  ist  übrigens  zu  beachten, 
daß  diese  Linie  nicht  etwa  mit  dem  Wasserspiegel  des  ruhenden 
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Wassers  zusammenfällt.  Auf  Ghiind  dieser  Festsetzung  findet 
man  f ür  y  =  0  aus  Gl.  (402) 

und  wenn  man  dies  einsetzt^  geht  die  Gleichung  über  in 

^Vr'T-y    °^«^    «•-T«"^"-  (403) 

Der  Halbmesser  r  nimmt  also  nach  einem  Exponential- 
gesetze  mit  der  Tiefe  ab.     Da 

e-^^  =  0,00187 

ist,  macht  r  in  einer  Tiefe,  die  gleich  der  Wellenlänge  X  ist, 
schon  nicht  mehr  ganz  zwei  Tausendstel  des  Wertes  an  der 
Oberfläche  aus  und  in  einer  doppelt  so  großen  Tiefe  zählt  r 
nur  noch  nach  Millionteln  des  Wertes  an  der  Oberfläche.  Wir 
finden  damit  bestätigt,  daß  sich  die  Wellenbewegung  im 
wesentlichen  nur  in  den  oherflächlichen  Schichten  des 
Wassers  ahspielt,  deren  Dicke  etwa  von  der  Größen- 
ordnung der  Wellenlänge  ist.  Unsere  Lösung  des  Pro- 
blems ist  daher  jedenfalls  auch  nur  so  lange  brauchbar,  als  die 
Wassertiefe  mindestens  auch  von  dieser  Größenordnung  ist. 

Da  die  Punkte  ABC  in  Ahb.  22  ganz  willkürlich  gewählt 
waren,  ist  bei  Erfüllung  der  Gl.  (400)  oder  der  daraus  ab- 
geleiteten IntegralgleichuDg  (403)  der  Kontinuitätsbedingung 
(hei  genügender  Wassertiefe)  überall  genügt.  Die  auf  in- 
duktivem Wege  gefundene  Bewegungsform  stellt  da- 
her jedenfalls  eine  geometrisch  mögliche  Wasser- 
bewegung dar.  Es  bleibt  aber  noch  zu  untersuchen,  ob  sie 
unter  den  gegebenen  Bedingungen  für  die  äußeren  Kräfte  auch 
dynamisch  möglich  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  machen  wir  von  dem  d'Alemhertschen 
Prinzip  Gebrauch.  Wenn  wir  zu  den  äußeren  Kräften  noch 
die  Trägheitskräfte  an  den  bewegten  Wasserteilchen  fügen, 
muß  sich  die  Wassermasse  in  der  augenblicklichen  Gestalt,  die 
sie  besitzt,  im  Gleichgewichte  halten,  falls  wir  sie  im  ruhenden 
Zustande  und  in  dieser  Gestalt  und  Lage  sich  selbst  überlassen. 
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Die  Tragheitskräfte  reduzieren  sich  hier^  da  die  Wasserteilclien 
alle  kreisförmige  Balinen  mit  konstanter  Geschwindigkeit  be- 
schreiben, auf  Zentrifugalkräfte.  Wir  haben  daher  nur  noch 
ein  einfaches  hydrostatisches  Problem  zu  untersuchen. 

Die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit 
unter  dem  Einflüsse  gegebener  äußerer  Kräfte  kommt  aber 
darauf  hinaus,  daß  die  Flüssigkeitsoberfläche  eine  Niveaufläche 
bildet,  d.  h.  daß  die  resultierende  äußere  Kraft  senkrecht  zur 
Oberfläche  steht.  Der  Druck  an  irgend  einer  Stelle  im  Innern 
regelt  sich  danach  von  selbst  und  kann  nach  den  gewöhnlichen 
hydrostatischen  Gesetzen  leicht  berechnet  werden. 
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Die  Koordinaten  irgend  eines  Flüssig- 
keitsteilchens zur  Zeit  t  seien  mit  I17,  die 
des  Mittelpunktes  der  yon  ihm  beschriebenen 
\       ^  Kreisbahn,   wie  vorher,  mit  xy  bezeichnet 

(vgl.  Abb.  24).     Dann  ist 

|  =  a;  — rsing?,    iy  =  y  — rcosqp. 

Setzt  man  speziell  y=»0  und  schreibt  man 

für  das  zugehörige  r,  d.  h.  für  —  jetzt   der  Kürze  wegen  r^, 

so  wird  dies 

^=^  x  —  TqSukp,    iy  =  — r^cosqp,  (404) 

und  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  qp  eliminiert,  nachdem 
man  zuvor  x  mit  Hilfe  von  Gl.  (401)  in  9  ausgedrückt  hat, 
erhält  man  daraus  die  Gleichung  der  Wellenoberfläche  zur 
Zeit  t.    Anstatt  diese  Elimination  auszuführen,  können  wir  aber 

auch  den  DifiFerentialquotienten  ^,  auf  den  es  allein  ankommt, 

unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (404)  in  Verbindung  mit 
Gl.  (401)  ermitteln.     Man  hat  nämlich 

dr} dri  ^  d^ 

d|        dx ' dx^ 

wobei  nach  den  genannten  Gleichungen 

dr  .  dw        2« 

da        ^  dw       ^       2yt 

di  =  1  -  »"o  cos  9  •  5^  =  1  - -j- r«  cos  y 
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zu  setzen  ist.     Hiernach  wird 

dri  2  Ttr^  sin  tp 


^e-1      o  (405) 

und  hiermit  ist  auch  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Wellen- 
oberfläche an  einer  Stelle,  die  der  Phase  (p  entspricht,  bekannt. 
Auf  ein  Wasserteilchen,  das  an  dieser  Stelle  der  WeUen- 
oberfläche  liegt,  wirkt  —  abgesehen  von  dem  Luftdrucke,  der 
auf  der  Wasseroberfläche  lastet  und  der  überall  als  konstant 
und  normal  zur  Oberfläche  angesehen  werden  kann  —  die 
Schwerkraft  und  die  zur  Herstellung  des  sta- 
tischen Problems  beizufügende  Zentrifugalkraft. 
Die  Resultierende  aus  den  beiden  zuletzt  ge- 
nannten Kräften  muß  senkrecht  zur  WeUen- 
oberfläche  stehen.  Zerlegen  wir  also  die  Re- 
sultierende in  eine  horizontale  Komponente  P^ 
und   in   eine   vertikale   Komponente  Pg,   wie  ^i>'>- »fi- 

es in  Abb.  25,  die  ein  Stückchen  der  Wellenoberfläche  angibt, 
angedeutet  ist,  so  muß  sich  verhalten 

Wir  werden  also  das  Verhältnis  der  Komponenten  JP^  und  P^ 
berechnen  und  seinen  Wert  mit  dem  des  Differentialquotienten, 
der  aus  GL  (405)  bekannt  ist,  vergleichen  müssen. 

Die  Masse  des  Teilchens,  das  wir  betrachten,  sei  m.    Dann 
ist  die  an  ihm  wirkende  Zentrifugalkraft  C 

ü  =  —  =  mu^r^ . 
Die  Winkelgeschwindigkeit  w,  die  hierin  vorkommt,  ist 

--%  im 

Für  Pi  erhalten  wir  daher 

Pi  «=  C  sin  9  =  m  (-^j  r^  sin  9 ,  (408) 

wenn  P^  als  positiv  in  jener  Richtung  gerechnet  wird,  die 
durch  den  Pfeil  in  Abb.  25  angezeigt  ist.  Bei  P^  kommt 
außer  der  Yertikalkomponente  der  Zentrifugalkraft   noch   das 
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Gewicht  mg  des  Teilchens  in  Betracht;  man  hat  daher^  wie- 
derum unter  Berücksichtigung  der  Yorzeichenfestsetzungen, 

P,  =-  w^r  —  Ccos y  =  mg  —  m  \^\  »"o ^^ 9 • 

61.  (406)  geht  hiermit  und  unter  Berücksichtigung  Ton  GL  (405) 
über  in 

ldw\^  X  —  29ErA  cos Qp 

und  diese  Gleichung  muß^  wenn  die  Bewegung  unter  den  ge- 
gebenen Umständen  auch  dynamisch  möglich  sein  soll^  für 
jeden  Punkt  der  Wellenoberfläche,  d.  h.  für  jeden  Wert  von  tp, 
erfüllt  sein.  Dies  trifft,  wie  wir  sehen,  in  der  Tat  zu,  falls 
nur  zwischen  den  in  der  Gleichung  vorkommenden  konstanten 
Größen  die  Bedingungsgleichung 

^)':</  =  2«:;i  (409) 

erfüllt  ist.  Um  dieser  Gleichung  eine  für  die  weitere  Ver- 
wendung bequemere  Form  zu  geben,  führe  ich  femer  noch 
die  Schwingungszeit  x  ein,  also  jene  Zeit,  während  deren 
jedes  Flüssigkeitsteilchen  seine  kreisförmige  Bahn  einmal  durch- 
läuft. Es  ist  dies  zugleich  auch  die  Zeit,  während  deren  sich 
ein  Wellenkamm  (oder  überhaupt  jede  bestimmte  Phase  der 
Bewegung)  in  stetiger  Folge  um  die  Wellenlänge  X  fortbewegt 
hat.  Bezeichnet  man  demnach  dieFortschreitungsgeschwin- 
digkeit  der  Wellen  mit  ö,  so  ist  auch 

ö-|.  (410) 

Andererseits  läßt  sich  aber  -—-  in  %  ausdrücken.    In  x  wächst 

at 

nämlich  q)  um  2%  und  daher  ist 

dt         r  X 

Setzt  man  dies  in  GL  (409)  ein,  so  erhält  man 


(' 
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und  hierauf  durch  Auflösen  nach  & 

^-l/f-  (411) 

Wir  sind  damit  im  wesentlichen  am  Schlüsse  unserer  Be- 
trachtungen angekommen.  Es  zeigte  sich^  daß  die  zuerst  auf 
Grund  der  unmittelbaren  Beobachtung  gebildete  Vorstellung 
von  der  Art  der  Wellenbewegung,  insofern  zutreffend  war,  als 
sie  in  der  Tat  im  allgemeinen  einer  geometrisch  und  dynamisch 
möglichen  Bewegungsform  in  der  reibungsfreien  Flüssigkeit 
entspricht.  Es  mußten  dabei  nur  die  Bedingungsgleichungen 
(403)  und  (411)  erfallt  sein.  Wir  haben  daher  mehr  ge- 
funden,  als  eine  bloße  Bestätigung  für  die  Zulässig- 
keit  unserer  Induktionsschlüsse,  denn  wir  wissen  jetzt 
auch,  nach  welchem  Gesetze  die  Bewegung  nach  der 
Tiefe  hin  abnimmt  und  wie  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit mit  der  Wellenlänge  zusammenhängt. 
Besonders  beachtenswert  ist  hierbei,  daß  die  langen  Wellen 
nach  Gl.  (411)  schneller  fortschreiten  als  die  kurzen,  während 
es  auf  die  Höhe  der  Wellen  dabei  nicht  ankommt.  Dieses 
Ergebnis  ist  durchaus  verschieden  von  dem  Gesetze,  nach  dem 
die  Schallwellen  in  einem  elastischen  Körper  fortschreiten, 
denn  in  diesem  Falle  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
unabhängig  von  der  Wellenlänge.  Es  steht  aber  mit  der  Er- 
fahrung ganz  gut  in  Übereinstimmung.  Bei  bewegtem  Meeres- 
oder Seespiegel  kann  man  oft  neben  längeren  Wellen,  die 
dann  gewöhnlich  auch  von  größerer  Höhe  sind,  kleinere  Kräu- 
selungen beobachten,  die  zu  Wellen  von  kleinerer  Länge  ge- 
hören und  die  sich  über  die  langen  Wellenzüge  ohne  wesent- 
liehe  gegenaeitige  Störung  superponieren.  Man  wird  dann  stets 
bemerken,  daß  die  langen  Wellen  viel  schneller  fortschreiten 
als  die  kurzen,  die  sie  schnell  hinter  sich  lassen. 

Bei  den  Wellenbewegungen  bestehen,  wie  schon  zuvor 
bemerkt  wurde,  Wirbel  Die  einzelnen  Wirbelfäden  sind  hier 
geradlinig  und  senkrecht  zur  Bewegungsebene,  also  parallel  zur 
Z^Achse  gerichtet.  Die  Aufgabe,  um  die  es  sich  hauptsächlich 
handelte,  konnte  zwar  schon  ohne  weitere  Beachtung  der  Wirbel 
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gelöst  werden;  es  ist  aber  nicht  ohne  Interesse,  nachträglich 
anch  noch  die  Wirbel  zn  berechnen. 
Nach  GL  (370)  war  der  Wirbelrektor  tu 

*  "  H  a^  ~  w  +  U  a7  "  ai" j  +  Mä^  ■"  ä^ j  • 

Hier  ist  v^=^0  und  v^  und  v,  sind  unabhängig  von  ier;  daher 
yereinfacht  sich  tu  zu 

d.  L  tu  ist;  in  Übereinstimmung  mit  einer  zuTor  schon  ge- 
machten Bemerkung;  parallel  zur  Z- Achse.  Es  handelt  sich 
daher  nur  noch  um  die  absolute  Größe  von  tU;  nämlich 

a«,     a«i 


w  = 


dx       dy 


Um  diesen  Wert  zu  ermitteln,  kehren  wir  zur  Betrachtung 
von  Abb.  22  (S.  403)  zurück.  Im  Punkte  D  des  festen  Raumes 
steht  die  Geschwindigkeit  H  in  dem  Augenblicke,  auf  den  sich 
die  Abbildung  bezieht,  rechtwinklig  zu  AD  und  sie  hat  die 
Größe  rUy  wenn  u  wieder  die  Winkelgeschwindigkeit  (ihrem 
absoluten  Betrage  nach)  bezeichnet.  Wir  nahmen  früher  an, 
daß  die  kreisförmigen  Bahnen  der  einzelnen  Wasserteilchen 
in  solcher  Richtung  durchlaufen  würden,  daß  q>  mit  der  Zeit 
abnimmt;  und  wollen  an  dieser  —  an  sich  übrigens  gleich- 
gültigen —  Annahme  auch  hier  festhalten.  Für  die  Geschwin- 
digkeitskomponenten v^  und  v^  im  Punkte  D  erhalten  wir  dann 

Vi  =  ur  cos  9,    v,  =  —  wr  sin  9. 

Es  fragt  sich  jetzt,  um  wieviel  sich  diese  Komponenten  in  den 
Punkten  E'  und  F'  von  denen  im  Punkte  2)  zur  gleichen  Zeit 
unterscheiden.  Unmittelbar  bekannt  ist  die  Geschwindigkeit  in 
den  Nachbarpunkten  E  und  F  von  E'  und  F,  Die  Projektionen 
der  Strecke  DE  auf  die  Achsenrichtungen  sind  dx  —  rd(p  oos'g? 
und  rd(p^\Jiq),  Die  Änderung  dv^  der  Geschwindigkeitskom- 
ponente v^j  die  beim  Fortschreiten  vom  Punkte  D  zum  Punkte  E 
entsteht,  kann  daher 
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dv^  =  -^  (dx  —  rd(p  cos  9)  +  ^  rd(p  sin  qp 

gesetzt  werden,  wobei  auf  Gl.  (401)  zu  achten  war.  Anderer- 
seits ist  aber  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  E  ebenso  groß 
als  im  Punkte  2)  und  nur  die  Richtung  hat  sich  um  dq>  ge- 
ändert.   Man  hat  daher  für  dv^  auch  den  Ausdruck 

,  ,  2«r   .  , 

dv^  =  —  wr  sm  9  •  aqp  «=  —  M  —r-  sin  tp  •  dx. 

Die  Gleichsetzung  beider  Werte  liefert  die  erste  der  vier 
folgenden  Gleichungen 

dv,  (^        2^r  \    ,    dv,  2nr    .  2ytr    . 

_^^l  _  __cos9,j  + -g^^srny  =  -  «  ^  srny, 
_  ^1  _  _  cos  9>)  + -g^ -^  sin  9  -  -  « -^  cos  (p , 
-^ .  ^- sin  9)  + -^  ^1  + -jj- cos  9 j  =  -  M -j- cos  9) , 

df>m    2«r    .  ,    3v,  /^    ,    2%r  \  2«r    . 

g^.-^siny  +  g^«  (1  +  ^  C08()p)  -  u  —  smqp. 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  wird  nämlich  gefmiden^ 
wenn  man  in  derselben  Weise  die  Änderung  untersucht^  die 
t;,  beim  Übergange  von  2)  nach  E  erleidet,  und  die  beiden 
letzten  Gleichungen  beziehen  sich  ebenso  auf  die  Verschiebung 
Y(Hi  2)  nach  F,     Durch  Auflösen  der  Gleichungen  erhält  man 

te-MT-^+C-fO'hff-f)'-!]- 

Für  die  Intensität  des  Wirbels  findet  man  daher 

'2«r\^  r/23rr\> 


w 


-^'r-fOHf-fO-i]-       («2) 
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Der  Wert  von  w  hängt  demnach  bei  einer  gegebenen  Wellen- 
bewegung (d.  h.  bei  gegebenem  u  und  A)  nur  noch  yon  dem 
Halbmesser  des  Kreises  ab,  den  das  Teilchen  beschreibt^  das 
sich  gerade  an  der  betreffenden  Stelle  befindet.  Auch  dieses 
Resultat  läßt  uns  wieder  erkennen,  was  früher  schon  allgemeiner 
bewiesen  wurde,  daß  nämlich  die  Wirbelfäden  dauernd  an  die- 
selben Teilchen  der  Flüssigkeit  gebunden  sind  und  sich  in 
unveränderter  Stärke  mit  diesen  bewegen.  Jeder  Wirbelfaden 
beschreibt  daher  ebenfalls  eine  kreisförmige  Bahn. 

Wenn  an  irgendeiner  Stelle  2^r  «=  k  wäre,  würde  w  nach 
Gl.  (412)  unendlich  groß.  Dieser  Fall  ist  indessen  bei  einer 
Wellenbewegung  ausgeschlossen,  wie  man  aus  Gl.  (405)  erkennt. 
Wenn  nämlich  2'jtrQ  nicht  kleiner  als  A  wäre,  hätte  die  Wellen- 
oberfläche an  irgend  einer  Stelle  eine  senkrechte  Tangente,  da 

^  unendlich  groß  würde.     Die  Wellenoberfläche|  würde  nach 

den  abgeleiteten  Gleichungen  oben  eine  Schleife  bilden;  ein 
Fall,  der  natürlich  faktisch  ausgeschlossen  ist.  Die  Wellenlänge 
muß  demnach  immer  wenigstens  etwas  mehr  als  das  ;;r -fache 
der  Wellenhöhe  betragen;  soUte  sie  gerade  das  ä- fache  betragen, 
so  müßte  der  Wellenkamm  oben  in  eine  Spitze  auslaufen. 

Ganz  ähnlich  wie  die  hier  besprochenen  fortschreitenden 
Wellen  sind  auch  die  stehenden  Wellen  zu  beurteilen,  die 
sich  unterhalb  eines  Wehres  oder  eines  ähnlichen  Hindernisses 
in  einem  Flußlaufe  ausbilden.  Die  Fortschreitungsgeschwindig- 
keit  dieser  Wellen  relativ  zur  bewegten  Wassermasse  ist  ebenso 
groß  und  entgegengesetzt  gerichtet  wie  die  Stromgeschwindigkeit, 
die  die  Wassermasse  im  ganzen  genommen  nach  abwärts  führt. 
Aus  dieser  Bedingung  ergibt  sich  nach  Gl.  (411)  die  Länge  der 
Wellen,  wenn  ©*  gegeben  ist. 

Anmerkung.  Wenn  es  sich  um  sehr  kleine  Wellen  handelt, 
wirkt  außer  der  Schwere  noch  eine  andere  Kraft  wesentlich  mitbe- 
stimmend auf  den  Vorgang  der  Wellenbewegung  ein:  nämlich  die  an 
der  Wasseroberfläche  auftretende  Kapillarkraft  oder  die  Oberflächen- 
spannung. Bei  den  leichten  Kräuselungen  der  Oberfläche,  wie  sie  auf 
einem  Seespiegel  durch  einen  sanften  Wind  hervorgerufen  werden, 
überwiegt  sogar  die  Kapillarkraft  die  Schwere  bedeutend  an  Einfluß. 
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Die  Wellenbewegung  ist  in  diesem  Falle  ganz  anderen  Gesetzen  unter- 
worfen, als  bei  den  hier  untersuchten  und  praktisch  natürlich  viel 
wichtigeren  Wellen  von  größeren  Abmessungen.  Um  den  Unterschied 
hervorzuheben  und  zugleich  auf  die  Ursache  hinzuweisen,  die  diesen 
Unterschied  bedingt,  bezeichnet  man  die  kleinen  Wellen  häufig  als 
„Eapillarwellen".  Außerdem  hat  Lord  Kelvin,  dem  man  ihre 
Theorie  hauptsächlich  verdankt,  dafür  den  Namen  „ripples^^  vorge- 
schlagen, den  man  mit  geringer  Änderung  auch  ins  Deutsche  als 
„Riffe In'*  übernommen  hat. 

Näher  auf  die  Theorie  der  Eapillarwellen  einzugehen,  erscheint 
mir  hier  nicht  nötig;  ein  Überblick  über  die  Grundlage  dieser  Theorie 
soll  jedoch  nicht  fehlen.  —  Die  Wirkung  der  Eapillarkräfte  an  der 
Grenzfläche  von  zwei  Flüssigkeiten  überhaupt  und  insbesondere  auch 
an  der  hier  in  Frage  kommenden  Wasseroberfläche,  die  an  Luffc  an- 
grenzt, kann  dadurch  genügend  beschrieben  werden,  daß  man  in  einer 
sehr  dünnen  Grenzschicht  des  Wassers  eine  nach  allen  Seiten  hin 
gleiche,  bei  reinem  Wasser  nur  von  der  Temperatur  abhängige  und 
sonst  konstante  Zugspannung  annimmt,  die  man  als  die  Ober- 
flächenspannung bezeichnet.  Bei  einer  Temperatur  von  20^  C 
beträgt  diese  Oberflächenspannung  s  etwa  74- 10"^  kg  cm""^.  Die 
Dimension  ist  (ebenso  wie  bei  den  Spannungen  in  einer  Scheibe, 
Band  V,  §  9)  kg  cm""^  und  nicht  kg  cm~*,  weil  es  sich  bei  dieser 
Angabe  um  eine  über  die  gauze  Dicke  der  Grenzschicht  erstreckte 
Summe  handelt. 

Vergrößert  sich  die  Wasseroberfläche,  so  wird  von  den  Eapillar- 
kräften  eine  Arbeit  geleistet,  die  ganz  ähnlich  wie  eine  Arbeit  ela- 
stischer Kräfte  als  potentielle  Energie  und  zwar  innerhalb  der  Grenz- 
schicht aufgespeichert  wird.  Streckt  man  ein  rechteckiges  Flächen- 
element von  den  Kantenlängen  dx  und  dy  in  der  einen  Richtung,  so 
daß  die  Kantenlänge  dy  auf  dy'  anwächst,  so  wird  von  den  Ober- 
flächenspannungen am  Rande,  die  für  den  im  Rechteck  enthaltenen 
Teil  der  Grenzschicht  äußere  Kräfte  sind,  eine  Arbeit 

sdx{dy—dy) 

geleistet  und  zugleich  erfährt  die  Oberfläche  eine  Vergrößerung  um 

dx  {dy  —  dy). 

Aus  dem  Vergleiche  folgt,  daß  s  zugleich  die  in  der 
Einheit  derOberfläche  aufgespeicherte  potentielleEnergie 
angibt. 

Wie  sich  eine  gespannte  Feder  von  selbst  wieder  gerade  streckt, 
wenn  sie  nicht  daran  gehindert  wird,  nimmt  auch  die  Flüssigkeit 
von  selbst  eine  Gestalt  an,  bei  der  ihre  Oberflächenenergie  und  daher 
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die  Oberfläche  selbst  möglichst  klein  ist.  Daher  kommt  es,  daß  ein 
Wassertropfen  eine  kugelförmige  Gestalt  annimmt  und  zwar  bei  der 
Mitwirkung  anderer  Kräfte  um  so  genauer,  je  kleiner  der  Tropfen 
ist,  weil  die  Oberfläche  und  daher  die  Oberflächenenergie  im  Ver- 
hältnisse zum  Volumen  der  Kugel  und  den  der  Masse  proportionalen 
Kräften  um  so  größer  wird,  je  kleiner  der  Kugelradius  ist. 

Dieselben  Bedingungen  treffen  auch  bei  den  Wasserwellen  zu. 
Die  Oberfläche  einer  Welle  ist  größer  als  die  Oberfläche  des  ruhenden 
Wassers  und  die  Wirkung  der  Kapülarkräfte  kommt  darauf  hinaus, 
daß  sie  eine  Bückbildung  der  Wellenoberfläche  zu  der  dem  Gleich- 
gewichtszustande entsprechenden  ebenen  Oberfläche  herbeizufuhren 
suchen.  In  demselben  Sinne  wirkt  auch  die  Schwere.  Aber  während 
die  Schwere  und  die  von  ihr  herrührende  potentielle  Energie  der  über 
das  ursprüngliche  Niveau  gehobenen  Wassermassen  dem  Volumen 
proportional  ist,  wenn  man  gleiche  Hubhöhen  voraussetzt,  ist  die 
Oberflächenenergie  dem  Flächeninhalte  proportional  und  sie  wächst 
daher,  wie  man  schon  ohne  jede  Bechnung  einsieht,  jener  gegenüber 
um  so  mehr  an,  je  kürzer  man  (bei  gleicher  Wellenhöhe)  die  Wellen- 
länge annimmt.  Bei  Wellen  von  einigen  cm  Länge  überwiegt  bereits 
die  Wirkung  der  Schwere,  bei  Wellen  von  1  cm  oder  darunter  aber 
die  Wirkung  der  Kapülarkräfte. 

Bei  der  weiteren  Ausführung  der  Theorie  betrachtet  man  die 
Wasserbewegung  als  wirbelfrei  und  setzt  ein  Geschwindigkeitspoten- 
tial an,  das  die  Grenzbedingimgen  erfüUt,  wobei  man  sich  freilich 
mit  einer  Annäherung  begnügen  muß.  Die  Oberflächenspannung 
spricht  sich  bei  der  Grenzbedingung  an  der  Wellenoberfläche  darin 
aus,  daß  der  Druck  dort  nicht  mehr  gleich  dem  als  konstant  anzu- 
sehenden Luftdrucke  zu  setzen  ist,  sondern  größer  oder  kleiner,  je 
nachdem  die  Wellenoberfläche  an  der  betreffenden  Stelle  nach  außen 
hin  konvex  oder  konkav  gekrümmt  ist.  Bezeichnet  man  nämlich  die 
laufenden  Koordinaten  der  Wellenoberfläche  mit  x  und  y  und  zwar 
y  positiv,  wenn  es  nach  abwärts  geht,  und  den  Luftdruck  mit  j9q,  so 
folgt  aus  dem  Gleichgewichte  eines  dreieckigen  Flüssigkeitselements 
von  den  Katheten  dx  und  dy  und  einer  zur  Oberfläche  gehörenden 
Hypotenuse  gegen  Verschieben  in  der  senkrechten  Bichtung 

,      d  (sin  op) 
P'Po  +  s^i^, 

wobei  mit  g)  der  Winkel  bezeichnet  ist,  den  die  Hypotenuse  mit  der 
X-Achse  bildet.  Die  d'Alembertschen  Hilfskräfte  und  das  Gewicht 
sind  gegenüber  den  hier  zu  vergleichenden  Kräften  am  Umfange  des 
Elementes  klein  von  höherer  Ordnung,  so  daß  sie  nicht  in  Betracht 
kommen.    Wenn  die  Wellen  ziemlich  flach  sind,  der  Winkel  9  also 
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klein  bleibt,  kann  man  sin  ^  durcb  tg  ^  nnd  hiermit  die  yorhergehende 
Gleichung  anch  durch 

ersetzen;  gültig  für  die  Wellenoberflftche, 

Anch  aus  dieser  Gleichung  erkennt  man,  gans  unabhängig  Yt)n 
der  Yorher  durchgeföhrten  Energievergleichung,  wie  die  Oberflftchen- 
Spannung  auf  die  Wellenbewegung  einwirkt.  Denn  man  kann  sie 
sich  hiemach  ersetzt  denken  durch  eine  dem  KrOmmungsradius  pro- 
portionale  Steigerung  des  ftußeren  Druckes  in  den  Wellenbergen  und 
eine  Dmckminderung  in  den  WeUentftlem.  Diese  Dmckonterschiede 
wirken  ebenso  wie  die  Schwere  fOr  sich  genommen  auf  eine  BUck- 
kehr  in  die  dem  Buhezustande  entsprechende  ebene  Flüssigkeits- 
oberflftche  hin. 


§  63.    G^eaeitenwellen. 

Von  ganz  anderer  Art  ab  die  yorher  besprochenen  Ober* 
flächenwellen  sind  jene  langgezogenen  und  daher  ihrer  Wellen- 
form  nach  beim  bloßen  Anblicke  nicht  übersehbaren  Sehwin* 
gungsbewegungen^  die  sich  in  den  Gezeiten^  also  in  langsam 
erfolgenden  periodischen  Schwankungen  des  Wasserspiegels 
kundgeben.  Dazu  gehört  zunächst  die  Ebbe-  nnd  Flutbewegung 
der  Meere^  yon  der  man  weiß,  daß  sie  yon  der  yerschieden 
starken  Anziehung  herrührt,  die  nach  dem  Newtonschen  G^etze 
yom  Monde  (bezw.  der  Sonne)  auf  yerschieden  weit  dayon  ge- 
legene Punkte  der  Erde  ausgeübt  wird.  Auch  die  unter  dem 
Namen  der  „Seiches^'  bekannten,  zuerst  am  Genfer  See  und 
später  auch  an  anderen  Seeen  beobachteten  Seespiegelschwan- 
kungen befolgen,  abgesehen  dayon,  daß  hier  die  die  Schwin- 
gungen erregende  Ursache  eine  andere  ist^  im  wesentlichen  das 
gleiche  Gesetz.  Ahnliche  langsam  yerlaufende  Pendelungen  des 
Wasserspiegels  kommen  auch  in  langen  Eanalhaltungen  und  in 
manchen  andern  Fällen  yor.  Die  einfachsten  Bedingungen  für 
das  Fortschreiten  dieser  Gezeiten- WeUen  liegen  in  einem  grad- 
linigen horizontalen  EAnale  yon  überall  gleichem  Querschnitte 
yor,  der  überdies  noch  yon  gemauerten  senkrechten  Seiten- 
wänden begrenzt  sein  möge.    Auf  diesen  Fall,  der  überdies  dem 

FOppl|  höhere  Dynamik.  27 
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Techniker  besonders  naheliegt^  soll  sich  die  hier  durchzufüh- 
rende Betrachtung  in  erster  Linie  beziehen. 

Dabei  mag  ganz  dahingestellt  bleiben^  wie  die  Qezeiten- 
WeUe  ursprünglich  hervorgerufen  wurde.  Wir  wollen  sie  nur, 
nachdem  sie  auf  irgend  eine  Art  entstanden  ist  und  nachdem 
die  erregende  Ursache  zu  wirken  aufgehört  hat,  in  ihrem 
weiteren  ungestörten  Fortschreiten  verfolgen.  Namentlich  soll 
also  hier  nicht  auf  die  Entstehung  der  Ebbe-  und  Flutwelle 
im  großen  Ozean  eingegangen  werden,  während  das  Fortschreiten 
dieser  vom  Ozean  her  eintreffenden  Welle  in  einem  lang- 
gezogenen kleineren  Gewässer  mit  in  den  Bereich  dieser  Unter- 
suchung gehört. 

Die  in  der  angegebenen  Weise  beschränkte  Theorie  der 
Gezeiten- Wellen  ist  erheblich  einfacher  als  die  Theorie  der 
Oberflächenwellen  und  zwar  weil  bei  diesen  langsam  erfolgenden 
Schwingungen  die  Beschleunigungen  der  Wasserteilchen  nur 
sehr  gering  sind.  Darum  fallen  auch  die  nach  dem  d'Alembert- 
sehen  Prinzip  zur  Zurückfahrung  des  dynamischen  Problems 
auf  ein  statisches  einzuführenden  Trägheitskräfte  und  nament- 
lich deren  Vertikal-Komponenten,  auf  die  es  hierbei  in  erster 
Linie  ankommt,  äußerst  klein  aus,  so  daß  sie  bei  der  Berech- 
nung des  an  irgend  einer  Stelle  der  Flüssigkeit  auftretenden 
Druckes  ganz  vernachlässigt  werden  können.  Der  Druck  hängt 
daher  nur  davon  ab,  wie  tief  diese  Stelle  gerade  unter  der  je- 
weiligen Wasseroberfläche  liegt  und  er  ist  ebenso  groß  wie  der 
hydrostatische  Druck  bei  der  gleichen  Tiefe.  Sieht  man  von 
dem  als  konstant  vorauszusetzenden  Luftdrucke  auf  die  Wasser- 
oberfläche, der  sonst  nur  als  ein  konstanter  Summand  mitzu- 
schleppen wäre,  ab,  so  ist  der  Druck  p  an  irgend  einer  Stelle 
in  der  Höhe  y  über  der  Kanalsohle 

l)-y(Ä  +  i?-y)  (413) 

zu  setzen,  wenn  unter  y  das  Gewicht  der  Yolumen- Einheit, 
unter  h  die  Höhe  des  Wasserspiegels  im  ungestörten  und  unter 
h  '\'  ri  im  augenblicklichen  Zustande  verstanden  wird.  Unter 
ri  ist  demnach  die  zur  Zeit  t  stattfindende  Erhebung  des  Wasser- 
spiegels über  den  normalen  Stand  infolge   der   Schwingungs- 
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bewegung  zu  yerstehen.  Rechnet  man  die  Abszissen  x  in  der 
Richtung  der  Kanal-Achse^  so  ist  17  eine  unbekannte  Funktion 
der  beiden  unabhängigen  Yariabeln  x  und  i. 

Für  das  Druckgefälle  in  horizontaler  Richtung  findet  man 
durch  DiiFerentiation 

-If  =  -^fö5  (414) 

es  ist  daher  unabhängig  von  der  Tiefe  unter  dem  Wasserspiegel 
und  ebenso  wie  1/  nur  von  x  und  t  abhängig.  Hiermit  hängt 
jene  Eigentümlichkeit  der  Gezeiten- Wellen  zusammen^  durch 
die  sie  sich  am  meisten  von  den  Oberflächenwellen  unterscheiden. 
Die  Unabhängigkeit  des  horizontalen  DruckgeföUes  von 
der  Wassertiefe  hat  nämlich  zur  Folge^  daß  auch  die  Horizontal- 
komponenten der  Trägheitskräfte  in  allen  Punkten  eines  Quer- 
schnitts jederzeit  gleich  groß  sein  müssen^  da  sich  diese  Hori- 
zontalkomponenten mit  dem  horizontalen  Druckgefälle  im 
Gleichgewichte  halten  müssen.  Hierbei  ist  noch  zu  beachten, 
daß  die  Horizontalkomponenten  der  Trägheitskräfte^  obschon 
sie  ebenfalls  nur  sehr  gering  sind,  nicht  vernachlässigt  werden 
dürfen,  weil  sie  sich  wegen  der  großen  Längsausdehnung  des 
Kanals  schließlich  doch  zu  größeren  Beträgen  summieren.  Auch 
das  horizontale  Druckgefälle  ist  nur  sehr  gering;  zwischen  weit 
genug  voneinander  entfernten  Querschnitten  besteht  aber  doch 
ein  merklicher  Niveauunterschied  und  hiermit  ein  merklicher 
Druckunterschied  zwischen  gleich  hoch  liegenden  Punkten  beider 
Querschnitte.  Dieser  Druckunterschied  ist  gleich  dem  Linien- 
integrale der  Trägheitskräfte  längs  der  zwischen  beiden  Quer- 
schnitten liegenden  Strecke  der  Kanalachse.  Bezeichnet  man 
die  Horizontalkomponente  der  Geschwindigkeit  mit  v^,  so  ist 

7  dv^ '^V  __  dri 

g    dt  dx  '  dx^ 

denn  die  Beschleunigung  -j^  kann  hier  ohne  in  Betracht 
kommenden  Fehler  durch  -^j  ersetzt  werden.    Aus  der  Gleichung 

^  =  -^||.  (415) 
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die   zu  jeder  Zeit   erfüllt   ist,   folgt  aber,   daß   ebenso  wie  ri 

auch -^  und   hiemach   auch  v^^   wenn   diese   Geschwindigkeit 

lediglich  infolge  der  Schwingungsbewegung  aus  dem  anfäng- 
lichen Ruhezustande  hervorgegangen  ist,  für  alle  Punkte  eines 
Querschnitts  zur  gleichen  Zeit  denselben  Wert  hat.  An  der 
Wellenbewegung  nehmen  daher  bei  der  Gezeitenwelle 
(abgesehen  von  den  äußerst  geringen,  durch  die  hier 
vernachlässigten  Yertikalkomponenten  der  Trägheits- 
kräfte hervorgebrachten  Unterschieden)  im  Gegensatze 
zu  den  Oberflächenwellen  alle  Wasserteilchen  eines 
Querschnitts  mit  derselben  Geschwindigkeit  teil. 

Zu  Gl.  (415)  tritt  noch  die  Kontinuitätsgleichung.  Man 
betrachte  den  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Querschnitten 

liegenden  Raum.    Wenn  |^  positiv  ist,  strömt  aus  ihm  in  der 

Zeiteinheit  die  Menge 

mehr  aus  als  ein,  wenn  die  Breite  des  Querschnitts  mit  h  be- 
zeichnet wird,  so  daß  6(ä  +  ^)  den  Flächeninhalt  des  Quer- 
schnitts angibt.  Wenn  mehr  ausströmt  als  einströmt,  muß 
der  Wasserinhalt  entsprechend  abnehmen  und  dies  kann  nur 
dadurch  geschehen,  daß  sich  17  entsprechend  vermindert.  Man 
erhält  so  die  Gleichung 

Streicht  man  auf  beiden  Seiten  die  gleichen  Faktoren  und 
nimmt  man  ferner  noch  an,  daß  die  Spiegelschwan- 
kungen ri  gering  sind  im  Vergleiche  zur  Tiefe  h  des 
Kanals,  so  daß  17  gegen  h  vernachlässigt  werden  kann,  so 
erhält  man  die  Kontinuitätsgleichung  in  der  vereinfachten  Form 

Aus  den  beiden  Differentialgleichungen  (415)  und  (416) 
kann  man  nun  leicht  eine  der  beiden  Veränderlichen  v^  und  17 
eliminieren,  indem  man  die  eine  Gleichung  nach  rr,  die  andere 
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nach  t  dififerentiiert  und  nach  Multiplikation  der  einen  oder 
anderen  mit  g  oder  h  beide  voneinander  subtrahiert.  Man  ge- 
langt so  zu  den  Gleichungen 

dt*     ^'^  dx* 


3*1}  I  d*ri 

8t*  "*"*  dx* 


(417) 


Die   beiden  Veränderlichen  v^  und  rj  müssen   daher   derselben 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen^  die  ' 
übrigens  zu  jenen  wenigen  gehört,  deren  allgemeine  Lösung 
bekannt  ist.     Versteht  man  unter  F^  und  F^  zwei  Funktionen 
Yon  beliebigem  Bau,  so  ist 

Vi  -  J?\(a;  +  et)  +  F^(x-  et)  (418) 

und  dieselbe  Lösung  gilt  auch  der  Form  nach  für  rj.  Voraus- 
gesetzt wird  dabei,  daß  die  Konstante  c  passend  bestimmt 
wird,  und  zwar  findet  man  beim  Einsetzen  des  Wertes  in  die 
Differentialgleichung,  daß 

c  «  Ygh  (419) 

sein  muß.  Die  Funktionen  jP^  und  F^  erhalten  ihre  nähere 
Bestimmung  durch  die  im  Anfangszustande  gegebenen  Grenz- 
bedingungen.  Es  ist  aber  gar  nicht  nötig,  dies  weiter  aus- 
zuführen, da  das  Fortpflanzungsgesetz  der  Welle  schon  aus 
Gl.  (418)  deutlich  genug  erkannt  werden  kann  und,  wie  aus 
dieser  Gleichung  hervorgeht,  von  der  besonderen  Wellenform 
ganz  unabhängig  ist.  Die  Gleichung  stellt  zwei  sich  über- 
einander lagernde  und  in  entgegengesetzter  Richtung  ohne 
Formänderung  fortschreitende  Wellen  dar.  Betrachten  wir 
zunächst  die  durch  das  zweite  Glied  dargestellte,  in  der  Bich- 
'tung  der  positiven  X-Achse  fortschreitende  Welle,  setzen  also 

Vi^F^{X'-ct)^ 

so  erkennen  wir,  daß  wir  nach  Ablauf  einer  Zeit  A^  überall 
wieder  zu  demselben  Werte  von  v^  gelangen  wie  vorher,  wenn 
wir  zugleich  um  eine  Strecke  Ax  fortschreiten,  so  daß 

Ax 

Ät~' 
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ist.  Dasselbe  gilt  auch  für  rj.  Die  Welle  hat  sich  also  in  A^ 
ohne  jede  weitere  Änderung  nnr  um  Ax  verschoben  und  die 
durch  Gl.  (419)  näher  bestimmte  Eonstante  c  stellt  die  Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit  der  Welle  dar,  die  natürlich  von 
der  Geschwindigkeit  v^  der  Wasserteilchen  wohl  unterschieden 
werden  muß.  Damit  ist  aber  die  Aufgabe^  die  wir  uns  stellten, 
gelöst;  denn  man  erkennt  auf  dieselbe  Art,  daß  auch  das  erste 
Glied  in  Gl.  (418)  eine  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  C;  aber 
im  Sinne  der  negativen  X-Achse  fortschreitende  Welle  von  be- 
liebiger Gestalt  darstellt;  die  sich  der  ersten  überlagert. 

Die  Fortschreitungsgeschwindigkeit  ist  nach  Gl. 
(419)  nur  von  der  Tiefe  des  Gewässers  abhängig  und 
zwar  ist  sie  so  groß  wie  die  Fallgeschwindigkeit,  die 
ein  Körper  beim  freien  Fall  aus  einer  Höhe  annehmen 
würde,  die  gleich  der  halben  Tiefe  des  Kanals  ist. 

Eine  wichtige  Folgerung  läßt  sich  aus  dieser  Untersuchung 
für  den  Bewegungs widerstand  eines  Schiffes  ziehen,  das  auf 
einem  Kanäle  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  geschleppt 
wird.  Trifft  nämlich  die  Fahrgeschwindigkeit  mit  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit c  der  Gezeitenwelle  auf  diesem  Ka- 
näle ganz  oder  nahezu  zusammen,  so  bildet  sich  eine  mit  dem 
Schiffe  fortschreitende  Welle  von  besonders  großer  Höhe  aus 
und  damit  fällt  auch  der  Bewegungswiderstand  besonders  groß 
aus.  Bei  der  Wahl  der  Schleppgeschwindigkeit  auf  Kanälen 
ist  hierauf  Rücksicht  zu  nehmen. 

Ganz  ähnliche  Erscheinungen  sind  auch  bei  Probefahrten 
von  Torpedobooten  oder  anderen  Seeschiffen  öfters  beobachtet 
worden,  wenn  die  Tiefe  h  des  Fahrwassers  mit  der  Fahr- 
geschwindigkeit c  zufällig  in  dem  durch  Gl.  (419)  angegebenen 
Zusammenhange  steht.  Überhaupt  macht  sich  der  Einfluß  der 
Gewässertiefe  auf  die  bei  gleicher  Maschinenleistung  erreichte 
Geschwindigkeit  stets  bemerklich,  solange  die  Tiefe  den  aus 
Gl.  (419)   zu   entnehmenden   Wert  nicht   erheblich   übersteigt 
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§  64.   Die  Eulersohen  Bewegungsgleiohungen  in  Zylinder- 

koordiaaten. 

In  der  Technik  hat  man  häufig  mit  Wasserbewegangei;! 
zu  tun^  die  zum  mindesten  näherungsweise  um  eine  ümdrehungs- 
achse  herum  als  symmetrisch  angesehen  werden  können.  Das 
wichtigste  Beispiel  dafür  bilden  die  Turbinen  mit  lotrechter 
Umdrehungsachse  und  großer^  voll  beaufschlagter  Schaufelzahl. 
In  solchen  Fällen  gelangt  man  zur  einfachsten  analytischen 
Darstellung  des  Bewegungsvorganges  durch  die  Anwendung  von 
Zylinderkoordinaten.  Wir  wollen  daher  die  Eulerschen  Glei- 
chungen^  die  in  §  56  für  ein  rechtwinkliges  Koordinatensysteiü 
angeschrieben  waren,  jetzt  in  der  Form  aufstellen,  wie  sie  fiir 
Zylinderkoordinaten  gelten.  Man  könnte  sie  aus  der  früheren 
Form  durch  Vornahme  einer  Koordinatentransformation  ge- 
winnen; anstatt  dessen  ziehe  ich  aber  vor,  sie  nochmals  Yoii 
neuem  abzuleiten. 

Die  in  der  Richtung  der  Zylinderachse  gehenden  Koordi- 
naten seien  mit  z  Ijezeichnet.  Wenn  die  Zylinderachse  lotrecht 
steht,  soll  die  positive  Richtung  der  z  nach  abwärts  gehen. 
Der  Winkel  ^,  den  eine  durch  den  betrachteten  Punkt  und 
die  Zylinderachse  gehende  Ebene  mit  einer  im  Räume  fest- 
stehenden Anfangslage  bildet,  sei  in  jenem  Sinne  herum  positiv 
gezählt,  der,  von  der  positiven  Z- Achse  aus  gesehen,  mit  der 
ührzeigerdrehung  übereinstimmt.  Der  Abstand  r  von  der  Z- 
Achse  soll  stets  als  positiv  betrachtet  werden. 

Die  Geschwindigkeit  H,  bezogen  auf  das  ruhende  Koordi- 
natensystem an  der  Stelle  z,  r,  ^,  zerlege  ich  in  drei  Kompo- 
nenten t;„  v^y  Vf  in  achsialer,  radialer  und  tangentialer  Richtung. 
Die  Richtungen,  in  denen  sie  als  positiv  gelten,  ergeben  sich 
aus  den  vorhergehenden  Festsetzungen.  Im  allgemeinsten  Falle, 
den  wir  zuerst  behandeln  wollen,  sind  die  drei  öeschwindig- 
keitskomponenten  Funktionen  der  Koordinaten  js^  r,  ^  und  der 
Zeit  t. 

Ich  betrachte  ein  keilförmiges  Volumenelement,  dessen 
Kanten  in  den  Richtungen  von  0,  r,  t  gehen  und  die  Längen 
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de,  dr  und  rdtj;  haben.  Durch  die  obere  horizontale  —  oder 
allgemeiner  gesagt  zur  Z- Achse  senkrechte  —  Seitenfläche  vom 
Inhalte  rdifdr  strömt  auf  die  Zeiteinheit  bezogen  die  Wasser- 

ein  und  durch  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  fließt  eine 
Wassermenge  aus^  die  um 

rdfdr  -j-*  dg 

größer  ist^  als  die  vorige.  Ebenso  tritt  durch  die  beiden  Seiten- 
flächen^  deren  Ebenen  sich  in  der  Z- Achse  schneiden  ^  mehr 
aus  als  ein  eine  Wassermenge 

drdz  ^dt 

und  durch  die  beiden  noch  übrigen^  zum  Radius  r  senkrecht 
stehenden  Seitenflächen  die  Menge 

g-  {rdtlfdzVy)dr. 

Setzt  man  die  Summe  dieser  Ausdrücke  gleich  Null;  so  erhält 
man  nach  Streichen  der  gemeinsamen  Faktoren  die  Kontinui- 
tätsgleichung 

-^  +  i-rM  +  'f;-0.  (420) 

Etwas  übersichtlicher  kann  man  dafür  auch  schreiben 

3|üO+ö^  +  l^  =  0.  (421) 

dz      ^      dr      '     rdip  ^       ^ 

Um  femer  die  aus  der  dynamischen  Ghiindgleichung  hervor- 
gehenden Eulerschen  Gleichungen  abzuleiten,  zerlege  ich  die  Be- 
schleunigung der  Wasserbewegung  an  der  Stelle  z,  r,  ^  zur  Zeit  t 
in  drei  Komponenten  h^,  b^,  h^.  Es  handelt  sich  zunächst  darum, 
diese  Komponenten  in  den  Differentialquotienten  der  Geschwin- 
digkeitskomponenten auszudrücken.  Die  Änderung,  die  z.  B. 
v^  für  ein  bestimmtes  Wasserteilchen  im  Zeitelemente  dt  erfährt, 
kann  zunächst  geschrieben  werden 
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wobei  jedoch  die  Koordinatenänderungen  dz  usf.  mit  den  Ge- 
Bchwindigkeitskomponenten,  die  zur  Ortsyeränderung  f&hren, 
durch  die  Beziehungen 

de  =»  '^fdtj       dr  =  v^dt,      dtlj  =»  ■^~ 

zusammenhängen.  Hieraus  ergibt  sich  eine  der  drei  nach- 
stehenden  Gleichungen^  von  denen  die  beiden  anderen  aus  der 
gleichen  Überlegung  hervorgehen,  namHch 
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Aber  diese  totalen  Differentialquotienten  nach  der  Zeit 
geben  noch  nicht  die  Beschleunigungskomponenten  an,  wenigstens 
nicht  die  beiden  letzten.  Man  bedenke  nämlich,  daß  auch  dann, 
wenn  die  Oeschwindigkeitskomponenten  v^,  v^,  v^  eines  bestimm- 
ten Wasserteilchens  konstant  bleiben,  trotzdem  eine  Bichtungs- 
änderung  der  sich  aus  diesen  Komponenten  zusammensetzenden 
resultierenden  Geschwindigkeit  und  daher  eine  Beschleunigung 
stattfindet,  weil  die  Richtungen  von  v^  und  i;^  an  der  später  erreichten 
Stelle  andere  sind  als  an  dem  früheren  Platze.  Die  hier  in  Frage 
kommenden  Richtungsänderungen  hängen  nur  von  der  Ver- 
schiebung in  tangentialer  Richtung  ab,  während  eine  Verschie- 
bung in  achsialer  oder  radialer  Richtung  nichts  dazu  beiträgt. 
Im  Zeitmomente  dt  drehen  sich  nämlich  die  Richtungen,  nach 
denen  die  Komponenten  v^  und  v^  gerechnet  werden,  um  einen 
Winkel  rf^,  der  schon  vorher  zu 

T 

angegeben  war.  Um  nun  das  der  Zeit  nach  konstant  bleibende 
v^  in  die  neue  Richtung  überzuführen,  muß  dazu  ein  in  tan- 
gentialer Richtung  gehendes  Differential  von  der  Größe  v^df 
geometrisch  addiert  werden.  Ebenso  entspricht  einer  Drehung 
von  v^  um  den  Winkel  dtff  ein  in  radialer  Richtung  und  zwar 
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nach  inneu,  oder  in  negativer  Richtung  gehender  öeschwindig- 
keitszuwachs  von  der  OröBe  v^dil^.  Diese  Änderungen  müssen 
den  in  den  (Gleichungen  (422)  allein  berücksichtigten  Zuwüchsen 
der  Absolutwerte  der  Geschwindigkeitskomponenten  zugefügt 
werden^  um  daraus  die  Beschleunigungskomponenten  zu  er- 
halten.    Und  zwar  findet  man  auf  Grund  dieser  Überlegung 
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mit  dem  Vorbehalte;  daB  für  die  totalen  DifiFerentialquotienten 
die  in  den  Gleichungen  (422)  angeschriebenen  Werte  zu 
setzen  sind. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  Kräfte,  die  an 
dem  vorher  angegebenen  keilförmigen  Yolumenelemente  an- 
greifen. Die  auf  die  Yolumeneinheit  bezogene  Massenkraft 
zerlegen  wir  in  drei  Komponenten  P,,  P^,  P^.  Außerdem  handelt 
es  sich  noch  um  den  auf  die  Seitenflächen  wirkenden  Flüssig- 
keitsdruck. Dieser  ist  an  jeder  Stelle  nach  allen  Richtungen 
hin  gleich;  da  die  Flüssigkeit  als  reibui^sfrei  vorausgesetzt 
wird.  Der  Druck  p  ist  daher  nur  als  eine  Funktion  von  z^  r,  ^ 
und  t  und  als  rechtwinklig  zu  den  Seitenflächen  des  Yolumen- 
elements  stehend  anzunehmen. 

Auf  die  beiden  horizontalen  Seitenflächen  kommt  hiernach 
ein  in  achsialer  Richtung  und  zwar  von  unten  nach  oben 
gehender  Drucküberschuß  von  dem  Betrage 

rdil>dr  -  -^  dz. 

Für  die  achsiale  Richtung  erhält  man  daher  nach  der 
dynamischen  Grundgleichung,  wenn  das  Gewicht  der  Raum- 
einheit der  Flüssigkeit  mit  y  bezeichnet  wird. 
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Für  die  radiale  Richtung  kommt  zmuLchst  der  nach  innen 
oder  in  negativer  Richtung  gehende  Drucküberschuß  an  den 
zu  r  rechtwinklig  stehenden  Seitenflächen  vom  Betrage 

ö-  {rdifdzp)dr 

in  Betracht.  Dazu  kommt  die  Resultierende  der  nicht  genau 
in  die  gleiche  Richtungslinie  fallenden  Druckkräfte  an  den 
beiden  Eeilflächen,  die  gleich 

pdrdedt 

ist  und  nach  außen  ^  also  in  positiver  Richtung  geht.  Beide 
Kräfte  zusammen  liefern 

—  rd^dedr  -^ 

und  die  dynamische  Grundgleichung  für  die  radiale  Richtung 
lautet  demnach 

f(t-^)-p--if-       (^°) 

Endlich  findet  man  in  derselben  Weise  für  die  tangentiale 
Richtung 

Hiermit  ist  das  zunächst  gesteckte  Ziel  erreicht. 

§  65.    Die  Wirbelkomponenten  in  Zylinderkoordinaten. 

Wenn  die  Flüssigkeitsbewegung  wirbelfrei  ist,  läßt  sie, 
wie  wir  bereits  wissen,  ein  Geschwindigkeitspotential  9  zu, 
aus  dem  die  Geschwindigkeitskomponente  in  irgendeiner  Rich- 
tung durch  Differentiation  nach  dieser  Richtung  abgeleitet 
werden  kann.     Für  die  wirbelfreie  Bewegung  hat  man  daher 

""--Tz^    ""r-^^     ''i-VH'  (^^^) 

Bildet  man  die  zweiten  Differentialquotienten  von  O  nach 
zwei  der  drei  Yariabeln  in  zwei  verschiedenen  Aufeinander: 
folgen  der  Differentiationen  .  und   setzt  die  beiden  ^usaipmeuT 
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gehörigen  einander   gleich^   so  erhalt  man  die  folgenden  Be- 
dingni^psgleichnngen  f&r  eine  wirbelfreie  Bewegung 
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Wenn  diese  Gleichungen  nicht  erfüllt  sind^  ist  die  Be- 
wegung  eine  wirbelbehaftete.  In  diesem  Falle  bUden  wir  einen 
Vektor  In  mit  den  Komponenten  w,^  tv^,  Wf,  indem  wir  setzen 
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Der  auf  diese  Weise  definierte  Vektor  In  stimmt  genau 
überein  mit  dem  früher  für  rechtwinklige  Koordinaten  durch 
61.  (370)  S.  356  definierten  Wirbelvektor  lO;  wovon  man  sich 
durch  eine  Koordinatentransformation  leicht  überzeugen  kann. 
Wir  können  ihn  daher  ebenso  wie  früher  zur  Kennzeichnung 
des  Wirbels  an  der  Stelle  Zj  r^  ^  zur  Zeit  t  nach  Richtung 
und  Größe  benutzen.  Dabei  ist  es  gleichgültige  muß  aber  noch 
einmal  erwähnt  werden^  daß  von  anderen  Verfassern  die  Hälften 
dieser  Werte  als  Wirbelkomponenten  benutzt  werden. 


§  66.    Stationäre  und  achsensynunetriBOhe  Bewegung. 

Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  abgeleiteten 
Formeln  gelten  ganz  allgemein  für  jede  Bewegung  einer  reibungs- 
freien und  raumbeständigen  Flüssigkeit.  Der  Vorteil  der  ge- 
wählten Darstellung  tritt  aber  erst  hervor^  wenn  es  sich  um 
eine  Bewegung  handelt,  die  um  die  Zylinderachse  herum  sym- 
metrisch ist.  Für  diesen  Fall  vereinfachen  sich  die  Gleichungen 
erheblich  und  zwar  um  so  mehr,  wenn  wir  überdies  eine  statio- 
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näre  Strömung  voraussetzen^  bei  der  di$  partiellen  Differential- 
quotienten der  Oeschwindigkeitskomponenten  nach  der  Zeit 
gleich  NuU  sind. 

An  Stelle  you  Gl.  (421)  erhalten  wir  in  diesem  Falle  die 
Eontinuitätsgleichung 
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Die  Gleichungen  (422)  gehen  über  in 
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und  die  drei  Gleichungen  (424  bis  426)  lauten^  wenn  man  die 
soeben  angegebenen  Werte  sofort  einsetzt^ 
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Hierbei  sind  die  Komponenten  der  äußeren  Massenkraft 
noch  willkürlich  belassen^  abgesehen  davon,  daß  sie  natürlich 
auch  symmetrisch  um  die  Zylinderachse  verteilt  sein  müssen. 
Auch  der  Druck  p  muß  unabhängig  von  ^  sein. 

Die  Gleichungen  (429)  für  die  Wirbelkomponenten  endlich 
gehen  über  in 
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Darch  die  Ausschaltong  der  Koordinate  ^  haben  wir  es 
jetzt  nur  noch  mit  einem  zweidimensionalen  Problem  zu  ton, 
da  der  Bewegongszustand  schon  yollstandig  gegeben  ist^  wenn 
man  die  Komponenten  v^,  v^  und  v^  for  alle  Punkte  irgendeines 
Meridianschnittes  kennt. 

Der  Kontinuitatsgleichung  (430)  genügt  man  durch  Ein- 
fbhmng  einer  Stromfunktion  W,  die  zunächst  eine  beliebige 
Funktion  yon  js  und  r  sein  kann,  indem  man  setzt 

Um  die  fOr  W  gebrauchte  Beziehung  als  „Stromfunktion^^ 
zu  rechtfertigen^  betrachte  man  eine  Linie  in  der  Meridian- 
ebene^  die  der  Gleichung 

genügt;  in  der  C^  irgendeine  Konstante  oder  ein  ^^Parameter^' 
ist.  Geht  man  auf  dieser  Linie  um  ein  Längenelement  weiter, 
ISO  besteht  zwischen  den  dazu  gehörigen  Koordinatenändernngen 
die  Gleichung 

-^—  dz  +  ^—  dr  ^0, 
dz  dr 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (434)  folgt  daraus 

—  v^dz  +  v^dr  =  0 , 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

dr       Vf. 

Diese  Gleichung  spricht  aus,  daß  die  Resultierende  aus 
den  in  der  Meridianebene  enthaltenen  Geschwindigkeitskompo- 
nenten V,  und  v^  in  jedem  Punkt  der  Linie  W  =  ß,  in  die 
Richtung  der  an  diese  Linie  gelegten  Tangente  fällt.  Die 
Gleichung  ^  —  C^  kann  ferner  auch  als  Gleichung  einer  Ro- 
tationsfläche angesehen  werden,  von  der  die  vorher  betrachtete 
Linie  eine  Meridiankurve  bildet.  Die  Geschwindigkeitskompo- 
nente v^  fällt  in  die  Richtung  der  Tangente  eines  Parallel- 
kreises und  die  Gesamtgeschwindigkeit  H,  die  sich  aus  v^y  v^ 
und  Vf  zusammensetzt,  ist  daher  ebenfalls  in  der  Tangential- 
ebene an  die  Rotationsfläche  enthalten.     Hiermit  ist  bewiesen, 
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daß  die  betrachtete  Rotationsfläche  an  keiner  Stelle  von  der 
Flüssigkeitsströmung  durchsetzt  wird^  daß  also  alle  Stromlinien, 
die  von  einem  ihrer  Punkte  ausgehen,  ganz  auf  ihr  enthalten  sind. 

Wenn  man  eine  beliebige  Funktion  von  0  und  r  als  Strom- 
funktion  wählt,  gelangt  man  zu  einer  möglichen  Flüssigkeits- 
bewegung.  Die  Gleichungen  (432)  dienen  nur  dazu,  die  Druck- 
Verteilung,  die  mit  dieser  Strömung  verbunden  ist,  näher  zu 
bestimmen,  enthalten  aber  in  sich  keine  einschränkende  Be- 
dingung. Wenn  die  Randbedingungen  entsprechend  gewählt 
werden,  läßt  sich  daher  jede  durch  irgendeine  Stromfunktion  ^ 
angegebene  Bewegung  verwirkUchen. 

Gehört  dagegen  zu  den  Randbedingungen  die  Zuführung 
der  Flüssigkeit  im  wirbelfreien  Zustande,  so  darf  man  nach 
den  Helmholtzschen  Wirbelsätzen  schließen,  daß  die  Bewegung 
auch  weiterhin  wirbelfrei  bleibt,  falls  die  äußeren  Massenkräfte 
P^P^Pf  zu  einem  Potentiale  gehören,  also  etwa  nur  Kompo- 
nenten des  Eigengewichtes  enthalten.  Dann  muß  ^  einer 
Differentialgleichung  genügen,  die  sich  aus  der  letzten  der 
Gleichungen  (433)  mit  Wf  =  0  leicht  ableiten  läßt.  Durch  Ein- 
setzen der  Werte  von  v^  und  v^  aus  den  Gleichungen  (434) 
geht  nämlich  die  Gleichung  über  in 

wofür   man   nach  weiterer  Ausrechnung  auch  schreiben  kann 

Dieser  Gleichung  muß  also  W  schon  dann  genügen,  wenn 
nur  die  tangentiale  Wirbelkomponente  w^  überall  verschwindet, 
gleichgültig  ob  dies  von  w^  und  w^  ebenfalls  zutrifft  oder  nicht. 
Ist  dagegen  die  Flüssigkeit  vollkommen  wirbelfrei,  so  folgt 
außerdem  aus  den  beiden  ersten  der  Gleichungen  (433),  daß 
entweder  v  ==  0 

ist,  oder  auch  allgemeiner 

c 
*        r 

sein  kann,  wenn  c  eine  Integrationskonstante  bedeutet. 
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Von  den  vorhergehenden  Formeln  lasten  sich  bereits 
manche  nützliche  Anwendungen  machen.  Professor  Prasil  in 
Zürich^  dem  das  erhebliche  Verdienst  zukommt^  die  Eulerschen 
Gleichungen  in  Zylinderkoordinaten  auf  die  Untersuchung  yon 
technisch  wichtigen  Flüssigkeitsbewegungen^  namentlich  auf  die 
Theorie  der  Turbinen  zuerst  angewendet  zu  haben  ^  hat  z.  B. 
von  diesen  Betrachtungen  Gebrauch  gemacht^  um  eine  ge- 
eignete Gestalt  für  das  Saugrohr  einer  Turbine  daraus  ab- 
zuleiten.    Setzt  man 

^^ar\h-g),  (436) 

worin  a  und  h  Konstanten  bedeuten^  so  wird  mit  diesem  An- 
sätze;  wie  die  einfache  Ausrechnung  lehrt ^  Gl.  (435)  erfcLUt. 
Für  die  Geschwindigkeitskomponenten  erhalt  man  nach  den 
Gleichungen  (434) 

V,  =  2a(Ä  —  ;er),       v^^ar, 

also  eine  nach  abwärts  und  außen  hin  erfolgende  Strömung^ 
bei  der  die  vertikale  Geschwindigkeitskomponente  v^  und  auch 
die  resultierende  Geschwindigkeit  beim  Abwärtssteigen  immer 
mehr  abnimmt.  Hierin  besteht  gerade  die  Absicht^  da  es  sich 
darum  handelt^  möglichst  wenig  kinetische  Energie  mit  dem 
aus  der  Turbine  und  hierauf  aus  dem  Saugrohre  austretenden 
Wasser  ungenützt  entweichen  zu  lassen. 

Die  Gleichungen  der  Stromlinien  lauten 

ar^Qi  ~  je?)  «=  const . 

Die  Stromlinien  sind  also  algebraische  Kurven  dritten 
Grades.  Um  den  beabsichtigten  Stromverlauf  zu  ermöglichen^ 
muß  man  jedenfalls  die  Meridiankurve  der  Rohrwand  mit  einer 
dieser  Kurven  zusammenfallen  lassen.  Außerdem  muß  auch 
noch  dafür  gesorgt  werden^  daß  das  Wasser  an  beiden  Bohr- 
enden mit  den  von  der  Lösung  verlangten  Geschwindigkeiten 
zu-  und  abgeführt  wird.  —  Auf  weitere  Einzelheiten  gehe  ich 
hier  nicht  ein;  ich  bemerke  nur^  daß  man  auch  noch  eine  An* 
zahl  weiterer  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  (435) 
anzugeben  vermag,  von  deneu  ein  ähnlicher  Gebrauch  gemacht 
werden  kann. 
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§  67.    Die  Zwangsbesohleunigungen. 

Ein  wichtiger  Fortschritt  der  von  Prasil  zuerst  angebahnten 
neueren  Turbinentheorie  wurde  von  Professor  H.  Lorenz  in 
Danzig  durch  die  Aufstellung  und  Verwendung  des  Begriffes 
der  sogenannten  ^^Zwangsbeschleunigungen^'  herbeigeführt.  Es 
handelt  sich  dabei  um  einen  Kunstgriff,  dessen  Zulassigkeit 
anfanglich  viel  bestritten  wurde,  weil  er  auf  MiBverstandnisse 
stieß,  der  aber  ganz  wohl  begründet  ist. 

Man  betrachte  die  Wasserbewegung  im  Laufrade  einer 
Turbine,  etwa  einer  Francis-Turbine,  die  in  der  neueren  Technik 
hauptsächlich  angewendet  wird.  Das  Laufrad  der  Turbine  drehe 
sich  um  eine  lotrechte  Achse  und  die  Kanäle  seien  alle  gleich- 
mäßig und  voll  beaufschlagt.  In  jedem  Kanäle  ist  die  Wasser- 
bewegung dieselbe  wie  in  jedem  anderen  und  da  die  Zahl  der 
Kanäle  groß  ißt,  kann  man  sagen,  daß  wenigstens  nngefahr 
die  Bewegung  ringsum  symmetrisch  um  die  Umdrehungsachse 
ist.  Trotzdem  sind  aber  die  Voraussetzungen  des  vorigen 
Paragraphen  nicht  streng  erfüllt  und  sie  können  es  auch  gar 
nicht  sein.  Innerhalb  jedes  Kanals  ist  nämlich  die  Symmetrie 
um  die  Umdrehungsachse  gestört;  namentlich  aber  findet  man 
infolgedessen  beim  Übergange  aus  einem  Kanäle  in  den  be- 
nachbarten nicht  genau  den  gleichen  Bewegungszustand  in  der 
unmittelbaren  Nachbarschaft  der  Wand  zu  beiden  Seiten  vor, 
wie  es  bei  einer  ringsum  streng  symmetrischen  Flüssigkeits- 
bewegung sein  müßte.  Mit  der  Dicke  der  Schaufel  hat  dies 
übrigens  nichts  zu  tun.  Wenn  man  sich  die  Schaufel  un- 
endlich dünn  vorstellt,  so  behält  sie  immer  noch  die  Bedeutung 
einer  Unstetigkeitsfläche,  bei  deren  Überschreitung  die  Ge- 
schwindigkeit und  der  Druck  einen  plötzlichen  Sprung  er- 
fahren. Daß  der  Druck  diesen  Sprung  jedenfalls  erfahren  muß, 
wenn  die  Turbine  ihren  Zweck  erfüllen  soll,  ergibt  sich  sofort 
aus  der  Überlegung,  daß  gerade  diese  Druckunterschiede  zu 
beiden  Seiten  der  Schaufel  das  Laufrad  in  Bewegung  erhalten 
und  daß  von  ihnen  die  Arbeit  geleistet  wird,  die  von  der  Tur- 
bine nach  außen  hin  abgegeben  wird. 

FOppl,  hOh«rt  jyjntaaik.  28 
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um  nun  der  Vereinfachungen  nicht  verlustig  zu  gehen, 
die  eine  achsensymmetrische  Bewegung  auszeichnen,  kann  man 
an  Stelle  der  wirklichen  Bewegung  eine  ideale  setzen^  die  sich 
ihr  möglichst  eng  anschließt.  Zu  diesem  Zwecke  denke  man 
sich  zuiuLchst  die  Zahl  der  Schaufehl  oder  yielmehr  der  Un- 
Stetigkeitsflächen,  die  sie  zu  vertreten  haben,  unendlich  groß. 
Je  weiter  wir  mit  der  Vermehrung  der  Schaufelzahl  gehen, 
desto  geringer  wird  der  Sprung  sowohl  der  Geschwindigkeit 
als  des  Druckes,  der  mit  der  Überschreitung  einer  Unstetigkeits- 
flache  verbunden  ist,  also  schließlich  unendlich  klein.  Soweit 
es  sich  um  die  Geschwindigkeit  handelt,  verliert  damit  die 
Schanfelfläche  die  Bedeutung  einer  ünstetigkeitsfläche  und  be- 
hält nur  noch  die  Bedeutung  einer  Stromfläche  der  Belativ- 
bewegung  des  Wassers  g^eu  den  Raum  des  Schaufekades. 
Zugleich  freilich  geht  die  stetige  Strömung,  die  wir  auf  diese 
Weise  erhalten,  in  eine  wirbelbehaftete  über.  Bei  endlicher 
Schaufelzahl  und  Unstetigkeitsflächen  haben  wir  die  Bewegung 
innerhalb  jedes  Kanals  als  wirbelfrei  anzusehen,  wahrend  die 
ünstetigkeitsfläche  wegen  des  zu  beiden  Seiten  bestehenden 
Geschwindigkeitsunterschiedes  eine  Wirbelfläche  bildet.  Wenn 
die  Zahl  der  Schaufelflächen  unbegrenzt  vermehrt  wird,  ver- 
teilt sich  der  vorher  nur  in  einzelnen  Flächen  vereinigte  Wirbel 
schließlich  gleichmäßig  über  die  ganze  strömende  Flüssigkeit. 

Nicht  so  einfach  werden  wir  mit  der  ünstetigkeit  des 
Druckes  an  den  Schaufelflächen  fertig.  Wenn  wir  die  Wasser- 
bewegung in  der  Tarbine  durch  eine  Flüssigkeitsströmung  er- 
setzen wollen,  in  der  keine  trennenden  Wände  mehr  vorkommen, 
die  Schaufelflächen  also  nur  noch  die  Bedeutung  von  Belativ- 
stromflächen  behalten  sollen,  muß  der  Druck  zu  beiden  Seiten 

der  Stromflächen  gleich  groß  sein,  d.  h.  ^  muß   gleich   Null 

sein.  Durch  die  Vermehrung  der  Schaiifelzahl  allein  kann 
dies  aber,  wie  wir  vorher  sahen,  nicht  erreicht  werden.  Um 
dem  abzuhelfen,  kann  man  sich  nun  die  ideelle  Flüssigkeits- 
strömung einer  äußeren  Massenkraft  unterworfen  denken,  die 
bei  der  wirklich  vorhandenen  Turbine  fehlt  und  die  willkürlich 
zugefügt  wird,  gerade  so,  wie  etwa  eine  d'Alembertsche  Trägheits- 
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kraft  zugefügt  wird,  um  eine  Aufgabe  auf  eine  andere  mit  ihr 
verwandte  zurückzuführen.  Die  einzige  Bedingung,  der  wir 
diese  hinzuzufügende  Massenkraft  zu  unterwerfen  haben,  be- 
steht darin,  daß  die  Strömung  unter  ihrer  Mitwirkung  in  dem 
nicht  mehr  durch  undurchdringliche  Wände  unterbrochenen 
Baume  gerade  so  erfolgt,  wie  in  der  Turbine  mit  unendlicher 
Schaufelzahl,  bei  der  jede  Schaufel  einen  unendlich  kleinen 
Druckunterschied  aufzunehmen  hat,  der  jetzt  durch  die  zu- 
gefügte Massenkraft  ersetzt  wird. 

Da  dieser  ganz  richtige  und  sehr  fruchtbare  Gedanke  von 
Lorenz  so  viele  Anfechtungen  erfahren  hat,  halte  ich  es  für 
nützlich,  zur  besseren  Erläuterung  noch  den  folgenden  Ver- 
gleich anzustellen.  Man  betrachte  einen  gewichtslosen  Faden, 
an  dem  in  gleichen  Abständen  kleine  Bleikugeln  befestigt  sind. 
'Hängt  man  diesen  Faden  an  beiden  Enden  auf,  so  bildet  er 
ein  Seilpolygon.  Wenn  die  Zahl  der  Bleikugeln  groß  ist,  wird 
sich  das  Seilpolygon  nicht  viel  von  einer  Kurve  unterscheiden. 
Diese  Kurve  findet  man,  indem  man  sich  die  Bleikugeln  ent- 
fernt und  ihr  Gewicht  gleichmäßig  über  die  Fadenlänge  ver- 
teilt denkt.  An  Stelle  der  unstetigen  Belastung,  die  man  ent- 
fernt, bringt  man  also  eine  stetig  verteilte  Massenkraft  an,  die 
vorher  fehlte.  Genau  derselbe  Gedanke  ist  es,  der  auch  dem 
Lorenzschen  Ansätze  zugrunde  liegt. 

Da  die  Zwangskräfte  die  Druckunterschiede  an  den  Schaufeln 
ersetzen,  diese  aber  bei  Vernachlässigung  der  Flüssigkeitsreibung 
senkrecht  zu  den  Schaufelflächen  stehen,  folgt,  daß  auch  die 
Zwangskräfte  jedenfalls  senkrecht  zu  diesen  Flächen  angenommen 
werden  müssen. 

Daß  Lorenz  nicht  von  „Zwangskräften^'  redet,  wie  ich 
es  hier  der  besseren  Anschaulichkeit  wegen  getan  habe,  son- 
dern von  „Zwangsbeschleunigungen'',  ist  natürlich  ganz 
unwesentlich.  Aus  den  Zwangsbeschleunigungen  findet  man 
die  Massenkräfte,  von  denen  vorher  die  Rede  war,  durch  Multipli- 
kation mit  der  auf  die  Raumeinheit  bezogenen  Masse. 

Wir  sind  demnach  berechtigt,  die  Formebi  des  vorher- 
gehenden Paragraphen  ohne  weiteres  auf  dieFiüssigkeitsbewegung 

28* 
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im  Laufrade  der  Turbine  anzuwenden,  wenn  wir  unter  den 
P^y  P^y  P^  die  Komponenten  der  Resultierenden  aus  der  tat- 
sächlicli  vorhandenen  Massenkraft,  also  dem  Gewichte  und  der 
willkürlich  zugefügten  Zwangskraft  verstehen,  mit  dem  Vor- 
behalte, daß  die  Zwangskraft  nachtraglich  so  gewählt  werden 
muß,  daß  die  verlangte  Bewegung  herauskommt.  Übrigens 
kommt  das  Gewicht  wegen  der  lotrechten  Stellung  der  Z- Achse 
nur  in  P,  als  Anteil  vor. 

Die  Zwangskräfte  müssen  wir  uns  von  den  Schaufelflächen 
ausgehend  denken,  da  diese  es  sind,  die  die  besondere  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  erzwingen.  Die  Reaktionen  der  Zwangs- 
kräfte greifen  daher  an  dem  Schaufelrade  an  und  liefern  das 
die  Turbine  umtreibende  Eräftepaar.  Um  das  Moment  dieses 
Eräftepaars  zu  berechnen,  wählen  wir  die  Umdrehungsachse 
als  Momentenachse.  Die  Momente  von  P«  und  P^  verschwinden* 
für  diese  Achse  und  für  das  Moment  M.  erhalten  wir 

M^fP.rdty  (437) 

wenn  unter  dt  ein  Yolumenelement  verstanden  und  die  Inte- 
gration über  den  ganzen,  von  der  Flüssigkeit  durchströmten  Raum 
des  Schaufelrades  ausgedehnt  wird.  Für  P^  kann  man  den 
aus   der  dritten  der  Gleichungen  (432)  hervorgehenden  Wert 

einsetzen,  womit  der  Ausdruck  für  M  übergeht  in 

der  sich  auch  noch  auf  verschiedene  Weise  umformen  läßt. 
Führt  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (433)  die  Wirbelkompo- 
nenten ein,  so  erhält  man 


-M"  =-  W  {v^w^  —  v^w,)rdt .  (440) 


In  dieser  Form  läßt  die  Gleichung  erkennen,  daß  die 
Strömung  notwendig  mit  Wirbeln  behaftet  sein  muß,  wenn 
ein  Drehmoment  M  herauskommen  soll.  Auf  den  „RingwirbeP', 
d.  h«  auf  die  tangentiale   Komponente  w^  des  Wirbelvektors, 
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kommt  es  dabei  übrigens  nicht  an.  Lorenz  schließt  auf  Grund 
einer  Überlegung,  der  ich  jedoch  nicht  beizutreten  yermag,  daß 
der  Ringwirbel  w^  überhaupt  gleich  NuU  zu  setzen  sei.  Daraus 
folgert  er  dann,  daß  die  Stromfunktion  W  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung (435)  genügen  müsse.  In  den  auf  Gl.  (435) 
folgenden  Bemerkungen  war  ja  auch  schon  darauf  hingewiesen 
worden,  daß  das  Verschwinden  des  „Ringwirbels''  in  der  Tat 
zu  dieser  Gleichung  führt,  auch  wenn  w^  und  w^  von  NuU 
verschieden  sind.  —  loh  will  aber  hier  dahingestellt  sein  lassen, 
ob  es  in  der  Tat  richtig  ist,  w^  allgemein  oder  auch  nur  in 
dem  besonderen  Falle  der  Francis-Turbine  gleich  Null  zu  setzen. 
Zu  einer  anderen  Form  der  Gleichung  fOr  das  Moment  M 
gelangt  man  durch  die  folgende  Überlegung.  Man  betrachte 
den  Drall  der  Wassermasse  bezogen  auf  die  ümdrehungsachse 
als  Momentenachse.  Die  im  Yolumenelemente  dt  enthaltene 
Masse  liefert  dazu  den  Beitrag 

—  dt  •  v.r. 
9  '  ' 

da  das  Moment  der  beiden  anderen  Geschwindigkeitskompo- 
nenten v^  und  v^  für  die  ümdrehungsachse  verschwindet.  Der 
Drall  der  ganzen  im  Laufrade  befindlichen  Wassermasse  wird 
daraus  durch  eine  Litegration  über  alle  dt  gefunden.  Dieser 
Drall  ist  in  jedem  späteren  Augenblicke  ebenso  groß  wie  in 
einem  vorhergehenden,  wenn  er  jedesmal  für  die  gerade  im 
Laufrade  befindlichen  Wassermassen  berechnet  wird.  Etwas 
anderes  ist  es  aber,  wenn  man  nach  der  Änderung  fragt,  die 
der  Drall  der  etwa  zur  Zeit  ^  =»  0  im  Laufrade  enthaltenen 
Wassermassen  in  einem  darauf  folgenden  Zeitteilchen  erfährt. 
Bezeichnen   wir   den   Drall   mit  B  und  den  in  diesem  Sinne 

genommenen  DifiPerentialquotienten  mit  -^,   so   ist  nach  dem 

Flächensatz  ,^Q 

oder,  wenn  man  den  Wert  von  JB  einsetzt, 
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Beachtet  man  aber,  daß  auf  Grund  der  Überlegung,  die 
bereits  bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (422)  angestellt 
wurde,  ^^^r)   ,        dfvr) 

gesetzt  werden  kann,  so  erkennt  man,  daß  Gl.  (439)  auch  als 
gleichbedeutend  mit  der  unmittelbar  aus  dem  Flächensatze  her- 
geleiteten Gl.  (441)  anzusehen  ist.  Soweit  es  sich  nur  um  das 
übrigens  sehr  wichtige,  durch  Gl.  (441)  dargestellte  Ergebnis 
handelt,  wäre  daher  die  ganze  hydrodynamische  Betrachtung 
entbehrlich  gewesen;  in  der  Tat  ist  dieses  Ergebnis  auch 
schon  in  Bd.  IV,  §  21,  S.  162  der  3.  Aufl.  vorweg  genommen 
worden. 

§  68.  Belativbewegung  der  Flüssigkeit  gegen  das  Schaufelrad. 

Man  könnte  die  hydrodynamischen  Gleichungen  für  die 
Relativbewegung  aus  den  für  den  absoluten  Raum  geltenden 
durch  Zufügung  der  Ergänzungskräfte  der  Relatiybewegung 
ableiten.  Aber  das  wäre  ein  Umweg.  In  §  7  haben  wir  uns 
bereits  davon  überzeugt,  daß  man  auf  diesem  Wege  genau  zu 
denselben  Bewegimgsgleichungen  gelangt,  die  man  auch  viel 
einfacher  durch  eine  hier  sehr  leicht  auszuführende  Koordi- 
natentransformation erlangt.  Als  relative  Koordinaten  ver- 
wenden wir  wie  damals  0,  r,  <p.  Dabei  stimmen  is  und  r  mit 
den  gleichbezeichneten,  auf  den  festen  Raum  bezogenen  Größen 
überein,  während  zwischen  9  und  ^  die  Beziehung  besteht 

f^q)  +  ut.  (442) 

Die  Relativgeschwindigkeiten  bezeichnen  wir  durch  Beifügung 
eines  Striches  zu  den  sich  auf  den  festen  Raum  beziehenden 
Bezeichnungen.     Dann  ist 

^•  =  ^/;    ^r*=V;    Vf=-vl  +  ur.  (443) 

Wir  stellen  zunächst  fest,  welche  Änderungen  die  Ausdrücke 
für  die  Wirbelkomponenten  erfahren.  Diese  werden  für  die 
Relativbewegung  durch  dieselbe  Rechenvorschrift  aus  den  Re- 
lativgeschwindigkeiten gefunden,  wie  früher  bei  der  absoluten 
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Bewegung.   Für  die  stationäre  und  achsensymmetriBche  Belativ- 
bewegung  erhalten  wir  daher  nach  Maßgabe  der  Gleichungen  (433) 


w;.  =«  ~ 


1  d{vt'r) 

r     dr    ' 


W, 


dv/      dv/ 

^ES     ■■    ■  ■    -    ■■  -      ■■    • 


dr        dz 


Drücken  wir  hierin  die  Relativgeschwindigkeiten  mit  Hilfe 
der  vorhergehenden  Gleichungen  in  den  Absolutgeschwindig- 
keiten aus^  so  finden  wir 

w/  ^w^  +  2uy    w/=^w^y    wl^Wf.  (444) 

Hiemach  unterscheidet  sich  nur  die  achsiale  Wirbelkom- 
ponente um  2u  Yon  der  auf  den  absoluten  Baum  bezogenen. 
Hätte  ich;  wie  es  sonst  gewöhnlich  geschieht^  nur  die  Hälfte 
der  w  als  Maß  für  die  Stärke  des  Wirbels  benutzt^  so  würde 
der  Unterschied  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  u  selbst  sein. 

Ersetzen  wir  femer  die  Geschwindigkeitskomponenten  in 
den  übrigen  Gleichungen  yon  §  66  durch  ihre  in  den  Gleichungen 
(443)  gegebenen  Werte,  so  erhalten  wir  die  Kontinuitätsgleichung 
in  der  mit  Gl.  (430)  übereinstimmenden  Form 


de     '^     dr     ~^ 
und  die  Gleichungen  (432)  gehen  über  in 


(445) 


/   ,  dv!   ,       ,  dv!\  .    T> 


L 

9 


dp 

dz 


,dv/       {v{-^ur) 


)-K- 


dp 

dr 


y  I    r  ^^i    I       '  dv!   ,   v!v!    ,  o    '   \        t> 
g\*    dz     ^     ^    dr    ^      r       '       ^    }  '      J 


(446) 


In  der  ersten  Gleichung  ist  dabei  das  Gewicht  y  der  Vo- 
lumeneinheit besonders  herausgehoben,  so  daß  unter  P„  P^,  P^ 
jetzt  nur  noch  die  Komponenten  der  Lorenzschen  Zwangskraft 
zu  verstehen  sind. 
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An  der  Stromfunktion  V  und  den  Gleichungen  (434) 
wird  durch  den  Ühergang  zur  Relatiybewegung  nichts 
geändert. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (446)  der  Reihe  nach 
mit  vjy  t;/  und  v^  und  addiert  sie  hierauf^  so  erhält  man  eine 
Gleichung,  die  die  Veränderlichkeit  des  Druckes  inner- 
halb eines  Stromfadens  kennen  lehrt.  Schreibt  man 
nämlich  zur  Abkürzung 

yersteht  also  unter  v  den  Absolutbetrag  der  Relatiygeschwin- 
digkeit  und  beachtet,  daß 

ist,  weil  die  Zwangskrafb,  wie  wir  schon  früher  feststellten, 
senkrecht  zur  Schaufelfläche,  also  auch  senkrecht  zur  Belativ- 
geschwindigkeit  steht,  so  läßt  sich  die  auf  dem  angegebenen 
Wege  abgeleitete  Gleichung  nach  geeigneter  Zusammenziehung 
der  Glieder  schreiben 

2  g  \  '     dz     *     *^    dr  /       g    ^  ^   *         *  dz         ^  dr 

Führen  wir  für  die  relative  lebendige  Kraft,  bezogen  auf 
die  Yolumeneinheit,  die  Beziehung  L'  ein,  setzen  also 

2  9 

und  bezeichnen  mit  dem  Differentialzeichen  d  den  Zuwachs, 
den  die  betreffende  Größe  beim  Fortschreiten  längs  einer  Strom- 
linie erfahrt,  so  lautet  die  vorhergehende  Gleichung 

wofür  man  auch  kürzer 

dp  +  dL'  —  —  ü^rdr  —  yde  —  0 

schreiben  kann,  woraus  man  durch  eine  Integration 

p  +  L'-j'f^-y.^G  (447) 
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erhält.  Eine  solche  Gleichung  gilt  für  jede  Stromlinie;  die 
Integrationskonstante  hat  indessen  für  jede  Stromlinie  im  all- 
gemeinen einen  anderen  Wert. 

Übrigens  hätte  znr  Ableitung  von  Gl.  (447)  auch  schon 
dieselbe  einfache  Überlegung  genügt,  die  bereits  in  Band  I, 
§  58  der  3.  Aufl.  zur  Untersuchung  der  Veränderlichkeit  des 
Druckes  längs  eines  Stromfadens  verwendet  wurde.  Mit  der 
dort  auf  S.  365  abgeleiteten  Gl.  (139)  stimmt  nämlich  Gl.  (447) 
im  wesentlichen  überein,  abgesehen  davon,  daß  jetzt  noch  ein 
weiteres  Glied  hinzugetreten  ist,  das  der  Arbeit  der  Zentri- 
fugalkraft entspricht. 

§  69.    Die  Strömungsaufgabe  der  Turbinentheorie. 

Die  nächstliegende  Aufgabe  der  Theorie  besteht  in  der 
Ermittelung  der  Flüssigkeitsbewegung  in  einer  Turbine,  deren 
Schaufelflächen  gegeben  sind.  Als  letztes  Ziel  aller  dieser  Be- 
trachtungen gilt  freilich  gerade  die  Ermittelung  der  besten 
Form  für  diese  Schaufelflächen  und  die  bisherigen  Arbeiten 
gingen  darauf  hinaus,  dieses  Ziel  unmittelbar  zu  erreichen. 
Aber  mir  scheint,  daß  man  damit  nicht  auf  dem  richtigen 
Wege  war.  um  so  vorgehen  zu  können,  mußte  man  nämlich 
willkürliche  oder  nicht  genügend  begründete  Annahmen  über 
die  Art  der  Flüssigkeitsströmung  machen,  also  anstatt  die 
Lösung  der  hier  gestellten  Aufgabe  ernstlich  zu  versuchen, 
vermutungsweise  eine  Lösung  voraussetzen,  von  der  ich  aber 
nachweisen  werde,  daß  sie  wenig  Zutrauen  verdient.  In  der 
Tat  wird  man  erst  dann  zu  einer  stichhaltigen  Entscheidung 
über  die  beste  Schaufelform  gelangen  können,  wetin  man  zuerst 
nicht  auf  Grund  unbewiesener  Annahmen,  sondern  als  Ergebnis 
einer  eingehenderen  Betrachtung  anzugeben  vermag,  wie  die 
Wasserbewegung  ausfällt,  die  durch  eine  beliebig  gegebene 
Schaufelform  hervorgebracht  wird. 

Mit  dieser  Aufgabe  werde  ich  mich  hier  ausschließlich 
beschäftigen.  Ich  muß  fireilich  hinzufügen,  daß  es  mir  nicht 
möglich  sein  wird,  sie  allgemein  und  vollständig  zu  lösen. 
Ich  muß  mich  vielmehr  damit  begnügen,   eine  ziemlich  ver- 
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wickelte  Differentialgleichung  aofzustellen^  von  der  diese  Lö- 
sung abhängt.  Die  vollständige  Lösung  wird  sich  nur  f&r 
einzelne  einfachere  FäUe  daraus  finden  lassen. 

Die  Gestalt  einer  der  Schaufelflächen  mag  analytisch  durch 
eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten 

£1  (z,  r,g>)^0  (448) 

gegeben  sein.  Zieht  man  Yom  Pimkte  is,  r,  q)  aus  ein  Linien- 
element auf  der  Fläche  in  beliebiger  Richtung,  das  zu  den 
Eoordinatenzuwüchsen  dji,  dr,  dq>  fuhrt,  so  gilt  die  vorher- 
gehende Gleichung  auch  für  die  Koordinaten  des  Endpunktes 
und  als  Bedingung  dafür,  daß  das  Linienelement  auf  der  Fläche 
enthalten  ist,  hat  man  daher  die  Gleichung 

-5—  de  +  -77—  dr  +  -ö—  dw  =  0. 
dz         ^    dr  dq>     ^ 

Insbesondere  gilt  daher  auch  eine  Gleichung  von  dieser 
Form  für  die  Komponenten  der  Belativgeschwindigkeit,  nämlich 

dz     *    ^    dr     ^    ^   rd(p     ' 

Für  die  weitere  Untersuchung  wird  es  aber  in  der  Regel 
vorzuziehen  sein,  Gl.  (448)  nach  vorhergehender  Auflösung 
nach  g)  auf  die  Form 

F(z,r)  +  (p  +  a^O  (449) 

zu  bringen,  worin  F  eine  bekannte  Funktion  von  0  und  r 
allein  und  die  Konstante  a  einen  sogenannten  Parameter  be- 
deutet, nämlieh  eine  Konstante,  die  verschieden  gewählt  werden 
kann,  so  daß  jeder  Wahl  eine  dadurch  näher  bestimmte 
Schaufelfiäche  entspricht  und  zwar  jedem  zwischen  0  und  2  sc 
liegenden  Werte  von  a  eine  andere.  Hiermit  gehen  die  vor- 
hergehenden Gleichungen  über  in 

^-Zdg  +  ^dr  +  d<p  =  0.  (450) 

ä7''' +är^r +f  =  0.  (451) 
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Drückt  man  die  achsiale  und  die  radiale  Geschwindigkeits- 
komponente  nacli  den  Gleichungen  (434)  in  der  Stromfunktion 
W  aus,  nämlich 

^»  ^   r   dr  '  ^»^  "~        r  dz 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  Gl.  (451) 

Hiermit  sind  alle  Geschwindigkeitskomponenten  in  der  Strom- 
funktion ausgedrückt  und  die  Lösung  unserer  Strömungsaufgahe 
kommt  daher  darauf  hinaus^  diese  Stromfanktion  W  zu  ermitteln. 

In  §  66  wurde  schon  erwähnt,  daß  W  der  DiflPerential- 
gleichung  (436) 

dz*  "^  dr*  r  ~dr  "  ^ 
genügen  muß,  wenn  man  voraussetzen  darf,  daß  der  Ringwirbel 
w^  oder  auch,  was  nach  den  Gleichungen  (444)  auf  dasselbe 
hinauskommt;  die  tangentiale  Komponente  w^  des  Relativwirbels 
verschwindet.  Sowohl  Prasil  als  Lorenz  haben  bei  ihren  Unter- 
suchungen diese  Annahme  entweder  willkürlich  oder  mit  un- 
zulänglicher Begründung  gemacht,  womit  für  sie  die  Frage  des 
Stromverlaufs  bei  gegebener  S^haufelform  im  weseXhen 
bereits  entschieden  war.  Aber  schon  in  den  auf  Gl.  (440)  S.  437 
folgenden  Bemerkungen  habe  ich  erklärt,  daß  ich  mich  dieser 
Annahme  nicht  anzuschließen  vermöchte.  Ich  werde  jetzt  meinen 
Widerspruch  näher  begründen  und  eine  Differentialgleichung 
für  W  aufstellen,  die  meiner  Ansicht  nach  an  die  Stelle  der 
vorstehenden  gesetzt  werden  muß. 

Zu  diesem  Zwecke  greife  ich  auf  die  einleitenden  Betrach- 
tungen von  §  67  zurück.  Dort  wurde  ausgeführt,  daß  die 
Absolutbewegung  des  Wassers  in  jedem  Kanäle  und  zwar  sowohl 
des  feststehenden  Leitrades  als  des  umlaufenden  Schaufelrades 
zum  mindesten  näherungsweise  als  wirbelfrei  anzusehen  ist. 
Und  zwar  gilt  dies  so  lange,  als  man  noch  nicht  zur  Annahme 
unendlich  vieler  Schaufeln  übergegangen  ist.  Jede  Schaufel  ist 
dabei  als  eine  ünstetigkeitsfläche  zu  betrachten,  die  zugleich 
eine  Wirbelfläche  ist,  indem  sie  den  Sitz  von  Wirbeln  bildet. 
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die  aber  nicht  ins  Innere  der  durch  den  Kanal  strömenden 
Flüssigkeit  hineinreichen.  Nach  den  Helmholtzschen  Wirbel- 
sätzen wäre  diese  Aussage  bei  einer  endlichen  Schaufelzahl 
sogar  als  streng  gültig  zu  betrachten,  wenn  die  Flüssigkeit 
Yollkommen  reibungsfrei  wäre.  Wegen  der  Reibung  an  der 
Kanalwand  wird  nun  freilich  an  die  Stelle  der  Wirbelfläche 
zunächst  eine  der  Kanalwand  entlanglaufende  dünne  Wirbel- 
schicht treten,  die  aber  für  eine  hinlänglich  genaue  Beschreibung 
des  ganzen  Vorgangs  immer  noch  durch  jene  Wirbelfläche  ver- 
treten werden  kann. 

Das  gilt  zunächst  für  das  Leitrad.  In  dem  umlaufenden 
Schaufelrade  kommt  noch  hinzu,  daß  sich  jede  bereits  im  Leit- 
rade ausgebildete  Wirbelfläche  in  das  Laufrad  hinein  fortsetzt. 
Wegen  des  stetigen  Anschlusses  verlaufen  aber  auch  diese  Wirbel- 
flächen zum  mindesten  ungefähr  parallel  mit  den  Schaufelflächen. 

Sobald  man  nun  zur  Vereinfachung  der  theoretischen  Dar- 
stellung die  Schaufelzahl  unbegrenzt  vermehrt  und  damit  die 
FlüBsigkeitsbewegung  auf  eine  stetige  und  achsensynmietrische 
zurückführt,  rücken  die  Wirbelflächen  und  die  ihnen  ent- 
sprechenden Wirbelschichten  immer  dichter  zusammen  und  die 
ideelle  Flüssigkeitsbewegung,  zu  der  man  durch  diesen  Grenz- 
übergang gelangt,  ist  daher  notwendig  mit  Wirbeln  behaftet. 
Das  hat  Lorenz  schon  vollständig  klar  erkannt  und  auch  noch 
ausdrücklich  nachgewiessn.  Dagegen  hat  er  den  weiteren  Schluß, 
der  aus  dieser  Betrachtung  ebenfalls  folgt,  und  der  meiner 
Meinung  nach  der  Lösung  der  Strömungsaufgabe  zugrunde 
gelegt  werden  muß,  nicht  mehr  gezogen,  obschon  mir  dieser 
Schluß  ganz  unvermeidlich  und  unanfechtbar  erscheint.  Aus 
dem  vorgenommenen  Grenzübergange  schließe  ich  nämlich,  daß 
die  Wirbelflächen  auch  bei  der  ideellen  Flüssigkeits- 
bewegung mit  den  Schaufelflächen  zusammenfallend 
anzunehmen  sind.^) 

1)  Wählend  des  Druckes  habe  ich  bemerkt,  daß  dieser  Schluß  schon 
vor  mir  von  Herrn  R.  v.  Mises  in  einer  umfangreichen  Abhandlung 
„Theorie  der  Wasserräder"  gezogen  wurde,  die  in  der  Z.  f.  Math.  u. 
Fhys.  67,  S.  1,  1909  erschienen  ist. 
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Um  dieser  Überlegung  in  Form  einer  Gleichung  Ausdruck 
zu  geben^  muß  man  zwischen  der  Belativbewegung  und  der 
Absolutbewegung  des  Wassers  im  Schaufelrade  unterscheiden. 
Was  ich  vorher  ausführte^  bezog  sich  auf  die  Absoluthewegung. 
Will  man  mit  der  Relativbewegung  des  Wassers  rechnen,  so 
ist  zu  beachten,  daß  sich  die  achsialen  Wirbelkomponenten  w^ 
und  wj  um  2u  voneinander  unterscheiden.  Man  hat  daher,  wenn 
man  die  Relativbewegung  verfolgen  will,  von  wj  diesen  Betrag 
erst  abzuspalten  und  hierauf  auszudrücken,  daß  der  übrig- 
bleibende  Wirbelvektor  überall  tangential  zu  den  Schaufelflächen 
gerichtet  sein  muß.  Das  kommt  aber  auf  dasselbe  hinaus,  als 
wenn  man  sofort  mit  dem  auf  den  festen  Raum  bezogenen 
Wirbel  rechnet  und  diesem  die  Bedingung  auferlegt,  daß  er  in 
jedem  Augenblicke  tangential  zur  Schaufelfläche  gerichtet  ist. 
Wir  erhalten  damit  die  Gleichung 

dz     '  ^    dr     ^      rd(p     * 

oder  auch,  wenn  £1  durch  die  in  Gl.  (449)  eingeführte  Funktion 

F  ersetzt  wird, 

dF        ,    BF       ,   ^t       n  /A''n\ 

-ä7«'.+  äF«'r+T-0.  (4o3) 

Drückt  man  nach  den  Gleichungen  (433)  die  Wirbelkom- 
ponenten in  den  Geschwindigkeitskomponenten  der  Absolut- 
bewegnng  ans,  so  geht  die  Gleichung  fiber  in 

_|Fll|^^|^      i/^_^N      0.     (454) 
dz   r     dr      *    dr    dz     ^    r\dr         dz  J  ^       ^ 

Da  nun  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  der  Strom- 
funktion W  ausgedrückt  werden  können,  erhält  man  damit  die 
gesuchte  Differentialgleichung,  der  die  Funktion  W  genügen 
muß.    Man  hat  nämlich 


1  dW 

v,  —  V.  —  —  ^— 
*         *        r   er 

1  d^ 

r  r  r    dz 


,   dF   dW      dF   dW 
*        '    '  ^    dr     dz        oz     er  ) 


(455) 
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Es  hätte  keinen  Zweck,  Ol.  (454)  nach  Einsetzen  dieser 
Werte  nochmals  von  neuem  anzuschreiben.  Man  sieht  schon, 
daß  sie  zu  verwickelt  ist,  als  daß  man  sie  für  ein  beliebig  ge- 
gebenes F  allgemein  lösen  könnte.  In  solchen  Fällen  bleibt 
nichts  anderes  übrig,  als  sich  auf  die  Untersuchung  Yon  ein- 
facheren Sonderfallen  zu  beschränken. 

Als  erstes  Beispiel  dafdr  betrachte  ich  ein  sogenanntes 
Radialrad,  nämlich  ein  Rad  mit  zylindrischen  Schaufel- 
flächen, deren  gerade  Erzeugende  parallel  zur  Um- 
drehungsachse  sind.     In  diesem  Falle  wird 

dz 
und  Ol.  (454)  vereinfacht  sich  zu 

Je  nach  der  Oestalt  der  Schaufel  kann  F  noch  eine  be- 
liebige Funktion  von  r  sein.  Man  kann  natürlich  nachtraglich 
auch  umgekekrt  danach  fragen,  wie  F  gewählt  werden  muß^ 
damit  eine  bestimmte  Strömung  zustande  kommt,  die  durch 
eine  vorgeschriebene  Stromfunktion  W  gekennzeichnet  wird. 

Als  zweites  Beispiel  betrachte  ich  den  Fall  einer 
schraubenförmigen  Schaufelfläche,  deren  Gleichung  in 
Zylinderkoordinaten,  wenn  c  eine  Konstante  bedeutet, 

Cjgr  +  9  +  a  =  0 
lautet.     Man  hat  daher  in  diesem  Falle 


dF       r.  dF 


^  =  0, 


=  c 


dr  '  dz 

zu  setzen  und  hiermit  vereinfacht  sich  Gl.  (454)  zu 

|y+(l  +  oV)^^-i|?'(l-cV)-2c«r»  =  0.     (457) 

Partikuläre  Lösungen,  aus  denen   sich  nützliche  Schlüsse 

ziehen  lassen,  werden  sich  voraussichtlich  leicht  finden  lassen; 

ich  halte  mich  damit  aber  jetzt  nicht  auf. 

Schließlich  bemerke  ich  noch,  daß  es  mir  bei  der  Abfassung  der 
letzten  Paragraphen  nur  darauf  ankam,  den  Leser  so  weit  in  die  6e- 
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handlungsweise  der  neueren  Turbinentheorie  einzuführen,  daß  er  sich 
ohne  Schwierigkeit  in  die  Originalarbeiten  vertiefen  kann  und  diesen 
auch  mit  einem  selbständigen  Urteil  entgegenzutreten  vermag,  was 
auf  diesem  eben  erst  noch  in  der  Entwicklung  begriffenen  Gebiete, 
auf  dem  die  Meinungen  vorläufig  noch  sehr  weit  auseinandergehen, 
besonders  nötig  ist.  Was  mir  minder  wichtig  oder  noch  zweifelhaft 
erschien,  habe  ich  fortgelassen.  Eine  Gewähr  dafür,  daß  mir  nicht 
vielleicht  auch  manches  entgangen  ist,  was  eigentlich  hierher  gehört 
hätte,  vermag  ich  freilich  nicht  zu  übernehmen,  da  ich  mich  mit  der 
Turbinentheorie  früher  nicht  beschäftigt  hatte  und  sie  auch  jetzt  nur 
so  weit,  als  es  mir  für  die  Zwecke  dieses  Lehrbuchs  nötig  erschien, 
durchstudiert  habe.  —  Über  mein  ursprüngliches  Vorhaben  bin  ich 
nur  im  letzten  Paragraphen  hinausgegangen,  da  mir  eine  Berichtigung 
der  bisher  über  die  Strömungsaufgabe  geäußerten  Ansichten  not- 
wendig erschien. 

§  70.    Die  Bewegnuigsgleiohungen  für  zähe  Flüssigkeiten. 

In  Band  IV,  §  54  der  3.  Aufl.  habe  ich  bereits  die  Strö- 
mung einer  Flüssigkeit  in  einer  Rohrleitung  besprochen  und 
dabei  auseinandergesetzt,  daß  man  für  geringere  Geschwindig- 
keiten,  bei  denen  die  ^^Mischbewegung'^  zurücktritt,  zu  Folge- 
rungen gelaugt,  die  mit  der  Erfahrung  recht  gut  übereinstimmen, 
wenn  man  die  Eigenschaft  der  Zähigkeit  durch  einen  Ansatz 
zum  Ausdruck  bringt,  wonach  Schubspannungen  oder  innere 
Beibungen  in  der  fließenden  Wassermasse  anzunehmen  sind,  die 
dem  GeschwindigkeitsgefäU  an  der  betreffenden  Stelle  propor- 
tional gesetzt  werden.  Bildet  man  diesen  Ansatz  sinngemäß 
weiter  aus,  so  daß  er  sich  auf  eine  in  beliebiger  Weise  bewegte 
Flüssigkeit  bezieht,  so  gelangt  man  zu  den  Bewegungsgleichungen 
für  zähe  Flüssigkeiten.  Man  darf  nach  den  darüber  vorliegenden 
Erfahrungen  annehmen,  daß  diese  Gleichungen  in  allen  Fällen, 
bei  denen  die  Mischbewegung  keine  merkliche  Störung  der 
regelmäßigen  Strömung  herbeiführt,  also  namentlich  bei  kleinen 
Geschwindigkeiten,  die  übrigens  um  so  größer  werden  dürfen, 
je  zäher  die  Flüssigkeit  an  sich  ist,  eine  der  Wirklichkeit  sehr 
nahe  kommende  Beschreibung  des  Strömungsvorganges  liefern. 

Beim  Auftreten  von  Beibungen  ist  der  Flüssig- 
keitsdruck nach  verschiedenen  Richtungen  hin  ver- 
schieden  groß.     Um   die   inneren   Kräfte   in   übersichtlicher 
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Weise  zu  bezeichnen,  greift  man  daher  am  besten  auf  die  aus 
der  Festigkeitslehre  her  bekannte  DarstelluDgsweise  zurück.  Ful- 
das Gleichgewicht  eines  Yolumenelements  erhielten  wir  in 
Band  III,  S.  23  der  3.  Aufl.  die  Bedingungsgleichungen 

JL  j ?L*  j if  4-  X  =  0 

dx^    dy   ^    dz    ^  "^       ^' 

dz  ^    dx  ^    dy   ^ 

Diese  können  auch  hier  sofort  verwendet  werden,  wenn 
man  den  6  und  r  ihre  frühere  Bedeutung  läßt,  unter  den  r  also 
die  Komponenten  der  inneren  Reibungen  versteht.  Zugleich  ist 
in  die  Komponenten  der  äußeren  Massenkraft  X  TZ  die  Träg- 
heitskraft  mit  einzurechnen,  die  man  beifügen  muß,  um  das 
dynamische  Problem  auf  ein  statisches  zurückzuführen. 

Bei  den  Aufgaben,  die  man  über  die  Flüssigkeitsbewegungen 
mit  Berücksichtigung  der  Zähigkeit  zu  lösen  hat,  kommt  es 
gewöhnlich  auf  die  Schwere  nicht  an.  Man  fragt  vielmehr  nur 
danach,  wie  sich  der  Vorgang  gestaltet,  wenn  das  Gewicht 
außer  acht  gelassen  wird.  Dann  sind  unter  XTZ  nur  noch 
die  Komponenten  der  Trägheitskraft  zu  verstehen  und  die  vor- 
hergehenden Gleichungen  gehen  über  in 


dt        dx    ^     dy  dz 

^  dt^  dy  '^    dx   '^    dz 

dv^         l^         ^^xz    ,      ^'^yz 


(458) 


dt        dz    *     dx  dy 

Diese  Gleichungen  treten  jetzt  an  die  Stelle  der  Eulerschen 

Gleichungen  (368),  wenn  man  sich  die  totalen  DiflPerentialquo- 

tienten  der  Geschwindigkeitskomponenten  v^^v^v^  in  derselben 

Weise  ausgedrückt  denkt,  wie  es  damals  geschehen  war.    Daß 

sich  das  Vorzeichen  von  -^  gegenüber  dem  ihm  entsprechen- 
den  Gliede  —  ^  in  den  Gleichungen  (368)  umgekehrt  hat,  rührt 
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davon  her^  daß  in  der  Festigkeitslehre  Zügspannungen  stets 
positiv  gerechnet  wurden,  während  in  der  Hydrodynamik  ein 
positives  p  einen  Druck  bedeutet. 

Wir  haben  jetzt  die  Annahme  über  den  Zusammenhang 
zwischen  den  inneren  Reibungen  und  den  Geschwindigkeits- 
unterschieden, von  der  vorher  die  Rede  war,  durch  Gleichungen 
auszudrücken.  Hierbei  ist  vor  allem  zu  beachten,  daß  die  aus 
der  Festigkeitslehre  bekannten  Gleichungen  zwischen  den  zu- 
geordneten Schubspannungen 

^xy  yxf  X9        "»xJ  y»  »y 

auch  hier  unverändert  bestehen  bleiben.  Die  innere  Reibung  r^^ 
ist  zunächst  in  Zusammenhang  zu  bringen  mit  dem  Differential- 
quotienten -x-^,  denn  t;^  ist  gleichgerichtet  mit  r<^y,   und  für 

diese  Reibung  kommt  die  Änderung  in  Betracht,  die  v^  er- 
fährt, wenn  man  in  der  Richtuog  der  Flächennormalen,  also 
in  der  Richtung  von  x  weitergeht.  Wenn  aber  eine  Reibung 
r^y  entsteht,  so  entspricht  ihr  zugleich  eine  gleichgroße  Rei- 
bung Ty^  und  umgekehrt.  Andererseits  steht  die  Reibung  r 
nach  unserer  Annahme  im  nächsten  Zusammenhange  mit  dem 

Di£Ferentialqnotienten  -^  •    Wir  erkennen  hierans,  daß  fQr  den 

gemeinschaftlichen  Wert  von  t^  und  t  beide  Di£Perential- 
quotienten  maßgebend  sind,  und  setzen  demnach 


»..  -  ■P«  -  »  \0g  -t-  gas/ 


(459) 


Dieser  Ansatz  bildet  daher  nur  eine  sinngemäße  und  folge- 
richtige Ausgestaltung  des  schon  in  Band  lY  bei  der  Strömung 
in  Röhren  gewählten,  der  zuerst  von  Newton  aufgestellt  wurde. 

Wenn  die  Schubspannungen  von  Null  verschieden  sind, 
können  die  Normalspannungen  nicht  mehr  für  alle  Schnitt- 
richtungen gleich  groß  sein.  Wir  wissen  vielmehr  bereits 
aus  den  in  der  Festigkeitslehre  angestellten  Betrachtungen  über 

FOppl,  höhere  Dyiukmik.  29 
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das  Gleichgewicht  an  einem  Yolumenelemente,  daß  die  Aus- 
drücke für  die  Normalspannungen  von  den  für  die  Schub- 
Spannungen  gegebenen  abhängig  sind  Anstatt  diese  Betrach- 
tungen  hier  Ton  neuem  zu  wiederholen,  ist  es  am  einfachsten, 
die  Beziehungen  zwischen  den  Spannungen  durch  einen  Ver- 
gleich mit  einem  gleichbeschaffenen  Spannungszustande  in  einem 
deformierten  elastischen  festen  Körper  abzuleiten.  Dieser  Weg 
empfiehlt  sich  um  so  mehr,  als  dabei  zugleich  eine  sehr  an- 
schauliche Darstellung  des  in  der  strömenden  Flüssigkeit  be- 
stehenden Spannungszustandes  gewonnen  wird. 

Man  betrachte  die  Flüssigkeit  zur  Zeit  t  und  in  einem 
kurz  darauf  folgenden  Augenblicke  t-^t^.  Während  der  kurzen 
Zeitdauer  ^q  hat  sich  ein  der  Flüssigkeit  angehöriger  materieller 
Punkt  um  die  Strecken  v^t^j  v^t^^  v^t^  in  den  Koordinaten- 
richtungen yerschoben.  Wir  wollen  uns  nun  einen  elastischen 
Körper  denken,  der  im  spannungslosen  Zustande  genau  mit 
der  Gestalt  der  Flüssigkeit  zur  Zeit  t  übereinstimmt.  Dieser 
Körper  sei  einer  Gestaltänderung  unterworfen,  so  daß  die  Yer- 
schiebungskomponenten  ^ri^  genau  mit  den  Strecken  überein- 
stimmen, um  die  sich  die  entsprechenden  Punkte  der  Flüssigkeit 
während  der  Zeitdauer  t^  verschoben  hatten.     Wir  setzen  also 

S^t^i^o;    n'^'^th)     i=^%h 

und  fragen  nach  den  Spannungen,  die  in  dem  elastischen 
Körper  infolge  der  angenommenen  Gestaltänderung  entstehen. 
Diese  Spannungen  ergeben  sich  nach  dem  Elastizitätsgesetze. 
Nach  den  Gleichungen  (279)  und  (283)  Ton  Band  UT,  S.  360 
der  3.  Aufl.  hat  man  dafür  die  Ausdrücke 

*«  =  ^^.«  =  0^(97  +  d^  =  ^*o  (ä7  +  äS) ' 


^9 


.-'..-«if+i)-«^(i?+i?). 
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Beim  Einsetzen  der  Werte  yon  l^rj^  in  diese  Formeln  war 
zu  beachten^  daß  nach  der  Kontinuitätsgleichung 

dx'^  dy  '^  dz       ^ 

ist  und  daß  daher  bei  dem  hier  zu  untersuchenden  Form- 
änderungszustand des  elastischen  Körpers  die  kubische  Aus- 
dehnung e.  ebenfalls  yerschwindet. 

Wenn  der  Schubelastizitätsmodul  Q  des  elastischen  Kör- 
pers beliebig  gegeben  ist,  wird  man  die  Zeit  t^  stets  so  wählen 
können,  daß  Ct  ^^Ic 

wird.  In  diesem  Falle  stimmen,  wie  der  Vergleich  der  Formeln 
lehrt,  die  Schubspannungskomponenten  im  elastischen  Körper 
genau  mit  den  inneren  Reibungen  in  der  Flüssigkeit  überein. 
Darum  brauchen  aber  die  beiden  miteinander  verglichenen 
Spannungszustände  noch  nicht  in  allen  Stücken  überein- 
zustimmen. Sie  können  sich  noch  yoneinander  unterscheiden 
in  der  Art,  daß  der  unterschied  einem  Spannungszustande 
entspricht,  für  den  die  Schubspannungen  zu  Null  werden,  und 
zwar  gelten  die  Torhergehenden  Betrachtungen  für  jede  be- 
liebige Richtung  der  Koordinatenachsen,  so  daß  also  auch  bei 
dem  DifFerenz-Spannungszustande  die  Schubspannungen  für  jede 
Schnittrichtung  verschwinden  müssen.  Dann  muß  aber  jede 
Schnittrichtung  eine  Hauptschnittrichtung  und  jede  Spannung 
eine  Haupispannung  sein,  d.  h.  der  gesuchte  Differenz- Span- 
nungszustand kann  nur  in  einer  nach  allen  Richtungen  hin 
gleichen  Flüssigkeitspressung  p  bestehen  oder  in  einem  Zu- 
stande der  Zugspannung,  wie  er  daraus  hervorgeht,  wenn  man 

jp  negativ  setzt. 

29* 
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Auf  Grund  dieser  Betrachtungen  vermögen  wir  jetzt  auch 
die  Ausdrücke  für  die  Normalspannungen  in  der  zähen  Flüssig- 
keit aus  den  für  den  elastischen  Körper  gültigen  herzuleiten^ 
indem  wir  das  Glied  —  p  hinzufügen  und  Gt^  wiederum  durch 
Je  ersetzen.     Damit  erhalten  wir 


(460) 


Die  Bedeutung  von  p  folgt  hieraus  leicht  durch  Addition 
der  drei  Gleichungen  unter  Beachtung  der  Eontinuitätsbedingung; 
man  erhält  nämlich 

P 3 ; 

d.  h.  p  ist  der  arithmetische  Mittelwert  des  Flüssigkeitsdruckes 
auf  irgend  drei'  zueinander  senkrecht  stehende  Schnittflächen. 
Die  Glieder,  die  zu  ■— 1>  hinzutreten,  geben  demnach  die  Ab- 
weichungen des  Spannungszustandes  in  der  bewegten  zähen 
Flüssigkeit  yon  der  nach  allen  Seiten  hin  gleichen  Fressung 
einer  dafür  an  die  Stelle  gesetzten  reibungsfreien  Flüssigkeit  an. 
Auch  die  Arbeiten,  die  von  den  Spannungskomponenten 
an  der  Oberfläche  eines  Raumelements  bei  der  vorher  betrach- 
teten Formänderung  der  Flüssigkeit  geleistet  werden,  können 
im  wesentlichen  nach  derselben  Formel  berechnet  werden  wie 
die  Formänderungsarbeit  am  elastischen  Körper.  Man  muß 
nur  beachten,  daß  bei  den  Formeln  der  Festigkeitslehre  für 
die  Formänderungsarbeit  überall  der  Faktor  ^  zu  dem  Produkt 
aus  Erafk  und  zugehöriger  Verschiebung  beizufügen  ist,  weil 
die  Kraft  erst  allmählich  und  proportional  mit  der  Verschie- 
bung anwächst,  während  bei  der  Bewegung  der  zähen  Flüssig- 
keit die  Spannungen  bei  der  ganzen  in  der  kurzen  Zeit  tQ  er- 
folgenden Formänderung  ihre  Werte  von  Anfang  an  entweder 
ganz  oder  doch  nahezu  unverändert  beibehalten.  Die  Gestalt- 
änderungsarbeit in  der  zähen  Flüssigkeit  ist  daher  doppelt  so 
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groß  als  die  Formänderungsarbeit,  die  bei  den  Verschiebungen 
irjiim  elastischen  Körper  aufgespeichert  wird.  Natürlich  be- 
deutet die  Gestaltänderungsarbeit  für  die  Flüssigkeit  keine 
aufgespeicherte  mechanische  Energie,  sondern  einen  Verlust 
an  mechanischer  Energie,  indem  diese  durch  die  Reibungen 
in  Wärme  verwandelt  wird. 

Wenn  ä;  «■  0  ist,  wird  die  Arbeit  der  Spannungen  an 
jedem  Baumelemente  zu  Null,  d.  h.  in  der  reibungsfreien 
Flüssigkeit  kann  keine  mechanische  Energie  verloren 
gehen.  Man  kann  daher  eine  vollkommene  Flüssigkeit  auch 
geradezu  durch  die  Eigenschaft  definieren,  daß  in  ihr  keine 
mechanische  Energie  in  Wärme  verwandelt  werden  kann.  Aber 
selbst  bei  einer  Flüssigkeit  mit  noch  so  kleiner  Reibung  hört 
dieser  Satz  auf,  auch  nur  näherungsweise  gültig  zu  sein,  wenn 
Mischbewegungen  vorkommen.  Denn  bei  einer  Mischung  von 
Flüssigkeitsteilchen,  die  verschiedene  Geschwindigkeiten  mit- 
bringen, gleicht  sich  die  Geschwindigkeit  nach  dem  Schwer- 
punktssatze aus  und  damit  ist  allemal  ein  Verlust  an  leben- 
diger Kraft  verbunden,  von  derselben  Größe  wie  beim  Stoße 
starrer  Körper  in  der  ersten  Stoßperiode,  da  ja  hierbei  in 
der  Tat  auch  nur  der  Geschwindigkeitsausgleich  nach  dem 
Schwerpunktssatze  für  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  maß- 
gebend ist.  Die  Mitwirkung  einer,  wenn  auch  nur  sehr  kleinen, 
Flüssigkeitsreibung  ist  übrigens  zur  Herbeiführung  eines  Ge- 
schwindigkeitsausgleichs der  sich  mischenden  Flüssigkeits- 
teilchen auf  jeden  Fall  erforderlich. 

Setzt  man  die  Werte  für  die  Spannungskomponenten  in 
die  erste  der  Gleichungen  (458)  ein,  so  erhält  man 

^  dt  dx'^^V  dx*  "^  dy'"^  dxdy"^  dsf*  '^dxdzj' 

Nach  der  Kontinuifötsgleichung  ist  aber 


und  daher  auch 


dv,       dv,      dv,       Q 
dx^  dy^  dz 

d^v^      d^v^      a«t?8  ^Q 

dx^  "^  dxdy'^  dxdz 
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Hiernach  heben  sich  in  der  Klammer  der  Torhergehenden 
Gleichung  drei  Glieder  gegeneinander  fort.  Mit  EinfQhrong  des 
Zeichens  V  für  die  Laplacesche  Operation  läBt  sich  daher  die 
Gleichung  schreiben 

Entsprechende  Gleichungen  gelten  auch  für  die  anderen 
Koordinatenrichtungen.  Setzt  man  noch  für  die  Beschleunigungs- 
komponenten ihre  ausführlicher  angegebenen  Werte  ein,  so 
erhält  man  die  Bewegungsgleichungen  für  zähe  Flüssigkeiten, 
um  deren  Ableitung  es  sich  hier  handelt,  in  der  Form 


„  /'^  4.  «  ^  4.  «  ^  4.  «  ?ii\ .^_?  4- 1.  v»« 


«    /^   4-  t,    ^   4.  t;    ^*^   4.  «    ^\  ^ 1?  4_  JfcV^l? 


(462) 


Mit  Ä;  =  0  umfassen  diese  Gleichungen  zugleich  die  Euler- 
schen  für  die  reibungsfreie  Flüssigkeit.  Mann  kann  auch  alle 
drei  Gleichungen  in  eine  einzige  Vektorgleichung  zusammen- 
fassen, wie  es  früher  mit  den  Eulerschen  Gleichungen  in 
Gl.  (229),  S.  378  der  3.  Aufl.  des  4.  Bandes  geschehen  war. 
Diese  Gleichung  lautet  hier 

/i  (U  +  (n  V)  n)  =  ~  Vj)  +  ÄV*li  (463) 

Wegen  der  verwickelten  Gestalt  dieser  Gleichungen  macht 
die  Lösung  von  Aufgaben  über  die  Bewegung  zäher  Flüssig- 
keiten weit  mehr  Schwierigkeiten,  als  die  Lösung  der  ent- 
sprechenden Aufgaben  für  reibungsfreie  Flüssigkeiten.  Um 
diese  Schwierigkeiten  zu  vermindern,  begnügt  man 
sich  meist  damit,  den  Bewegungsvorgang  nur  unter 
der  Voraussetzung  zu  untersuchen,  daß  die  Geschwin- 
digkeiten sehr  klein  seien.  Diese  Einschränkung  hat  zu- 
gleich den  Vorteil,  daß  der  störende  Einfluß  derMischbewegungeil 
dadurch  um  so  sicherer  ausgeschlossen  wird. 
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Denkt  man  sich  H  in  der  Grenze  nnendlicli  klein,  so  wird 
das  Glied  (llV)ll  in  der  Torhergehenden  Gleichung  von  der 
zweiten  Ordnung  klein,  so  daß  es  gegenüber  den  im  allgemeinen 

nur  von  der  ersten  Ordnung  kleinen  Gliedern  -jr  und  V^H  ver- 
nachlässigt werden  kann.     Die  Gleichung  lautet  dann 

Ist  die  Bewegung  überdies  auch  noch  stationär,  so  fällt 
die  linke  Seite  ganz  fort  und  man  erhält 

ÄV^H-Vp,  (464) 

wozu  noch  die  Eontinuitätsgleichung  kommt.  Bei  dieser  Glei- 
chung ist  daher  der  auf  die  Beschleunigung  entfallende  Teil 
des  Druckgefälles  gegenüber  dem  für  die  Überwindung  der 
Reibungen  erforderlichen  vernachlässigt.  AusführUcher  an- 
geschrieben zerfällt  Gl.  (464)  in  die  drei  Komponentengleichungen 

*V»«,-|f,      WS=|,,     *VS-|f.       (465) 

Differentiiert  man  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach 

nach  xyis  und  addiert,  so  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der 

Kontinuitätsgleichung 

V*p  =  0.  (466) 

Da  p  der  einfachen  Laplaceschen  Gleichung  genügt,  vermag 
man  beliebig  viele  partikuläre  Lösungen  dafür  leicht  anzugeben. 
Der  Strömungszustand,  der  einer  solchen  Annahme  entspricht, 
ist  dann  aus  den  Gleichungen  (465)  abzuleiten. 

§  71.    Anwendungen. 

Eine  der  bekanntesten  Anwendungen  der  im  vorhergehen- 
den Paragraphen  aufgestellten  Gleichungen  bezieht  sich  auf 
die  langsame  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  zähen 
Flüssigkeit.  Diese  Untersuchung  schließt  sich  eng  an  die 
schon  in  Band  IV,  §  53  der  3.  Aufl.  für  die  Bewegung  einer 
Kugel  in  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  durchgeführte  an. 
Wie  damals  denken  wir  uns,  um  auf  eine  gleichwertige  statio- 
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näre  Strömung  zu  kommen^  auch  jetzt  wieder  die  Kugel  an 
ihrem  Platze  festgehalten^  während  die  Flüssigkeit  um  sie 
herumströmt.  Die  Eraft^  die  zum  Festhalten  erforderlich  ist^ 
gibt  dann  zugleich  den  Widerstand  an,  den  die  Kugel  hei 
gleichförmiger  Bewegung  in  der  in  größeren  Abständen  von  ihr 
ruhenden  Flüssigkeit  findet. 

Die  Lösung  wird  durch  die  folgenden  Ausdrücke  für  die 
Geschwindigkeitskomponenten  angegeben 


3         QXZ  (Q*        ^\ 


v.  =  -^ 


V, 


V, 


-  i . '-f' (?■:  - 1) 

-i«^c--')+«-«f,e.*+ä)l 


(467) 


Für  alle  Punkte  auf  der  Oberfläche  der  Kugel 
Yom  Halbmesser  q,  also  für  r==Q  verschwinden  diese 
Geschwindigkeitskomponenten.  Für  r  =  cx)  yerschwinden 
v^  und  Vj,  während  v^^a  wird,  d.  h.  die  Flüssigkeit  bewegt 
sich  in  größerer  Entfernung  von  der  Kugel  parallel  zur  Z- Achse 
mit  der  Geschwindigkeit  a.  Für  die  Differentialquotienten  der 
Komponenten  v^v^v^  erhält  man 


3  /3p*  1  e  ^f'     i    ,    Q  A 


dy 

dz 


(468) 


Addiert  man  die  drei  Werte  zueinander,  so  erhält  man  Null; 
die  Kontinuitätsbedingung  ist  also  erfüllt  und  durch 
die  Gl.  (467)  wird  in  der  Tat  eine  geometrisch  mögliche  Flüssig- 
keitsbewegung beschrieben,  die,  wie  wir  vorher  schon  sahen, 
auch  die  Grenzbedingungen  an  der  Oberfläche  der  ruhenden 
Kugel  und  im  Unendlichen  erfüllt. 

Hierauf   sind    die   Ausdrücke    für    die   Geschwindigkeits- 
komponenten in  die  Gleichungen  (465)  einzusetzen.    Zur  Aus- 
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führung  der  Laplaceschen  Operation  V  sind  etwas  längere 
Rechnungen  erforderlich.     Es  ergibt  sich  dabei^  daß  z.  B. 

V72  ^^ ^       \7«  ^  «  0       \7^(1.\^?1 

ist.  Dieselben  Formeln  gelten  anch  bei  Yertauschung  von  x 
mit  y. 

Mit  Bücksicht  hierauf  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (467) 

^\  '^  Y  «9  TT,  ^\  =  "2-  «9  76-; 

r-79  9  j?'         3  ap 

Trägt  man  diese  Werte  in  die  Gl.  (465)  ein,  so  erhält 
man  nach  Ausfuhrung  der  leicht  zu  bewerkstelligenden  Inte- 
gration 3  g 

JP  =  Po-Y»*9  78.  (469) 

Die  Integrationskonstante  Pq  bedeutet  den  Flüssigkeitsdruck  in 
großem  Abstände  von  der  Kugel;  auf  den  es  aber  im  übrigen 
nicht  ankommt. 

Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  wie  groß  der  resultierende 
Druck  ist,  den  die  Flüssigkeit  auf  die  ihr  im  Wege 
stehende  Kugel  ausübt.  Aus  Symmetriegründen  muß  diese 
Kraft  parallel  zur  Z- Achse  sein.  Bezeichnen  wir  sie  mit  P, 
so  ist  zunächst  /> 

wenn  mit  p^^  die  Z-Komponente  des  spezifischen  Flüssigkeits- 
druckes im  Oberflächenelemente  dF  der  Kugel  bezeichnet  und 
die  Integration  über  die  ganze  Kugelfläche  erstreckt  wird. 
Für  p^^  hat  man  aber  nach  Gl.  (6),  S.  25  von  Band  III 

Pnz  ="  ^,  <50S  (nis)  +  r,,  cos  (nx)  +  Ty,  cos  (ny). 

Dabei  kann  man  die  Bichtungscosinus  der  Normalen  zur  Kugel- 
oberfläche in  unserem  Falle  leicht  in  den  Koordinaten  von  dF 
ausdrücken,  womit  der  vorige  Ausdruck  übergeht  in 


7    •  ■*"  7   **  "^  7 


*». 
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Für  die  Spannungskomponeiitei]  6,  usf.  an  der  Kugel- 
oberfläche findet  man  ans  den  Gleichungen  (459)  und  (460), 
nachdem  man  in  diese  die  Geschwindigkeitskomponenten  aus 
den  Gleichungen  (467)  eingesetzt  und  hierauf  r  »  p  gemacht  hat^ 

_  Zak  /x  __  2xz^\ 

__  Sah  (y^  _  2yg'\ 
"      2     Vp«  9'   I 

Hiermit  wird  endlich 

Beachtet  man,  daß 

ist,  und  daß   sich  die  Glieder  in  der  eckigen  Klammer  zu  1 
zusammenziehen,  so  yereinfacht  sich  dieser  Ausdruck  zu 

oder  wenn  man  für  die  Kngeloberflache  JdF  ihren  Wert  4«^* 
einführt,  P-Östaftp,  (470) 


JdF, 


d.  h.  der  resultierende  Flüssigkeitsdruck  wird  propor- 
tional der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  und  zu- 
gleich auch  proportional  der  ersten  Potenz  des  Kügel- 
halbmessers  gefunden. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Formel  darf  man  aber  nicht 
yergessen,  daß  sie  nur  für  kleine  Geschwindigkeiten  gültig  ist, 
da  wir  bei  der  Ableitung  vorausgesetzt  haben,  daß  der  zur 
Beschleunigung  erforderliche  Anteil  des  Druckgefälles  gegen- 
über dem  zur  Überwindung  der  Reibung  dienenden  zu  ver- 
nachlässigen sei.  Damit  dies  zutri£Ft,  muß  bei  Wasser,  das 
einen  verhältnismäßig  niedrigen  Zähigkeitskoeffizienten  hat, 
die    Geschwindigkeit,    wie    eine    Überschlagsrechnung    lehrt, 
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jedenfalls  sehr  gering  sein^  so  daß  das  Anwendungsgebiet  der 
Formel  für  Wasser  sehr  beschränkt  ist,  und  man  in  der 
Tat  nicht  leicht  praktisch  Gebrauch  davon  machen  kann.  Erst 
bei  sehr  viel  zäheren  Flüssigkeiten,  die  indessen  praktisch  eben- 
falls von  Wichtigkeit  werden  können,  darf  man  auch  für  etwas 
größere  Geschwindigkeiten  erwarten,  daß  die  Formel  hinlänglich 
genau  zutrifft. 

Eine  andere  Anwendung  der  Theorie  der  zähen  Flüssig- 
keiten, die  eine  nähere  Betrachtung  verdient,  bezieht  sich  auf 
die  Zapfenreibung  bei  „vollkommener'^  Schmierung, 
nämlich  bei  einer  Schmierung,  die  ausreicht,  um  den  Zapfen 
von  den  Lagerschalen  durch  eine  Olschicht  vollständig  zu 
trennen,  so  daß  der  Zapfen  im  Ole  schwimmt.  In  Band  I, 
§  35  der  3.  Aufl.  habe  ich  bereits  auseinandergesetzt,  daß  die 
Zapfenreibung  bei  dieser  Schmierung  ganz  anders  und  viel 
niedriger  ausfällt,  als  wenn  eine  unmittelbare  Berührung  zwischen 
Zapfen  und  Lagerschalen  eintritt.  Die  Reibung  kann  nämlich 
bei  voUkommener  Schmierung  nur  durch  die  Schmierschicht 
selbst  übertragen  werden  und  befolgt  daher  die  Gesetze  der 
Flüssigkeitsreibung,  die  von  denen  der  Reibung  zwischen  festen 
Körpern  ganz  verschieden  sind.  Der  Hauptunterschied  besteht 
darin,  daß  die  Reibung  bei  der  vollkommenen  Schmierung 
vom  Drucke,  also  von  der  Belastung  des  Zapfens  wenigstens 
unmittelbar  nicht  abhängt  und  mittelbar  nur  insofern,  ab  die 
Dicke  der  Schmierschicht  durch  den  Druck,  der  sich  darin 
überträgt  und  der  die  Flüssigkeit  seitlich  zu  verdrängen  sucht, 
eine  Yermindenmg  erfahren  kann. 

Wenn  auch  der  Fortschritt  in  der  Konstruktion  möglichst 
reibnngs&eier  Zapfenlager  in  erster  Linie  durch  die  Anstellung 
von  Yersuchen  and  die  Verwertung  ihrer  Ergebnisse  herbei- 
geführt worden  ist,  wird  es  doch  fELr  den  mit  diesen  Dingen 
Beschäftigten  von  Nutzen  sein,  auf  die  Flüssigkeitsbewegungen 
in  der  Schmierschicht  theoretisch  noch  etwas  näher  einzugehen. 
Dazu  mögen  die  folgenden  Betrachtungen  eine  Anleitung  geben. 

Abb.  26  gibt  in  starker  Yergrößerung  ein  kleines  Stück 
vom    Querschnitt   der   Sehmierschicht    eines   Tragzapfens    an. 
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Mit  Z  ist  der  Zapfen^  mit  L  die  Lagerschale  bezeichnet  und 

zwischen   beiden   liegt   die   Olschicht   Ton   der   sehr   geringen 

y  Dicke   A.     Eigentlich   sind   die 

j       p         z  J   »  ,  Oberflächen  Ton  Z  und  L  kreis- 

j  .y#rrrrrrrrrf rr  '"  -  lOmilg        geDOgeU.  dJCr        MalD- 


rf 


!         )       X^^^    \  messer  des  Kreisbogens  ist  aber 

•      *Ji^^^^,,/^]^^^^^^^^/^Xm ^     bei  dem  in  der  Zeichnung  an- 


gewendeten Maßstabe  so  groß, 
Abb.  26.  daß  auf  die  kurze  Strecke,  die 

in  der  AbbUdung  herausgegriffen 
ist,  die  Krümmung  nicht  merklich  wird,  so  daß  Z  und  L  als 
geradlinig  begrenzt  angesehen  werden  können. 

Die  L^erschale  L  liegt  fest  und  an  ihr  haftet  die  daran 
grenzende  Flüssigkeit,  wahrend  Z  mit  einer  Geschwindigkeit  v^^ 
nämlich  mit  der  gegebenen  Umfangsgeschwindigkeit  des  Zapfens 
im  Sinne  der  X-Achse  und  zwar  nach  rechts  hin  bewegt  sein 
möge.  Die  an  Z  unmittelbar  angrenzende  Flüssigkeit  haftet 
an  Z  und  wird  dayon  mit  der  Geschwindigkeit  'O^  mitgenommen. 
An  irgendeiner  Stelle  im  Abstände  y  von  L  hat  die  Flüssig- 
keit eine  Geschwindigkeit  v^  im  Sinne  der  X-Achse,  die  voraus- 
sichtlich zwischen  0  und  v^  liegen  wird.  Eine  Bewegung  im 
Sinne 'der  Y-Achse  ist  nicht  zu  erwarten  und  außerdem  wollen 
wir  uns  hier  auch  auf  die  Untersuchung  des  Falles  beschränken, 
daß  die  Flüssigkeit  keine  Bewegung  senkrecht  zur  Querschnitts- 
ebene ausführt. 

Wir  haben  demnach  hier 

f,  =  0,    «,-0,    ^  =  0,     U-0  (471) 

ZU  setzen  und  außerdem  anzunehmen,  daß  es  sich  um  eine  statio- 
tionäre  Bewegung  handelt.  Von  den  Bewegungsgleichungen  (462) 
vereinfeicht  sich  mit  diesen  Annahmen  die  erste  zu 

11-^0,  (472) 

während  die  beiden  anderen 

1-0,     §f-0  (473) 
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liefern.     Differentiiert  man  Gl.  (472)  nach  y  und  beachtet  die 
erste  der  Gleichungen  (473),  so  folgt 

Durch  Integration  erhält  man  daraus 

v^^ay^  +  ly  +  c. 

Da  f?!  für  y  =  0  verschwinden  muß,  folgt  c  —  0  und  die 
andere  Grenzbedingung  liefert 

Entnimmt  man  hieraus  6,  so  folgt 

Die  Bedeutung  der  noch  stehen  gebliebenen  Integrations- 
konstanten a  ergibt  sich  durch  Einsetzen  des  Wertes  in  Gl.  (472). 

Man  hat  c^^ 

%  -  ^aTc  (475) 

und  a  ist  demnach  proportional  mit  dem  Druckanstieg  in  der 
X-Richtung. 

Die  Flüssigkeitsmenge,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  einen 
Querschnitt  fließt,  dessen  eine  Seite  die  Dicke  h  der  Schmier- 
schicht ist,  während  die  andere  senkrecht  zur  Zeichenebene  in 
Abb.  26  stehende  Seite  gleich  der  Längeneinheit  sein  möge, 
sei  mit  Q  bezeichnet.     Man  findet  dafür 

0 

oder  kürzer  und  mit  Einsetzen  des  Wertes  von  a  aus  Gl.  (475) 

<i-'-^-mt-  («8) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  jetzt  den  FaU  be- 
trachten, daß  der  Zapfen  genau  konzentrisch  mit  der  Lager- 
schale liegt,  so  daß  die  Schmierschicht  ringsum  dieselbe  Dicke  h 
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hat.  Dann  ist  allea  ringstim  BjminebiBcb  und  es  kann  daher 
kein  Dmckuutieg  -^  beateben.  Wenn  p  überall  glei^L  is^ 
wird  aber  die  Besnltierende  der  FlOssigkeitedmeke  aiif  den 
Zapfen  za  Nnll,  d.  h.  dieser  Zustand  ist  nnr  für  den  un- 
belasteten Zapfen  raü^eb.  Dabei  ist  TOn  den  geringen  Dmck- 
aatencbieden,  die  durch  die  Schwere  in  venchiedenen  Höben 
des  horizontal  liegenden  Zapfens  herroigebracht  werden,  ab- 
gesehen worden. 

Wenn  der  Zapfen  eine  Belastung  xa  übertragen  ha^  muß 
die   Resultierende   der   Flüssigkeitsdmcke    am   Zapfenom^ige 
£  mit    dieser   Belastung   Gleichgewicht 

halten.  Daher  kann  ^  nicht  überall 
Null  und  h  nicht  Überall  gleich  groß 
sein.  Der  Querschnitt  der  Schmier- 
.  Schicht  muß  daher  durch  zwei  ex- 
zentrisch zaeinander  liegende  Kreise 
begrenzt  sein.  In  Abb.  27  sind  diese 
Kreise  angegeben,  wobei  der  DeatUch- 
keit  wegen  die  Dicke  der  Schmier- 
^^^  j,  Schicht  viel  größer  gezeichnet  wurde, 

als  sie  in  Wirklichkeit  anzunehmen 
ist.  Wir  dürfen  vielmehr  annehmen,  daß  sowohl  die  Differenz 
der  beiden  Radien  d  als  die  Exzentrizität  e  der  Kreise  und 
hiermit  alle  h  genau  genug  als  unendlich  klein  g^^n  jeden 
der  beiden  Radien  betrachtet  werden  können. 

Man  kann  dann  h  als  Funktion  des  in  der  Abbildung  an- 
gegebenen RicbtongBwinkels  9  durch  die  Gleichung 

h  —  d  +  ecoBtp  (477) 

darstellen.  Da  auch  der  Differentialquotient  von  Ä  nach  ip  klein 
TOn  derselben  Ordnung  ist,  sind  an  jeder  Stelle  die  die  Öl- 
schicht  begrenzenden  Wände  nahezu  parallel  miteinander  and 
wir  dürfen  daher  die  vorher  für  parallele  Wände  abgeleitete 
Gl.  (476)  für  die  zum  Winkel  tp  gehörige  Durchflußmenge  Q 
hier  ebenfalls  anwenden.     Dabei  ist  dx  =  rd<p  und  daher 
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dp       1   dp 

dx        T  dq> 

zu  setzen.     Aus  Gl.  (476)  erhalten  wir  daher 

äf-=-rCV'-e)-  (478) 

In  dieser  Gleichung  ist  auf  der  rechten  Seite  alles  be- 
kannt bis  auf  die  der  Kontinuitatsbedingung  wegen  konstante 
Durchflußmenge  Q.  um  diese  zu  erhalten,  benutzen  wir  die 
Bedingung,  daß 


jt  ^■^  - » 


sein  muß.     Setzt  man  für  1%  seinen  Wert  aus  Gl.  (477)  ein,  so 
geht  die  Gleichung  über  in 

In  %n 

2j(d  +  «C08qp)«  V(^ 


-f-CCOSqp) 


r-o. 


um  die  bestimmten  Integrale  zu  berechnen,  ermittle  ich 
zuerst  das  Integral 


in 


^.-/ 


dtp 


d-^e  cos  tp       e 


yW^'^'^iVj^e^T) 


Jx 


1 

2« 


in 


Daraus  erhält  man  durch  Differentiation  nach  8 


%n 


0 


d(p 


2x9 


-j-CCOSqp)" 


dd        |/(j«_ei)8 


und  in  derselben  Weise  wird  auch 


in 


J 


dq> 


+  e  cosqp)»  ""  yjßTZr^^ 


464  Fünfter  Abschnitt.    Hydrodynamik. 

gefunden.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  Torhergehende  Glei- 
chung ein  und  löst  sie  nach  Q  auf,  so  erhält  man 

womit  Q  in  lauter  gegehenen  Größen  ausgedrückt  ist.  Zur 
Probe  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  kann  es  dienen,  daß 
§  für  e  =-  0  zu  ^v^d  und  für  e^  ä  gleich  Null  wird,  wie  es 
sein  muß. 

Setzt  man  Q  in  Gl.  (478)  ein,  so  ist  damit  die  Druck- 
yerteUung  rings  um  den  Zapfen  bis  auf  die  Ausführung  der 
Integration,  die  man  aber  genau  genug  auch  durch  eine 
mechanische  Quadratur  ersetzen  kann,  vollständig  bestimmt. 
Um   die  Stellen  zu  erhalten,  an  denen  p  ein  Maximum  oder 

Minimum  wird,  setzen  wir  ^  «  0   und   erhalten   dafür  nach 

'  dtp 

Gl.  (478)  die  Bedingungsgleichung 

c^s^P'^-äi^.-  (480) 

Bei  einem  schwach  belasteten  Zapfen,  für  den  e  klein 
gegen  8  ist,  liegen  die  beiden  Stellen  des  kleinsten  und  des 
größten  Flüssigkeitsdruckes  nahezu  diametral  einander  gegen- 
über. Bei  einem  Zapfen,  der  so  stark  belastet  ist,  daß  die 
Flüssigkeit  an  der  engsten  Stelle  schon  fast  ganz  yerdrängt 
ist,  wird  e  nahezu  gleich  8  und  hiermit  cosg)  nahezu  gleich 
—  1,  d.  h.  der  größte  und  der  kleinste  Flüssigkeitsdruck  tritt 
zu  beiden  Seiten  der  engsten  Stelle  ganz  in  deren  Nähe  auf. 
Da  an  den  engsten  Stellen  große  Gleitgeschwindigkeiten  (oder 

genauer  gesagt  große  Werte  von  ^)  auftreten  müssen,  denen 

große  Reibungen  entsprechen,  folgt  aus  dieser  Theorie,  daß 
die  Zapfenreibung  auch  bei  vollkommener  Schmierung  von  der 
Zapfenbelastung  nicht  unabhängig  sein  kann,  obschon  die 
Flüssigkeitsreibung  an  sich  unabhängig  yom  Drucke  ist. 

Für  eine  Einführung  in  den  Gegenstand  reichen  die  hier 
abgeleiteten  Ergebnisse  bereits  aus.  Ich  sehe  daher  von  einer 
weiteren  Besprechung  der  gefundenen  Lösung,  die  mehr 
Schwierigkeiten  verursacht,   ab  und  verweise   den  Leser,  der 
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sieb  mit  dem  Gegenstande  noch  weiter  beschäftigen  möchte^ 
auf  die  Abhandlung  von  Prof.  Sommerfeld  ^^Hydrodynamische 
Theorie  der  Schmiermittelreibnng^^^  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
Bd.  50,  S.  97,  1904.  Ich  füge  hinzu,  daß  ich  mich  in  den 
vorhergehenden  Entwickelungen  ebenfalls  schon  an  diese  Arbeit 
angeschlossen  habe. 

§  72.    Der  SatB  von  Camot  über  den  Verlust  an  lebendiger 

Kraft  in  der  teohnisclien  Hydraulik. 

Bei  einer  Reihe  von  Fragen  über  Flüssigkeitsbewegungen, 
die  beim  heutigen  Stande  unseres  Wissens  keine  genauere  Be- 
antwortung zulassen,  stützt  man  sich,  um  wenigstens  zu  einer 
nahemngsweise  zutreffenden  Lösung  zu  gelangen,  auf  eine  An- 
nahme, die  in  manchen  Fällen  bis  zu  einem  gewissen  Gfrade 
durch  unmittelbare  Yersuchsergebnisse  gerechtfertigt  erscheint, 
auf  andere  Falle  aber  zugleich  in  ziemlich  willkürlicher  Weise 
übertragen  wird.  Diese  Annahme  ist  unter  der  Bezeichnung 
des  Gamotschen  Satzes  bekannt.  Der  Umstand,  daß  sich  die 
Aussage  des  Satzes  im  wesentlichen  mit  jener  deckt,  zu  der 
wir  in  Band  lY,  §  31  der  3.  Aufl.  bei  der  Untersuchung  des 
unelastischen  Stoßes  starrer  Körper  auf  Grund  einer  Betrach- 
tung gelangten,  die  sich  für  den  dort  vorausgesetzten  Fall  als 
eine  streng  beweisbare  Folgerung  aus  den  zuverlässigsten 
Grundgesetzen  der  Mechanik  darstellte,  erweckt  leicht  die 
Meinung,  als  ob  dem  Satze  auch  bei  den  Anwendungen,  die 
er  in  der  Hydrodynamik  findet,  eine  ähnliche  Bedentang  zu- 
komme.  Davor  ist  aber  entschieden  zu  warnen.  Vielmehr 
sind  alle  Versuche,  die  man  seither  unternommen  hat,  den 
Gamotschen  Satz  für  Flüssigkeitbewegungen  aus  den  Grund- 
gesetzen der  Mechanik  abzuleiten,  mißglückt;  die  angeblichen 
Beweise  sind  nur  Scheinbeweise,  insofern  als  dabei  Annahmen 
mit  unterlaufen,  die  selbst  wieder  ebenso  willkürlich  und  un- 
berechtigt sind,  als  der  Satz  selbst,  den  man  beweisen  will. 

Es  ist  nötig,  daß  man  sich  hierüber  im  klaren  ist,  um 
sich  vor  einer  Überschätzung  der  Zuverlässigkeit  der  aus  dem 
Gamotschen  Satze  abgeleiteten  Rechnungen  zu  bewahren.    Da- 

VOppl,  bOlMre  DTiuunik.  80 
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gegen  ist  es  ganz  gerechtfertigt,  unter  dem  Vorbehalte  des 
Zweifels  an  der  Genauigkeit  der  erlangten  Resultate  in  solchen 
Fällen^  bei  denen  eine  hinlängliche  Bestätigung  durch  die  Er- 
gebnisse von  Versuchen  fehlt,  die  Rechnungen  unter  Annahme 
des  Camotschen  Satzes  durchzufahren,  um  überhaupt  ein 
Resultat  zu  erlangen,  dem  eine  ungefähre  Wahrscheinlichkeit 
zukommt,  indem  man  sonst  bei  Verwerfung  dieser  Annahme 
der  Frage  überhaupt  ganz  ratlos  gegenüberstehen  würde.  Eine 
selbst  nur  ganz  bedingungsweise  und  ungefähr  zutreffende 
Theorie  ist,  sofern  man  sie  nur  mit  der  nötigen  Vorsicht 
benutzt,  immer  noch  besser  als  gar  keine. 

Die  einfachste  Erscheinung,  auf  die  man  den  Carnotschen 
Satz  anzuwenden  pflegt  und  für  die  er  auch  durch  die  darüber 
vorliegenden  Versuchsergebnisse  als  hinlänglich  bestätigt  zu 
erachten  ist,  besteht  in  dem  Druckhöhenverluste,  der  infolge 
einer  plötzlichen  Erweiterung  des  Rohrquerschnitts  beim 
Strömen  des  Wassers  in  einer  Rohrleitung  eintritt. 

In  Abb.  28  sei  AB  ein  Längsschnitt  durch  das  engere, 
BC  ein  Schnitt  durch  das  weitere  Rohr,  das  sich  bei  B  in 
schroffem  Übergänge  an  jenes  ansetzt.     In  den  Querschnitten 

A  und   G  der   beiden  Rohre, 
JO)  O)  ^)  '<^^^^^2^:—  die  weit  genug  von  der  Über- 

gangsstelle abliegen,  erfolgt  die 
Strömung,  abgesehen  von  den 
auch       dort      vorkommenden 
-^  Mischbewegungen,  ungefähr  in 
Abb.  28.  parallelen  Stromfäden.    Bei  B 

gehen  die  Stromfäden,  wie  man 
annimmt,  etwa  in  der  aus  der  Abbildung  ersichtlichen  Weise 
auseinander.  Zwischen  den  äußersten  Stromfäden  dieses  Bündels 
und  den  Rohrwänden  liegt  an  der  Übergangsstelle  ein  Raum, 
dessen  Wasserinhalt  an  der  fortschreitenden  Wasserströmung 
nicht  teilnimmt,  sondern  in  wirbelnder  Bewegung  begriffen 
ist,  die  einerseits  durch  die  Reibung  der  angrenzenden  Strom- 
faden fortdauernd  xmterhalten  wird,  während  andererseits  die 
Energie  dieser  wirbelnden  Bewegung  durch  die  inneren  Reibungen 
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der  Wassermasse  und  durch  die  Reibungen  an  der  Gefäßwand 
aufgezehrt  wird.  Wenn  der  Vorgang  auch  nicht  von  ganz  so 
einfacher  Art  sein  kann^  wie  er  in  dieser  Schilderung  dargestellt 
wird,  spielt  er  sich  doch,  wie  unmittelbare  Beobachtungen  er- 
kennen lassen,  ungefähr  in  der  angegebenen  Weise  ab  und 
namentlich  kann  kaum  ein  Zweifel  darüber  erhoben  werden, 
daß  der  tatsächlich  nachweisbare  Verlust  an  mechanischer 
Energie  bei  der  Erweiterungsstelle  auf  Rechnung  der  wirbeln- 
den Bewegungen  zu  setzen  ist,  die  dort  eintreten. 

Bei  einem  ganz  allniäldichen  Übergange  des  engeren 
Rohrquerschnitts  in  den  weiteren  wird  dieser  Energieyerlust 
vermieden;  nur  jener,  im  Vergleiche  dazu  wesentUch  kleinere 
Energieverlust  bleibt  auch  hier  noch  bestehen,  der  schon  in 
den  zylindrischen  Teilen  der  Rohrleitung  überall  auftritt.  Von 
diesem  möge  der  Einfachheit  halber  jetzt  abgesehen  werden; 
er  läßt  sich  nachträglich  ohnehin  leicht  berücksichtigen.  Be- 
zeichnet man  dann  mit  Vq  und  p^  die  Geschwindigkeit  und  den 
Druck  im  engeren  Rohre  beim  Querschnitte  Ä,  mit  v^  und  j?^ 
dieselben  Größen  für  den  Querschnitt  C  des  weiteren  Rohres 
und  mit  h  den  etwa  bestehenden  Höhenunterschied  zwischen 
beiden  Querschnitten  (wobei  C  tiefer  liegen  soU  als  Ä,  wenn 
h  positiv  ist),  so  besteht  für  den  FaU  eines  allmählichen  Über- 
gangs aus  dem  engeren  in  den  weiteren  Rohrquerschnitt  nach 
Gl.  (139)  des  ersten  Bandes  zwischen  diesen  Größen  die  Beziehung 

P^  +  'i'f-Po+Ji^  +  yf^'  (481) 

Für  den  Fall  des  durch  Abb.  28  dargestellten  schroffen 
Übergangs  wird  dagegen  der  Druck  p'  im  weiteren  Rohre 
kleiner,  als  das  nach  dieser  Gleichung  berechnete  jp^  und  der 
Unterschied  p^  —  p'  gibt  den  durch  die  plötzliche  Erweiterung 
hervorgebrachten  Druckverlust  an. 

Jeder  Druck  p   kann  übrigens  mit  Hilfe   der  Beziehung 

p  ==  yH 

stets  auch  in  einer  ihm  zugehörigen  Druckhöhe  H  ausgedrückt 

werden  und  der  Unterschied 

80* 
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H,-H' 


7 

gibt  den  Drackhöhenyerlast  an^  wenn  unter  yy  wie  schon  in 
der  Yorigen  Gleichung,  das  Gewicht  der  Ranmeinheit  der 
Flüssigkeit  yerstanden  wird.  Auch  der  zugehörige  Energie- 
yerlust  Verl  laßt  sich  in  den  yorigen  Größen  sofort  ausdrücken, 
indem  der  dem  Herabsinken  einer  Wassermasse  M  yom  Ge- 
wichte Mg  um  die  Höhe  H^  —  H'  entsprechende  Energie- 
unterschied 

Verl  -  Mg(H,  -  H')  =  ^(p,  ^p^  (482) 

ist.  —  Zur  Berechnung  des  Druckes  p'  fehlt  es  im  yorliegenden 
Falle  an  einer  einwandfreien  Unterlage;  man  bedient  sich  daher 
hierzu  der  Hypothese,  daß  der  Energieyerlust  bei  dem  Ge- 
schwindigkeitswechsel yon  Vq  auf  v^  ebenso  groß  sei,  wie  beim 
Stoße  plastisch -starrer  Körper  nach  der  Camotschen  Formel. 
Man  setzt  also 

Verl  =»  ^(^"^o-^iy  (483) 

und  diese  Gleichung  gestattet,  in  Verbindung  mit  den  yorher- 
gehenden,  sowohl  p^  —p\  als  p'  selbst  zu  berechnen.  Zunächst 
erhält  man  aus  dem  Vergleiche  yon  (483)  mit  (482) 

woraus  nach  Einsetzen  yon  p^  aus  Gl.  (481) 

gefunden  wird.  Die  Geschwindigkeiten  t;^  und  v^  sind  als  ge- 
geben zu  betrachten,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  daß  sich  beide 
umgekehrt  wie  die  zugehörigen  Querschnittsflächen  yerhalten. 
Liegen  beide  Rohrquerschnitte  A  und  C  in  gleicher  Höhe  wie 
in  Abb.  28,  so  ist  das  Glied  yh  zu  streichen. 

Um  femer  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  man  gewöhnlich 
eine  Begründung  für  den  hier  willkürlich  eingeführten  Ansatz 


§  72.    Der  Satz  Ton  Gamot  etc.  469 

in  Gl.  (483)  za  geben  yersucht^  wähle  ich  eine  Darstellong^ 
die  geeignet  ist^  den  Kern  der  Sache  möglichst  deutlich  hervor- 
treten zu  lassen.  In  Abb.  29,  die  sich  auf  denselben  Fall  be- 
zieht ^  wie  schon  Abb.  28,  | 

seien   wieder   zwei    Quer-         i* \ * H  -^1 

schnitte    Ä    und    C    im      rl         \  ■ — 


engeren      und      weiteren         I         |  '     ^ 

Rohre   yon   den  Flächen-     -1 


I 
LL 


1 


•>*^.x^v't 


v„\    '     I  ^  ^T^i;' 


-t-  — f 


-1 >! 


inhalten  F^  und  F^  aus-  |  p^  \ 


i  l^  I 


gewählt^  die  man  jetzt  am         r<-i^^>i  _ 

besten  in  ziemlich  großem         1         '  [^  ^j  • 

Abstände  yon  der  Erweite-  '         *** 

rungsstelle    B    annimmt.  '*^' 

Wir  betrachten  die  ganze  Wassermasse^  die  in  einem  gegebenen 

Augenblicke  zwischen  den  Querschnitten  F^  und  F'  enthalten 

ist^  und  berechnen  den  Abstand  Sq  des  Schwerpunktes  dieser 

Masse  yom  Anfangsquerschnitte  Fq.     Dieser  wird  leicht  zu 

b 


5a  = 


aF,.|  +  ftF'(a  +  |) 


gefunden.  Nach  Ablauf  einer  Zeit  t,  die  nicht  zu  groß  ge- 
wählt werden  darf^  befindet  sich  dieselbe  Wassermasse,  wenn 
yon  Geschwindigkeitsunterschieden  der  parallelen  Stromfäden 
innerhalb  der  Querschnitte  Ä  und  C  abgesehen  werden  kann, 
zwischen  zwei  anderen  Querschnitten,  die  sich  gegen  die  An- 
fangslage um  v^t  bezw.  vt  yerschoben  haben.  Berechnet  man 
auch  jetzt  wieder  den  Schwerpunktsabstand  s  derselben  Wasser- 
masse yon  dem  ursprünglichen  Anfangsquerschnitte,  so  erhält  mau 

s(aF,  +  6  JP")  =  (a  -  v,t)F,  •  ^**  +  (5  +  v't)F  •  («  +  ^'j  • 

Durch  diese  Gleichung  wird  der  Schwerpunktsweg  s  der  ins 
Auge  gefaßten  Wassermenge  als  Funktion  der  Zeit  t  dargestellt. 
Durch  zweimalige  Differentiation  nach  der  Zeit  erhält  man 
daraus  die  Beschleunigung  (bezw.  Verzögerung),  die  der  Schwer- 
punkt erfährt.     Man  findet 
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(oF,  +  br)  f;  —  v,*F.  +  v-'r 

oder  wenn  man  mit  der  spezifischen  Masse  —  beiderseits  multi- 
pliziert nnd  auf  der  linken  Seite  die  zwischen  beiden  Quer- 
schnitten enthaltene  Wassennasse,  auf  die  sich  die  Gleichung 
bezieht,  der  Kürze  halber  mit  m  bezeichnet, 

^5i«^ ^(-^ )•  (^^) 

Hierbei  ist  noch  zu  beachten,  daß  v^F^ » vF'  ist,  da 
jedes  dieser  Produkte  das  in  der  Zeiteinheit  die  Rohre  durch- 
fließende Wasserrolumen  darstellt.  Bezeichnet  man  daher, 
wie  schon  in  den  früheren  Entwickelungen,  die  Masse  dieses 
Volumens  mit  M,  so  geht  die  Gleichung  auch  über  in 

«.g--JlfK-f')-  (486) 

Nach  dem  Satze  von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts  ist 
das  auf  der  linken  Seite  stehende  Produkt  gleich  der  Summe 
aller  äußeren  Eraflie,  die  auf  die  gesamte  Wassermasse  ein- 
wirken. Dabei  brauchen  wir  nur  auf  jene  Komponenten  der 
äußeren  Kräfte  zu  achten,  die  in  die  Bewegungsrichtung  fallen. 
Der  Bewegung  entgegen  wirkt  der  Druck  F'p\  der  im  Quer- 
schnitte C  als  äußere  Kraft  auf  die  betrachtete  Wassermasse 
tibertragen  wird.  Gleichgerichtet  mit  der  Bewegung  ist  der 
Druck  FqPq  im  Querschnitte  Ä  und  der  Druck,  den  die  zur 
Rohrachse  senkrechte  Abschluß  wand  an  der  Erweitei-ungsstelle  JS 
auf  die  Wassermasse  ausübt.  Der  Flächeninhalt  dieser  Ab- 
schlußwand ist  gleich  F' —  Fq.  Wie  sich  der  Flüssigkeits- 
druck über  diese  Wand  verteilt,  ist  unbekannt.  Bezeichnen 
wir  den  ebenfalls  unbekannten  Mittelwert  dieses  Flüssigkeits- 
druckes  mit  p^,  so  ist  der  von  der  Abschlußwand  B  herrührende 
Druck  auf  die  Wassermasse  gleich  (F'  —  jFo)1'6-  Sieht  man, 
wie  es  zunächst  geschehen  sollte,  von  der  Reibung  zwischen 
der  Flüssigkeit  und  den  Rohrwänden  ab,  so  steht  an  allen 
anderen  Stellen  der  von  der  Rohrwand  auf  die  Flüssigkeit  aus- 
geübte Druck  senkrecht  zur  Rohrachse  und  liefert  keine  Kom- 
ponente in  der  Richtung  der  Schwerpunktsbewegung.     Wenn 
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das  Rohr,  wie  hier  ferner  angenommen  werden  soll,  horizontal 
liegt,  hat  auch  das  Eigengewicht  keine  Komponente  in  der 
Bewegungsrichtung  und  der  Satz  yon  der  Bewegung  des 
Schwerpunkts  führt  daher  zu  der  Gleichung 

m  j;; F'p'  +  F,p,  +  {F'  -  F,)p, ,  (487) 

aus  der  durch  Vergleich  mit  GL  (486)  folgt 

F'p'  -  F^p,  -  {F'  -  F^p,  -  Jf  (»0  -  «0 .         (488) 

Abgesehen  yon  der  vorher  zur  Vereinfachung  der  Be- 
trachtungen eingeführten  Annahme,  daß  auf  die  Geschwindig- 
keitsunterschiede zwischen  den  parallelen  Wasserfäden  inner- 
halb der  Querschnitte  A  und  C  nicht  geachtet  zu  werden 
brauche  (welche  Annahme  aber  an  sich  unwesentlich  ist  und 
leicht  auch  yermieden  werden  könnte),  sowie  der  vorläufig  als 
zulässig  angenommenen  Yemacblässigung  der  Reibung  des 
Wassers  an  den  Rohrwänden,  läßt  sich  gegen  die  strenge 
Gültigkeit  dieser  Betrachtungen  bis  hierher  in  der  Tat  nichts 
einwenden.  Zur  Ermittelung  der  Unbekannten  ^'  ist  aber 
GL  (488)  noch  nicht  verwendbar,  da  in  ihr  außerdem  noch 
die  zweite  Unbekannte  p^  vorkommt.  Hier  muß  nun,  um  zu 
einem  greifbaren  Resultate  zu  gelangen,  außerdem  noch  eine 
willkürliche  Annahme  hinzutreten.    Man  setzt  willkürlich 

voraus,  daß  ..q^. 

jPft-JPo  (489) 

gesetzt  werden  könne.  Schließen  wir  uns  dem  an,  so  finden 
wir  aus  Gl.  (488) 

JP'  -  J>o  +  -?(^o  -  t^O  -JPo  +  ^'K  -  t;')  (490) 

in  Übereinstimmung  mit  der  aus  der  Carnotschen  Annahme 
abgeleiteten  Gleichung  (484).  Natürlich  kann,  nachdem  diese 
Gleichung  auf  solche  Art  gefunden  ist,  daraus  auch  rückwärts 
wieder  die  Gamotsche  Formel  (483)  hergeleitet  werden,  von 
der  die  Gleichimg  früher  als  eine  Folgerung  erschien.  Die 
durch  Gl.  (489)  ausgesprochene  Annahme  ist  daher  gleich- 
bedeutend mit  der  Voraussetzung  der  Gültigkeit  der  Camot- 
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sehen  Formel  (483);  die  eine  ist  aber  ebenso  willkürlich 
als  die  andere  und  ein  Beweis  des  Garnotschen  Satzes^  der 
sich  auf  die  Annahme  (489)  stützt;  ist  daher  nicht  nur  wert- 
loS;  sondern  auch  schädlich^  da  er  solche^  die  den  Fehler  nicht 
merken^  zu  weiteren  falschen  Schlüssen  verführen  kann. 

Hierzu  bemerke  ich  noch^  daß  man  den  Beweisgang  im 
einzelnen  noch  mannigfach  verändern  kann^  ohne  daß  davon 
der  Kern  der  Sache  berührt  würde.  Man  kann  z.  B.  zur  Her- 
leitung von  Gl.  (490)  an  Stelle  des  Satzes  von  der  Bewegung 
des  Schwerpunkts  auch  den  Satz  vom  Antrieb  benutzen,  wo- 
durch die  Entwickelung  zudem  noch  etwas  abgekürzt  wird. 
Aber  auch  in  diesem  Falle  bildet  die  willkürliche  Annahme, 
die  durch  Gl.  (489)  ausgesprochen  wird,  die  wesentliche  Unter- 
lage des  Schlußresultats. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  beziehen  sich  stets  auf 
den  Fall,  daß  das  Wasser  aus  dem  engeren  Bohre  in  das 
weitere  übertritt.  Auf  den  Fall  der  umgekehrten  Strömungs- 
richtung sind  die  aufgestellten  Formeln  nicht  anwendbar.  Man 
hilft  sich,  um  für  diesen  Fall  eine  Näherungsformel  für  den 
Druck  Verlust  zu  erhalten,  damit,  daß  man  zunächst  die  Eon- 
traktion ins  Auge  faßt,  die  der  Strahl  beim  Übergange  in  das 
engere  Rohr  erfährt.  Im  engsten  Querschnitte  des  kontra- 
hierten Strahls  ist  die  Geschwindigkeit  am  größten  und  von 
da  ab  nimmt  sie  in  dem  Maße  wieder  ab,  als  sich  der  Strahl- 
querschnitt vergrößert,  bis  er  nach  einiger  Zeit  den  vollen 
Querschnitt  des  engeren  Rohres  ausfüllt.  Der  Energieverlust, 
der  dem  Übergänge  aus  der  größten  Geschwindigkeit  in  die 
normale  Geschwindigkeit  im  engeren  Rohre  entspricht,  wird 
dann  wiederum  nach  der  Camotschen  Formel  berechnet.  Unter 
der  Yoraussetzimg,  daß  der  Kontraktionskoeffizient  bekannt  ist^ 
steht  der  Durchführung  dieser  Rechnung,  die  sich  ganz  so  ab- 
spielt, wie  im  vorigen  Falle,  kein  Hindernis  im  Wege. 

Auch  in  einer  Reihe  von  anderen  Fällen  über  Wasser- 
bewegungen gelangt  man  in  gauz  ähnlicher  Art  unter  Zugrunde- 
legung des  Carnotschen  Satzes  zu  einer  annähernden  Lösung. 
AJs  Beispiel  hierfür  möge  noch  die  Berechnung  eines  StraW- 
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apparateg  angeführt  werden.  Mischen  sich  nftmlich  zwei 
Wasserstrahlen;  die  in  parallelen  Richtungen  zugeführt  werden 
und  Yon  denen  der  eine  yorher  mit  der  Geschwindigkeit  v^ 
unter  dem  Drucke  jp^  strömte^  während  sich  die  Buchstaben 
v^p^  auf  den  zweiten  Strahl  und  vp  auf  den  yereinigten  Strahl 
beziehen  sollen^  so  setzt  man  den  Verlust  an  mechanischer 
Energie  bei  der  Vereinigung,  dem  Camotschen  Satze  ent- 
sprechend;  zu 

Verl  =-  mj  -^-^-^  +  »»,  — ^-^ 

an.  Dabei  bedeuten  m^  und  n^  die  auf  die  Zeiteinheit  be- 
zogenen Wassermassen  beider  Strahlen^  die  sich  selbst  wieder 
in  den  Geschwindigkeiten  t;^  und  v^  und  den  Querschnitten 
der  beiden  Zuführungsrohre  ausdrücken  lassen.  An  der  Ver- 
einigungsstelle ist  Pi »-  p^  zu  setzen  und  der  Druck  p  nach 
der  Vereinigung  (am  Ende  des  ^^Mischungsraumes'^;  wie  man 
sich  ausdrückt)  kann  auf  Grund  des  gewählten  Ansatzes  so  wie 
vorher  berechnet  werden.  Wegen  der  weiteren  Ausrechnung^ 
auf  die  hier  nicht  eingegangen  werden  kann^  sei  auf  das  Werk 
Yon  Zeuner  über  die  Theorie  der  Turbinen,  Leipzig  1899^  yer- 
wiesen. 

§  73.    GrundwasserströmungeiL 

Wesentlich  verschieden  von  den  bisher  besprochenen  Fällen 
ist  die  Bewegung  des  Wassers  durch  ein  Filter  oder  durch  eine 
wasserdurchlässige  Bodenschicht,  die  gleichfalls  als  ein  Filter 
betrachtet  werden  kann.  Am  nächsten  verwandt  ist  diese  Be- 
wegung mit  der  schon  in  Band  IV  besprochenen  Strömung 
durch  ein  sehr  enges  Rohr.  Die  Wasserteilchen  müssen  sich 
durch  die  engen  und  unregelmäßig  aufeinander  folgenden  Hohl- 
räume des  Filters  hindurchwinden  und  können  auch  bei  großen 
Druckunterschieden  wegen  der  Reibung  an  den  dicht  beiein- 
anderliegenden Sandkörnern  o.  dgl.  verhältnismäßig  nur  sehr 
geringe  Geschwindigkeiten  annehmen. 

Wenn  zum  Zwecke  der  Wassergewinnung  ein  Schacht  in 
^ine   was9erführejid^    Schicht   des   Bodens   abgeteuft   und   das 
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Wasser  durch  eine  Pumpe  daraas  stetig  entnommen  wird,  senkt 
sich  der  Gbnndwasserspiegel  an  dieser  Stelle.  Hierdurch  ent- 
steht ein  Gefäll  nach  dem  Brunnen  hin  von  solcher  Große, 
daß  der  dadurch  bewirkte  Zufluß  des  Grundwassers  im  Be- 
harrungszustande ebenso  groß  ist^  als  die  Wasserentnahme  aus 
dem  Brunnen.  Die  Zuflußgeschwindigkeit  übersteigt  hierbei 
selten  einige  Meter  in  der  Stunde  und  ist  in  einiger  Entfemui^ 
Yom  Brunnen  noch  erheblich  geringer.  Die  lebendige  Kraft 
des  strömenden  Wassers  ist  daher  sehr  gering  und  die  durch 
die  Spiegelsenkung  ausgelöste  potentielle  Energie  wird  fast 
ausschließlich  zur  Überwindung  der  Reibungen  yerbraucht. 

Es  läßt  sich  hiernach  schon  yermuteU;  daß  das  zur  Auf- 
rechterhaltung der  Strömung  erforderliche  Druck- 
gefäll  wie  bei  den  engen  Röhren,  die  mit  geringer  Ge- 
schwindigkeit durchströmt  werden,  der  ersten  Potenz 
der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Dies  steht  auch  in 
guter  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung.  Im  übrigen  kommt 
es  natürlich  wesentlich  auf  die  Zusammensetzung  des  Filters,  auf 
die  Größe,  Gestalt  und  Lagerung  der  Sandkörner  usf.  an,  wie 
groß  das  zu  einer  gegebenen  Strömungsgeschwindigkeit  erforder- 
liche Druckgef  äU  sein  muß.  Die  Zusammensetzung  des  Bodens 
kann  längs  der  wasserführenden  Schicht  starken  und  unregel- 
mäßigen Schwankungen  unterworfen  sein,  durch  die  Ab- 
weichungen in  der  Wasserbewegung  herbeigeführt  werden,  die 
sich  nicht  voraussehen  lassen.  Immerhin  wird  man  sich  zu- 
nächst ein  Urteil  darüber  verschaffen  müssen,  welche  Bewegung 
unter  regelmäßigen  Umständen  zustande  käme. 

Wie  man  Aufgaben  dieser  Art  behandelt,  wird  sich  aus 
dem  folgenden  einfachen  Beispiele  ergeben,  auf  dessen  Unter- 
suchung ich  mich  hier  beschranke.  In  Abb.  30  sei  AB  der 
horizontale  Grundwasserspiegel  vor  dem  Betriebe  des  Brunnens. 
Die  Terrainoberfläche  ist  gleichgültig  und  daher  in  der  Ab- 
bildung weggelassen.  CD  sei  die  Oberfläche  der  undurch- 
lässigen Schicht,  die  den  Grundwasserstrom  nach  unten  hin 
begrenzt.  Die  Oberfläche  CD  möge  eine  horizontale  Ebene 
bilden.    JK  sei  die  Achse  und  LMy  NO  seien  die  Seiten- 
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wände  des  im  Grundrisse  kreisförmigen  Brunnenschaclites. 
EF  sei  der  Wasserspiegel  im  Brunnen,  der  sich  im  Beharrungs- 
zustande  einstellt^  wenn  die  Wassermenge  Q  in  der  Zeiteinheit 
entnommen  wird.  FH 
xmi.EG  sind  Teile  des 
gesenkten  Grundwasser- 
spiegels im  Beharrungs- 
zustande. 

Da  wir  überall  gleiche 
Bodenbeschaffenheit  vor- 
aussetzen, bildet  der  ge- 
senkte Grundwasser- 
spiegel eine  Rotations- 
fläche, deren  Achse  JK 
ist.  Die  Geschwindig- 
keit V  der  Grundwasser- 
strömung im  Abstände  x  yon   der  Achse  kann  nach  unserer 

Annahme 

(491) 


Abb.  SO. 


dx 


gesetzt  werden,  wenn  Je  einen  yon  der  Bodenbeschaffenheit  ab- 
hängigen Koeffizienten  bedeutet,  der  im  einzelnen  Falle  aus 
besonderen  Versuchen  zu  ermitteln  ist.  Die  Geschwindig- 
keit V  ist  übrigens  in  allen  auf  derselben  Lotrechten 
liegenden  Punkten  als  gleich  groß  anzusehen.  Für  die 
Wassermenge  Q,  die  von  außen  her  durch  den  Zylindermantel 
vom  Halbmesser  x  strömt,  hat  man  daher 

Q  =  2nxyv  =  2jtJcxy  -^  • 

Der  Kontinuitätsbedingung  wegen  muß  durch  jeden  Zy- 
lindermantel von  einem  beliebigen  Halbmesser  x^  der  zwischen 
r  und  oo  liegt,  dieselbe  Menge  strömen.  In  der  vorausgehenden 
Gleichung  ist  daher  Q  eine  Konstante.  Schreiben  wir  die 
Gleichung  in  der  Form 

dx       27tk     1 
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SO  kann  sie  ohne  weiteres  integriert  werden  und  liefert 

lga;  =  C  +  ^y».  (492) 


Für  a;  =  r  wird  y  =*  Ä,  d.  h.  gleich  der  Höhe  des  Wasser- 
spiegels im  Brunnen  über  der  undurchlässigen  Schicht.  D^aus 
folgt  für  die  Integrationskonstante  C 

C-lgr-^Ä«. 
Setzt  man  das  ein  und  löst  nach  Q  auf;  so  erhält  man 


Q  =^:th 


lg  ±  (493) 


In  einem  Abstände  R  vom  Brunnenschachte  sei  ein  Bohrloch 
niedergetrieben,  in  dem  man  die  Höhe  H  des  Grundwasser- 
spiegels beobachtet.  Das  gesamte  Gefall  H — h  vom  Bohr- 
loche bis  zum  Brunnen  sei  ferner  noch  zur  Abkürzung  mit  s 
bezeichnet.  Dann  liefert  die  vorige  Gleichung  mit  x  '^  R 
und  y  =>  H 

Q^xJc  ?^  ^J^s(2H^8),  (494) 

lg~        lg- 

^  r  ^  r 

Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man  den  Zusammenhang  zwischen 
dem  Gefalle  s  und  der  Ergiebigkeit  des  Brunnens.  Wenn  die 
undurchlässige  Schicht  CD  sehr  tief  liegt,  H  also  sehr  groß 
gegen  s  ist,  wächst  die  Ergiebigkeit  des  Brunnens  zunächst 
proportional  mit  der  Spiegelsenkung. 

Es  möge  schließlich  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß 
man  zu  ungereimten  Resultaten  käme,  wenn  man  die 
Spiegelkurve  FH SLXii  Grund  der  vorausgehenden  Glei- 
chungen bis  ins  Unendliche  verfolgen  wollte.  Das  ist 
auch  ganz  selbstverständlich.  Nach  unserem  Ansatz  wurde 
nirgends  ein  Zufluß  zum  Grundwasser  vorausgesetzt,  vielmehr 
angenommen,  daß  der  Grundwasserspiegel  vor  Betrieb  des 
Brunnens  überall  horizontal  und  das  Grundwasser  ohne  eigene 
Bewegung  gewesen  sei.  Wenn  dies  so  wäre,  könnte  aber  nach 
Betrieb  des  Brunnens  ein  Betarrungszustand  überhaupt  nicht 
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eintreten^  da  die  fortgeschaffte  Wassermenge  durch  stets  weiter 
fortschreitende  nnd  sich  schließlich  bis  auf  die  größten  Ent- 
fernungen hin  merklich  machende  Spiegelsenkungen  ausgeglichen 
werden  müßte.  In  Wirklichkeit  wird  vielmehr  in  größerer 
Entfernung  vom  Bohrloche  durch  den  Zusammenhang  mit 
anderen  Gewässern  eine  Speisung  des  Grundwassers  stattfinden^ 
die  den  Abgang  ohne  merkliche  fernere  Spiegelsenkung  stets 
wieder  ersetzt.  Das  Bohrloch,  von  dem  vorher  die  Rede  war, 
sollte  demnach  nur  eine  Stelle  bezeichnen,  bis  zu  der  hin  die 
Gültigkeit  der  gemachten  Voraussetzungen  noch  genau  genug 
angenommen  werden  kann. 

Als  bemerkenswertes  Beispiel  für  den  Nutzen,  der  aus 
Rechnimgen  solcher  Art  gezogen  werden  kann,  darf  ein  Vortrag 
des  Herrn  A.  Thiem  bereichnet  werden,  der  in  „Schillings 
Journal  für  Gasbeleuchtung  und  Wasserversorgung'*,  1898, 
erschienen  ist.  Ich  kann  mir  es  nicht  versagen,  aus  der  Ab- 
handlung dieses  hervorragenden  Ingenieurs,  der  auf  dem  Gebiete 
der  Wasserversorgung  auf  praktische  Leistungen  und  auf  Er- 
fahrungen zurückblicken  konnte,  wie  kaum  ein  anderer,  hier 
einen  Satz  anzuführen,  der  mir  so  recht  geeignet  erscheint, 
dieses  Buch  abzuschließen. 

Nach  der  Beschreibung  einer  Wasserfassung,  die  er  bei 
Essen  a   d.  Ruhr  ausführte,  sagt  Thiem: 

jyEs  möge  dieser  Vorgang  als  Beispiel  dafür  dienen^  daß 
der  Theoretiker  mit  Hilfe  eines  zuverlässigen  Gesetzes  und  der 
daraus  gewonnenen  Ableitungen  au^h  auf  dem  Gebiete  der  Hydro- 
logie mit  Sicherheit  und  sehenden  Auges  Wege  beschreiten  kann, 
die  der  bloße  Praktiker  nur  mit  verbundenen  Augen  tastend 
zurücklegt^  wenn  ihm  dies  überhaupt  gdingt,^^ 


ZnsammenBtelliing  der  wichtigsten  Formeln. 


Erster  Abschnitt. 

Die   relative   Bewegimg, 

Seite 

L^L'  +  ^u^e  +  4^a^M,  (7)  14 

L  die  auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem  ^  L'  die  auf  das 
Hauptbezngssystem  bezogene  lebendige  Kraft  eines  Punkt- 
baufens,  u  Winkelgeschwindigkeit,  a  TraDslationsgeschwin- 
digkeit  beider  Koordinatensysteme  gegeneinander,  6  das  auf 
die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Drehachse  bezogene 
Trägheitsmoment  und  M  die  Gesamtmasse  des  Haufens. 


dt 
/d*B 

m 


(19)   87 


Grundgleichungen  für  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
Yon  der  Masse  m  relativ  zu  einem  mit  der  konstanten 
Winkelgeschwindigkeit  u  rotierenden  Fahrzeuge;  0,  i2,  9? 
Zylinderkoordinaten  des  Punktes  relativ  zum  Fahrzeuge,  0 
in  achsialer,  B  in  radialer  Richtung,  (p  Winkelabstand  der 
durch  den  Punkt  und  die  Drehachse  gelegten  Ebene  von 
einer  im  Fahrzeuge  festen  Ebene;  P^P^P^  die  Komponenten 
der  am  Punkte  angreifenden  physikalisch  existierenden  Kraft. 


T=2«]/!?J^,  .         (31) 

Drittes  Keplersches  Gesetz   für   die   ümlaufzeit   T  eines 
Planeten  um  die  Sonne,  a  große  Halbachse  der  elliptischen 

Bahn;  ^  eine  Konstante  des  Sonnensystems. 
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r  =  2Ä]/ 


l  cos  8  /AA\. 

T  Dauer  der  kleinen  Schwingungen  um  die  durch  ß  ange- 
gebene Gleichgewichtslage  bei  der  Bewegung  eines  sphäri- 
schen Pendels^  die  der  Bewegung  als  Zentrifugalpendel 
eng  benachbart  bleibt;  ß  der  Winkel ^  den  der  Faden  yon 
der  Länge  l  für  das  Zentrifugalpendel  mit  der  Lotrechten 
einschließt. 

T ^-^ ,  (53)  60 

Vy  cos  /3  +  M*  y  sin  /3  —  w'  cos  2ß 

T  Schwingungsdauer  des  in  einem  gleichförmig  rotierenden 
BAum  zwangläufig  geführten  Pendels,  ß  wie  yorher 
die  Gleichgewichtslage  im  rotierenden  Baume ;  u  Winkelge- 
schwindigkeit, a  Abstand  des  Pendeldrehpunktes  yon  der 
Botationsachse. 

«,-l/f    und     „,=]/-«L  +  ±,  (63)    72 

u^  und  u^  Grenzen  fQr  die  Umlaufgeschwindigkeit  einer  bieg- 
samen Hangespindel,  zwischen  denen  die  lotrechte  Gleichge- 
wichtslage labil  ist,  während  sie  sowohl  bei  Unterschreitung 
yon  u^  als  bei  Überschreitung  yon  u^  stabil  wird;  l  Stangen- 
länge, m  Masse  am  Stangenende,  c  Kraft,  die  einer  elastischen 
Ausbiegung  um  die  Längeneinheit  entspricht. 


Zweiter  Abschnitt. 

Mehrläufige  Verbände. 

l'  =  |^m(||«i  +  ^-^  +  ---  +  ^-«n)\      (69)   88 

L  lebendige  Kraft  «eines  Verbandes  yon  n  Freiheitsgraden, 
die  q  allgemeine  Koordinaten  zur  Beschreibung  einer  Stellung 
des  Verbandes,  q  die  zugehörigen  Geschwindigkeiten,  t  Badius- 
yektor  nach  einem  Massenteilchen  m  yon  einem  festen  An- 
fangspunkte. 


480  ZnsammenBtalliiiig  der  wichtigiien  Fonnelii. 


,   j^d^tp    .     d*ip       ^ 
,  .    ,      d*^p    .     d*ip       ^ 


Bewegangsgleiciliiiigen  für  die  kleinen  Schwingungen  eines 
Doppelpendels,  q>  nnd  ^  Winkel  der  beiden  Glieder  mit 
der  Lotriehtung,  ah  c  d  e  Eonstanten. 


X  Amplitude  der  Schwingungen,  die  der  Aufhängepunkt  eines 
etwa  als  Seismograph  verwendeten  Fadenpendels  ausfuhrt, 
2\  Schwingungsdauer  dieser  Schwingungen,  L  Fadenlänge, 
w  beobachteter  Scbwingungsausschlag. 


-v, 


-i^y. 


r  Bin  i/^Q 


Seit« 


j;-^*|f^,  (72)      87 

¥^  die  auf  die  Koordinate  q^  redazierte  äußere  Kraft,  ^ 
eine  der  äußeren  Kräfte,  die  zo  F,  beitragen 

Gleichung  von  Lagrange  f&r  die  Koordinate  g,.. 


(91)   103 


^  =  ^(1-4^^1*)'  (113)   115 


u  Bollgeschwindigkeit  eines  Rades  bei  der  rein  rollen- 
den (regulären)  Radbewegung,  ^  Winkel  der  Radebene 
mit  der  horizontalen  Fußbodenebene,  r  Radhalbmesser. 

(158  b)   162 

Uq  kritische  Geschwindigkeit  des  in  aufrechter  Stellung 
rollenden  Rades;  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  über  Uq 
liegt,  ist  diese  Bewegung  stabil,  im  entgegengetzten  Falle  labil. 


2i^^%^  (1^^)    170 

T  Dauer  der  kleinen  Schwingungen  bei  der  pseudoregulären 
Radbewegung  um  die  durch  den  Winkel  ^^  beschriebene, 
der  zugehörigen  regulären  Bewegung  entsprechende  Mittellage. 
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sf{L  -r)dt^O,  (167)   178 

0 

spricht  das  Prinzip  von  Hamilton  aus^  L  lebendige  Kraft 
des  Verbandes^  V  dessen  potentielle  Energie. 


,  (172)   184 


Dritter  Abschnitt. 

Der  Kreisel. 

ii^wO^  sin^l}  +  0^\jÄ  —  w^sin^cos^j  — mgrssin^  =  0 

Bewegungsgleichungen  für  den  schweren  symmetrischen 
Kreisel  mit  festgehaltener  Spitze^  u^  die  während  der  Be- 
wegung konstante  in  die  Richtung  der  Fignrenachse  fallende 
Winkelgeschwindigkeitskomponente ,  w  Winkelgeschwindig- 
keit der  Präzessionsbewegung^  ^  Winkel  zwischen  der  Figuren- 
achse und  der  Vertikalen,  0^  Trägheitsmoment  für  die  Figuren- 
achse, 0^  für  eine  dazu  senkrecht  stehende,  durch  den  festen 
Punkt  gehende  Achse. 


Wq  Winkelgeschwindigkeit  der  regulären  Präzession,  if^  der 
zugehörige  konstante  Wert  von  ^.  Das  obere  Wurzelvor- 
zeichen entspricht  der  schnellen,  das  untere  der  langsamen 
Präzession. 

^=-;V  (192)194 

T  Dauer  der  Nutationsschwingungen  bei  der  langsamen 
pseudoregulären  Präzession  (Näherungsformel  für  ein  großes  u^). 

Ö.V»!^  -  «i^i^  +  «VC8,  =  0,  (199)   201 

Hauptgleichung  in  Vektorform,  ersetzt  die  Bewegungs- 
gleichungen (172),  s  Schwerpunktsabstand,  S,  Einheitsvektor 
in  Richtung  der  Figurenachse,  D  Gewicht  des  Kreisels. 

Föppl,  höhere  Dynamik.  31 
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r-2»l/5^',  (215)218 

T  Schwingungsdauer  eines  Pendels,  das  einen  Kreisel 
trägt,  c  ein  der  Biegnngssteifigkeit  der  Anfl^Dgeaclise 
proportionaler  Faktor,  mg  Gewicht,  s  Schwerpunktsabstand 
nnd  0^  Tnlgheitsmoment  des  Pendels  samt  Kreisel,  wO^  Drall 
des  Kreisels. 

J^^ivoVQsÖ,  (220)   280 

J^-^Q^T,  (222)   282 

Formeln  für  die  erforderliche  Siärke  Jw  des  Schlickschen 
Schiffskreisels,  g^^  größter  Ausschlag  des  Schiffes  ohne 
Kreisel,  q)^  dasselbe  in  Gfradmaß  ausgedrückt,  Q  Gewicht, 
s  metazentrische  Höhe,  0  Trägheitsmoment  des  Schiffes  für 
die  Längsachse,  T  volle  Schwingungsdauer  der  Roltbe- 
wegungen  des  Schiffes  ohne  Kreisel. 

4^-=^-,  (274)   268 

Bedingungsgleichimg  für  die  günstigste  Aufhängung  des 
Schiffskreisels,  pr  statisches  Moment  und  9^  Trägheits- 
moment des  Kreisels  mit  Rahmen  für  die  Aufhängeachse; 

h^2JwYl,  (276)   264 

ergänzende  Bedingung  fttr  die  günstigste  Wirkung  des 
Kreisels,  Tc  Dämpfungsfaktor  oder  Bremsstärke. 

Ä«0,1  Jw,  (284)   270 

Abschätzung  für  die  praktisch  in  Aussicht  zu  nehmende  Brems- 
stärke Tc  bei  stark  bewegter  See. 


Vierter  Absclinitt. 

Verschiedene  Anwendungen. 

t*QÄsin>g>^^^^^(ö  +  2GsinV„),  (312)  806 

Bedingung  für  den  stabilen  Gang  einer  mit  einem  Zentrifugal- 
regttlator  aasgerüsteten  Kraftmaschine  bm  Y^nachlässigung 


ZuaammeDttAllimg  der  wichtagtten  Formeln.  488 
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der  konstanten  Begnlatorreibimg,  Tc  DämpfdngsSaktor  der 
Regulatorschwingongen;  u^  Mittelwert  der  Winkelgeschwin- 
digkeit des  BegulatorSy  ^^  mittlere  Regalatorstellnng  bei  der 
gegebenen  Belastung,  Q  Gewicht  einer  Schwnngkugel,  O  an 
der  Regnlatorhülse  angebrachtes  Gewicht;  K  eine  yon  der 
Stenerongseinrichtong  abhangige,  dnrch  Gl.  (305)  näher  be- 
stimmte Eonstante. 

i2  Rückdrnck  der  Steuernng  am  Regulator.  Die  Summe 
bezieht  sich  auf  die  zum  Bteuerungsgestiuige  gehörigen 
Massen  m,  i^  G^ch windigkeit  yon  m  unter  der  Voraus- 
setzungy  daß  der  Regulatorhub  x  konstant  ist,  f  i;  der  zu  i^ 
bei  veränderlichem  x  hinzutretende  Geschwindigkeitsanteil, 
M  die  auf  die  Koordinate  x  reduzierte  Masse  des  Steuerungs- 
gestanges (mit  der  Zeit  yeränderlich). 

fl^jfl»  >  ^x^^o  -h  a^a^Kj  (331)   325 

Bedingung  f&r  die  Möglichkeit  eines  ungestörten  Parallelbe- 
triebs yon  zwei  elastisch  gekuppelten  Maschinen  bei  Ver- 
nachlässigung der  konstanten  Regulatorreibung;  die  Eon- 
stante e  hängt  von  der  Torsionssteifigkeit  der  Euppelung 
ab,  während  die  übrigen  Eonstanten  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  bei  den  Regulatorschwingungen  einer  einzelnen 
Maschine. 

5? -'^(S -•'«*)'  (346)  886 

Gleichung  fftr  die  Beschleunigung  eines  materiellen  Punktes, 
der  eine  beliebige  Zentralbewegung  aosfBhrt^  r  Tom  kor 
Ziehungszentrum  ausgehender  Radiusyektor^  t^  Einheitsvek- 
tor in  dessen  Richtung,  r  Größe  yon  f,  u  Winkelgeschwin- 
digkeit, mit  der  sich  r^  dreht. 

^^l »17$-',  (358)  88» 

besondere  Form,  in  die  die  vorige  Gleichung  für  den  Fall  der 

Planetenbewegung  übergeht,  T  Ümlaufzeit  des  Planeten, 

a  große  Halbachse  der  elliptischen  Bahn. 

31  • 
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M-^^^'y  (366)  m 

Formel  für  die  Masse  des  Zentralkorpers  in  astronomischen 
Masseneinheiten. 

ft^ys^t.^mppt,,  (366)  852 

St  Momentenyektor  des  Eraftepaars,  das  von  einem  Anziehungs- 
zentram auf  einen  starren  Körper  außer  der  im  Schwerpunkt 
angreifenden  Anziehungskraft  übertragen  wird;  c  anziehende 
Masse  in  astronomischen  Einheiten,  t  Radiusvektor  vom  An- 
ziehungszentrum nach  dem  Schwerpunkte  des  starren  Körpers, 
f  ein  Yon  diesem  aus  nach  einem  Massenteilchen  m  ge- 
zogener Vektor. 

Fünfter  Abschnitt. 

Hydrodynamik. 

U  +  l?  +  ^-0'  (367)855 

Eontinuitatsgleichung  in  der  Eulerschen  Form  fQr  die  unza- 
sammendrückbaFe  Flüssigkeit. 


a(^y  +  V  ^  4-  V  ^  +  V  ^\  =-  X -  ^ 


(368)    855 


dy         '  dB  I  dz 

Eulersche  Gleichungen  für  die  reibungsfireie  Bewegung,  ^  be- 
zogene Masse,  p  Druck,  X  YZ  Komponenten  der  äußeren  Kraft. 

^i^-ä^'   ""^^-d^^   ^»-W  ^^^^)  8ö« 

für  die  wirbelfreie  Bewegung,  O  Geschwindigkeitspotential. 
Definitionsgleichung  für  den  Wirbelvektor  tt». 


ZusammensteUung  der  wichtigsten  Foimeln. 

für  die  wirbelfreie  stationäre  Bewegung,  V  Potential  der  äußeren 
Massenkraft,  C  eine  f&r  den  ganzen  Raum  konstante  Größe. 
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(372)   856 


d«       d^      d^ 


dx 


(376)    800 


dx        dy '     dy 

Beziehungen  zwischen  dem  Geschwindigkeitspotentiale  O  und 
der  Stromfunktion  ^  bei  der  ebenen  wirbelfreien  Strömung. 


(382)    366 


Formeln  für  die  Strömung  um  einen  Zylinder  vom  Halbmesser 
Q^  wenn  die  in  der  Richtung  der  X-Achse  gehende  unge- 
störte Strömung  mit  der  Geschwindigkeit  a  erfolgt;  Xj  y 
Koordinaten  und  r  Abstand  eines  Punktes  des  Außenraums 
von  der  Zylinderachse. 


dx  '^  dy         dz 


0 


(393)    392 


Eontinuilätsgleichung  ftir  die  Komponenten  ii\w^w^  des  Wirbel- 
vektors. 


~di' 

~dr 

dw^ 

~dt 


w 


dvi 


1  dx  +  ^«  dy 

d%    ,         dv^    . 


W. 


dVj 

■  dx 


+  w^ 


dv.    ,        dv. 

+  «'»äi 

dVj 
^dz 

dv^ 


dy 

dy    ^      ^  dz 


(397)   896 


Gleichungen^   auf  denen   die   Helmholtzschen  Sätze   über   die 
Wirbelbewegungen  beruhen. 


(403)   407 

r  Radius  des  Kreises ,  den  ein  materieller  Punkt  bei  den 
Wasserwellen  nach  der  Gerstner-Hagenschen  Theorie 

.  beschreibt,  h  Wellenhöhe,  X  Wellenlänge,  y  Tiefe  unter^dem 
Wasserspiegel, 


Seite 

(411)  411 
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.-1/3. 

&  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieser  Wellen. 

c^Vgh,  '  (419)  421 

c  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Qezeitenwellen^  h  Tiefe 
des  Gewässers. 


dv. 


£a(v) 

r 


dr 


dv^        dv^ 


^       dz        rdrp 


dv^       dv. 


w. 


dr        dB 


(429)   428 


w^j  w^y  w^  Wirbelkomponenten  bezogen  auf  Zylinderkoordi- 
naten in  achsialer,  radialer  und  tangentialer  Richtung^  v^y 
v^j  Vf  Geschwindigkeitskomponenten  und  ^;  r,  ^  Koordi- 
naten in  diesen  Richtungen. 


^(^'')     ,     ^(*rO 


0, 


(480)   429 


de  dr 

Eontinuitätsgleichung  in  Zylinderkoordinaten  für  die 
achsensymmetrische  stationäre  Bewegung. 


7^ 

9 


{'. 


dv. 


dv 


/  'dz 


dz  +  '^^  dr 


dz 


dv,  dv, 


H- 


v^v 


'/)  -  f. 


(432)   429 


9 

y 

g  \  *  dz    ^     ^  dr 

Euler  sehe  Gleichungen  für  diese  Bewegung,  p  Druck,  P,, 
P^,  P|  Komponenten  der  äußeren  Massenkraffc. 

d^  dW 

dz  ' 


%r^  ar' 


v^r 


(434)   480 


Einführung  der  Stromfunktion  ^,  wodurch  die  Kontinuitäts- 
gleichung (430)  befriedigt  wird. 


^iipr        ^tgr        i   ^gr 


+ 


r    dr  ' 


(435)   481 


dz^    •     ar 

Differentialgleichung  für  die  Stromfunktion  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  die  tangentiale  Wirbelkomponente  w^  veirschwindet. 
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(456)  446 


Diff>-Gl.  fQr  die  Stromfanktion  im  Laufrade  einer  Radialturbine^ 
wenn  durch  q>  »  F(r)  die  Gestalt  der  Schaufeln  angegeben 
wird. 


'^„- V-*(ay  +  3x) 

r     -T    -Tci^"'   1  ^M 

.,--i,  +  2*||' 

^=-i'  +  2*'a^ 

> 

..--p  +  a^*^) 

(459)   449 


(460)   452 


Qleichungen  für  die  Spannungskomponenten  in  einer  strömen- 
den zähen  Flüssigkeit,  Tc  Zähigkeitskoeffizient;  p  Mittelwert 
des  Druckes  an  der  betrachteten  Stelle. 

ft(|J  +  (>lV)>l)*-Vp  +  *V«tl,  (463)   464 

Bewegungsgleichung  für  die  zähe  Flüssigkeit  in  Vektorform, 
ü  Geschwindigkeit^  ^  bezogene  Masse. 

P— 6:ra*(>,  (470)   458 

P  Widerstand,  den  eine  Kugel  bei  der  Bewegung  in  einer 
zähen  Flüssigkeit  mit  der  sehr  kleinen  Geschwindigkeit  a 
findet,  Q  Eugelradius. 


TCh 


ö=  -^s{iH-s) 


Ig^ 


(494)  476 


Q  Ergiebigkeit  eines  Brunnens  vom  Halbmesser  ty  H  Höhe 
des  Grundwasserspiegels  im  Abstände  B  vom  Brunnen,  8  Ge- 
fäll bis  dahin,  k  Erfahrungskoeffizient. 


Nachtrag 

(vom  16.  November  1909). 

Einige  Tage  bevor  mir  der  Eorrekturabzug  dieses  letzten 
Bogens  zuginge  hat  Herr  A.  Scherl  in  Berlin  einen  Modell- 
wagen seiner  Einschienenbahn  öffentlich  vorgefahrt.  Da 
nach  den  Zeitungsberichten  die  Versacke  befriedigt  haben  und 
voraussichtlich  viele  Beachtung  finden  werden  ^  sehe  ich  mich 
veranlaßt,  noch  einmal  auf  die  schon  in  der  Anmerkung  auf 
S.  275  flüchtig  erwähnte  Einschienenbahn  zurückzukommen. 
Über  die  Scherische  Ereiselanordnung  ist  auch  bis  heute  noch 
nichts  veröffentlicht.  Ich  vermute  jedoch,  daß  sie  sich  eng  an 
die  von  Schlick  anlehnen  wird,  wobei  nur  der  Schwerpunkt 
des  Ereiselrahmens  über  die  Aufhängeachse  gelegt  sein  dürfte. 
Für  diesen  Fall  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen  aus 
denen  des  Schiffskreisels,  Gl.  (225),  S.  238,  indem  man  darin 
r  und  s  negativ  setzt.  Aus  den  auf  S.  240  durchgeführten 
Rechnungen,  die  sich  mit  dieser  Änderung  ohne  weitered  über- 
nehmen lassen,  folgt  dann,  daß  die  Bewegung  des  Wagens  in 
aufrechter  Stellung  für  den  ungebremsten  und  hinreichend 
starken  Elreisel  stabü  ist.  Der  Betriebssicherheit  wegen  ist  jeden- 
falls, wie  schon  früher  angegeben  war,  eine  besondere  selbst- 
tätige Kreiselsteuerung  erforderlich.  Eine  Vermutung  darüber 
auszusprechen,  wie  diese  etwa  angeordnet  sein  könnte,  hätte 
in  diesem  Augenblicke  keinen  Zweck. 

Bei  dieser  Gelegenheit  berichtige  ich  zugleich,  daß  der  erste 
Erfinder  einer  Einschienenbahn  nicht  Bryan  heißt,  wie  auf 
S.  275  fälschlich  gedruckt  ist,  sondern  Brennan. 
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John  Perry, 

Professor  der  Mathematik  nnd  Mechanik  am  Boyal  OoUege  of  Soienoe,  London. 

Angewandte  Mechanik. 

Ein  Lehrbuch  für  Studierende,  die  Versuche  aneteiien  und 
numerische  und  graphische  Beispiele  durcharbeiten  wollen. 

Berechtigte  deutsche  Übersetzung  von 

Rudolf  Schick, 

Ingenieur. 

Mit  871  Figuren.    [Till  u.  666  S.]    gr.  8.    1908.    In  Leinw.  geb.  JL  18.— 

Professor  John  Fertys  «^Angewandte  Mechanik*'  gehört  in  den  Ländern 
des  englischen  Sprachgebietes  zu  den  bekanntesten  Lehrbüchern.  Ob- 
wohl zunächst  für  den  Gebrauch  von  Studierenden  bestimmt,  wird  dieses 
Lehrbuch  gewiß  auch  den  in  der  Fraxis  tätigen  Ingenieuren  gute  Dienste 
leisten,  weil  es  einen  ungewöhnlich  reichhaltigen  Stoff  in  einer  Weise 
behandelt^  die  den  praktischen  Bedür&issen  weit  entgegenkommt,  ohne 
den  wissenschaftlichen  Charakter  der  Darstellung  leiden  zu  lassen. 

Die  von  Feny  gegebene  Darstellung  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß 
alle  Methoden  der  technischen  Wissenschaft  gleichmäßig  zur  Geltung 
gebracht  werden.  Infolgedessen  wird  die  hauptsächlichste  Aufgabe  eines 
Lehrbuches,  dem  Studierenden  den  vorgetragenen  Stoff  von  allen  Seiten 
kritisch  zu  zeigen,  in  selten  vollkommener  Weise  erfüllt.  Es  ist  daher 
zu  hoffen,  daß  Ferrys  Buch  auch  in  der  deutschen  Ausgabe  zahlreiche 
Freunde  finden  wird.  Ist  doch  die  Mechanik  diejenige  Disziplin,  deren 
ununterbrochenes  Studium  den  Ingenieur  bei  allen  seinen  Arbeiten  be- 
gleiten sollte. 

„Ich  stehe  nicht  an  sn  erklAren,  daA  Penys  , Angewandte  Mechanik*  eins  der  besten 
Bttcher  ist,  die  wir  auf  diesem  Gebiete  besitzen.  Die  Behandlung  der  Pr^leme  ist  höchst 
originell,  denn  wir  finden  hier  nicht  allein  das,  was  wir  unter  «Mechanik*  sonst  yerstehen, 
sondern  auch  eine  ausführliche  Lehre  über  «Maschinenelemente*.  Dem  Studenten  wird 
an  Hand  von  rechnerischen  Beispielen  und  Laboratoriumsarbeiten  geseigt,  wie  die  ein- 
zelnen Fragen  in  Angriff  zu  nehmen  und  zu  lösen  sind.  Das  hat  entschieden  sehr  wesent- 
liche Vorzüge,  denn  der  Vortrag  gewinnt  dadurch  an  Lebendigkeit,  und  dem  Studierenden 
wird  es  sofort  klar,  wozu  er  diese  oder  jene  Formel  lernen  mu£.  Es  sind  hier  auch 
so  viele  interessante  Beispiele  und  Übungen  zusammengetragen,  dafi  es  nur  wünschenswert 
wäre,  wenn  mancher  Dozent  sich  ihrer  bedienen  wollte.  Aber  auch  dem  Ingenieur  kann 
das  Buch  gute  Dienste  leisten,  und  diesem  würde  ich  es  sogar  besonders  empfehlen,  denn 
sämtliche  Beispiele  sind  aus  der  Praxis  gew&hlt,  und  das  Buch  kann  ihm  daher  sehr  gut 
in  Tielen  Fällen  zum  Nachschlagen  dienen.**  (Frankfurter  Zeltung.) 

„Keine  einseitige  Bevorzugung  eines  einzelnen  Zweiges,  keine  Berorzugung  des 
Graphischen  oder  des  Analytischen.  In  den  Mittelpunkt  des  Unterrichts  sind  die  ein- 
fachen, an  Zahl  nicht  groAen  Grundlehren  gestellt,  und  diese  sind  eingehend  und  grtLnd- 
lich  demonstriert  und  angewandt.  Der  Geist,  in  dem  das  lebendig  und  originell  geschriebene 
Buch  abgefaßt  ist,  verdient  alle  Anerkennung.**  (Dlnglers  polyteohnlsohes  Journal.) 

„Aus  dem  Buche  spricht  ein  Lehrer  ersten  Banges,  der  erschöpfende,  tief  eindringende 
Behandlung  eines  überreichen  Gegenstandes  mit  klarer,  anschaulicher  Darstellung  in  seltener 
Weise  zu  verbinden  versteht  und  durch  seine  Lehrmethode  zu  theoretischer  und  praktischer 
Betätigrang  in  gleicher  Weise  anregt**  (Naturwlssensohaftllohe  Rundschau.) 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  xind  Berlin. 


Mathematisch-physikalische  Schriften 
für  Ingenieure  und  Studierende. 

Herausgegeben  von 

Dr.  £.  Jahnke, 

Profeator  an  der  Kgl.  Beargakadanie  la  Beriin. 

Die  Sammlung  seist  nch  warn  Ziel,  kurze  DantoUangen  ra  bieten,  welche  fiir  ^a  eng  begrenztes 
Gebiet  die  mathematischen  Methoden  einfach  und  leichtfaßlich  ableiten  und  deren  Verwendbarkeit 
in  den  einzelnen  Teilen  von  Physik  und  Technik  aufdecken.  Dabei  ist  Vollständigkeit  der  Beweis - 
fiihmng  nicht  erstrebt»  vielmehr  wird  besonderer  Wert  darauf  gelegt  Dii^e,  die  für  die  Anwendungen 
von  Wichtigkeit  sind,  nicht  zugunsten  wissenachaftlicher  Strenge  zurücktreten  zu  lassen.  Die  Dar- 
stellung der  einzelnen  Gebiete  ist  so  gehalten,  daß  jede  ein  abgeschlossenes  Ganzes  für  sich  bildet. 

Bisher  erschienen: 

Band  I:  Einführunfr  in  die  Theoria  des  Magnetismus.    Von  Dr.  Richard  Gans,  Professor 

an  der  Uuversität  Tübingen.    Mit  40  Teztfiguren.     [VI  u.  zxo  S.]     8.    1908.    Steif  geh. 

n.  (i^  2 . 40,  in  Leinwand  geb.  tk.M  t. 80. 
Band  2:  Elektromagnetische    Ausgleichs  Vorgänge    in    FreileituiiMn   und    Kabeln.     Von 

Karl  Willy  Wagner,  Ingenieur  ia  Charlotteaburg.    Mit  23  Textfiguren.    [IV  u.  Z09  S.] 

8.    Z908.    Steif  geh.  n,  JC  2. 40,  in  Leinwand  geb.  n.  JC2. 80. 
Band  3:  Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus. 

Von  Dr.  CL  Schaefer,  Privatdozent  an   der   Universität  Breslau.     Mit    einem  Bildnis 

i,  C.  Maxwells  und  32  Teztfiguren.    [VIII  n.  174  S.]     8.    1908.    Steif  geh.  n.  «^  3.40,  in 
einwand  geb.  n.  JC  3. So. 
Band  4:  Die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.    Von  Dr.  P.  Schafheitlin,  Professor  am 

Sophien-Realgymnasium  zu  Berlin.    Mit  x  Figurentafri.    [VI  u.  129  S.]    8.    X908.    Steif  g^h. 

n.  JC  2.60,  in  Leinwand  n,  M  ^. 90. 
Band  5:  Punktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.    Von  Dr.  £.Jahnke,  Professor  an  der 

Kgl.   Bergakademie   Berlin,    und   F.  Emde,    Ingenieur   in   Berlin.     Mit   53   Textfiguren. 

[Xn  n.  176  S.]    gr.  8.     1909.    In  Lemwand  geb.  n.  JC  6. — 
Band  6:  Die  Vektoranalysis  und  ihre  Anwendungen  in  der  theoretischen  Physik.    Von 

Dr.  W.  V.  Ignatowsky   ia   Berlin.    2  Teile,  L  Teil:  Die  Vektoranalysis.     Mit  87  Text- 

fig^en.     [VUI  u.  1X2  S.]     8.     1909.     Steif  geh.  n.  JC  2.60,  in  Leinwand  geb.  n.  JC  3. — 

II.  Teil.    [Unter  der  Presse.] 

Unter  der  Presse: 
Band  7 :  Theorie  der  Kräftepläne.   Von  H.£.  Timer  ding- Braunschweig. 

^      In  Vorbereitung  (genaue  Titelfassung  vorbehalten): 


Grundlagen  des  Schiffbaues.  Von  O.Alt- 
Kiel. 

Gastheorie.    Von  A.Byk-Berlin. 

Die  mathematischen  Instrumente.  Von 
A.  Galle -Potsdam. 

Potentialtheorie.     Von   R.  Gans -Tübingen. 

Getriebelehre.    Von  M.  Grübler-  Dresden. 

Schwingungsprobleme.  Von  £.Grüneisen- 
Berlin. 

Akustik.    Von  A.  Kalähne- Danzig. 

Pestigkeitsprobleme  der  mod.  Maschinen- 
technik.   Von  Th.  V.  Karman- Göttingea. 

Thermoelektrizität.  Von  F.  Krüger- Göt- 
tingea. 

Konforme  Abbildung.  Von  L.Lewent-  Berlin. 

Über  Berechnung  spezieller  elektrischer 
und  magnetischer  Felder.  Von  L.Lichten- 
stein-  Charlottenburg. 

Einführung  in  die  Elastizitätstheorie.  Von 
R.  Marcolongo-Neapel. 

Technische  Hy dromechan ik.  Von  R.  E  d  1  e  r 
von  Mises- Straßburg  L£. 


Die   Grundlagen    der   Zeit-    und    Ortsbe- 
stimmungen.   Von  Joh.  Möller- Elsfleth. 
Die  Determinanten.    Von  E.  Netto -Gießen. 
Die  Theorie  der  Wechselströme.    Von  £. 

Grlich-Berlin. 
Die   Streuung    des    Transformators.     Von 

W.  Rogowski- Charlottenburg. 
Die  Fourierschen  Reihen.    Von  R.  Rothe- 

ClausthaL 
Die  partiellen  Differentialgleichungen.  Von 

R.  Rothe- Clausthal. 
Elektromagnetische   Schwingungen.     Von 

R.  Rüdenberg-Berlin. 
Die  Theorie  der  Ionisation  der  Gase.   Von 

G.  Rümelin-Freiburg  i.B. 
Seismik.     Von  H.  Schering- Charlottenburg. 
Theorie  der  Planeten -Finsternisse.    Von 

P.  Schwahn-Borlin. 
Die  Wechselstrommotore.    Von  LSumec- 

Brünn. 
Temperaturmessungen.  Von  S.Val  e  n  t  i  n  e  r  - 

Hannover. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin^ 

ICncyklopädie   der  Mathematischen  Wissenschaften,    mit   Ein- 
schluß ihrer  Anwendungen,     Herausgegehen  im  Auftrage  der  Aka- 
^  demien    der   Wissenschaften   zu   Göttingen,    Leipzig,  München  und 

Wien,  sowie  unter  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen.  In  7  Bänden. 
Jährlich  etwa  6  Hefte,     gr.  8.     Geh.  und  in  Halbfranz  geb. 

I.  Band:  Arithmetik  und  Algebra,  in  2  Teilen,  red.  t.  W.  Fr.  Mey»r. 
II.      —     Analysis,  in  S  Teilen,  red.  v.  H.  Burkhardt  und   W.  Wirtinger. 

III.  —      Geometrie,  in  3  Teilen,  red.  r.  W.  Fr.  Meyer. 

IV.  —     Mechanik,  in  4  Teilbänden,  red.  v.  F.  Klein  und  C.  H.  Müller. 
V.      —      Physik,  in  8  Teilen,  red.  v.  A. .Sommerfeld. 

VI.      —       1:  Geodäsie  u.  Geophysik,  in  2  Teilbänden,  red.  v.  Ph.  Furtty  äugler 

und  >i.  W  i  e  c  h  0  r  t. 
VI.       —      2:  Astronomie,  red.  v.  K.  Schwarzschild. 

VII.       —      Geschichte,  Philosophie,  Didaktik.     Redaktion  noch,  nicht  bestimmt. 
[Die  Bände  I,  IV,  1  und  IV,  3  sind  erschienen,  die  weiteren   sind  im  Erscheinen 
begriffen,  VH  in  Vorbereitung.     Man  Terlange  Prospekt  IJ 

Abraham.  Dr.  M.,  Professor  an    der  Universität   Göttingen.    Theorie 
der  Elektrizität.    2  Bände. 

'  I.  Band.     ICinführung  in   die  Maxwellsche  Theorie    der    Elektrizität. 

Mit  einem  einleitenden  Abschnitte  über  das  Rechnen  mit  Vektorgrößen 
in  der  Physik.  Von  Dr.  A.  Föppl.  S.  Auflage  von  Dr.  M.  Abraham. 
Mit  11  Textfiguren.  [XVIII  u.  460  S-l  gr.  8.  1907.  In  Leinwand  geb. 
n.  Ji  12.— 
IT..  —  Ele-ktromagnetisch  e  Theorie  der  Strahlung.  Von  Dr.  M.Abra- 
ham. 2.  Auflage.  Mit  6  Textfiguron.  [XII  u.  404  S.]  gr.  8.  1908.  In 
Leinwand  geb.  n.  JC  10. — 

I     .  Blochmann,  R.,  Q.  Neudeek  und  B.  Schulz^  der  moderne  Schiff- 

bau.    Mit   zahlreichen    Illustrationen.      40 — 50  Bogen   in  3  Teilen. 
j  gr.  8.  geb.   II.  Teil:  Kessel  und  Hauptmaschine,  ihre  geschichtliche 

I  Entwicklung,    Theorie,    Bauausführung    sowie    Behandlung   in    und 

außer  Betrieb.    Von  B.  Schulz. 

[Erscheint  im  Dezember  1909.] 

i  V.  BriU^  Dr.  A.,  Professor  an  der  Universität  Tübingen,  Vorlesungen 

;  zur  Einführung  in  die  Mechanik  raumerfüllender  Massen. 

Mit  27  Figuren  im  Text.  [X  u.  236  S.]  gr.  8.  1909.   Geh.  n.  J^  7.— , 
in  Leinw.  geb.  n.  JC  8. — 
I  Brion,  Q-.,  elektrotechnisches  Praktikum,    gr.  8.    Geb.     [In  Vor- 

[  bereitung.] 

Heilng,  K.,  Ingenieur  in  Darmstadt,  das  200jährige  Jubiläum  der 
Dampfmaschine  1706 — 1906.  Eine  historisch-technisch-wirtschaft- 
liche Betrachtung.  Mit  13  Figuren  im  Text.  [IV  u.  58  S.]  gr.  8. 
1907.  Geh.  n.  JC  1.60. 
Heun,  Dr.  K.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe, 
diekinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik. 
I  Mit  18  Textfiguren.    [VI  u.  123  S.]     gr.  8.     1900.     Geh.  n.  JC  4.— 

l  __  und  E,.  V.  Mises,  die    kinetischen  Probleme    der    mo- 

^  dernen  Maschinenlehre,     gr.  8.     Geb.     [In  Vorbereitung.] 

Holzmüller,  Professor  Dr.  Gustav,  vorm.  Direktor  der  Provinzialgewerbe- 
,  schule  zu  Hagen  i.  W.,  die  Ingenieurmathematik  in  elemen- 

i  tarer  Behandlung.     2  Teile,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Teil,  enthaltend  die  statischen  Momente  und  Schwerpnnktalagen,  die  Trägheits- 
und  Zentrifugalmomente   für   die  wichtigsten   Querachnittsformeu    und 
[  Körper  der  technischen  Mechanik  in  rechnender  und   graphischer  Be- 

;  handlang    unter  Sertlcksiohtigung    der  Methoden  von  Nehls,  Mohr, 

I  Culmann,Land  und  R e y e.  Mit  287  Figuren  und  zahlreichen  Ühungs- 

1  aufgaben.     [XI  u.  340  S.]     1897.    n.  JC  b.— 

'  II.  Teü,  enthaltend   das   Potential  und   seine  Anwendung   auf   die   Theorie    der 

Gravitation,    des   Magnetismus,   der  Elektrizität,    der  Wärme   und  der 
^  Hydrodynamik.     Mit   237    Figuren,    zahheichen    Übungsbeispielen    und 

i  einem  Anhange  über  Maßeinheiten.     [XVII  u.  440  S.]     1898.     ix.M.Q.— 

Pöppl,  Vorlesungen.   VI. 


Verlag  von  B;  Q.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Jellet;  John  H.»  B.  D.,  weil.  Senior  Fellow  am  Tiinity  College  au 
Dublin,  die  Theorie  der  Heibung.  Deutsch  bearbeitet  von  Geh. 
Rat  Dr.  J.  Lüroth,  Profeseor  an  der  Univertitüt  Freibarg  i,  Br., 
und  A.  Schepp,  weil.  Oberleutnant  a.  D.  in  Wiesbaden.  Mit  zahl- 
reichen Figuren  im  Text.  [X  u,  239  S.]  gr.  8.  1890.  Geh.  n.  JC  6.— 

Lamb,  H.,  F.  R.  S.,  Profeasor  der  Mathematik  an  der  Viktoria-Universität 
Manchester,  Lehrbuch  derHjdrodynamik.  Deutsche  autorisierte 
Ausgabe  (nach  der  8.  englischen  Auflage)  besorgt,  von  f^^-  Job. 
Fried el  in  Charlottenburg.  Mit  79  Figuren.  [XIV  u.  788  S.]  gr.  8. 
1907.     In  Leinw.  geb.  n.  cvS  20. — 

LanoheBter^  F.W.,  Ingenieur  in  Birmingham  (£n«4and),  Aerodynamik, 
ein  Gesamtwerk  über  das  Fliegen.  Aus  dem  Englischen  übersetzt  von 
C. und  A.  Runge  in  Göttingen.  In  2  Bänden,  gr.  8.  In  Leinwand  geb. 
L  Band.  Mit  1(52  Fig.  und  1  Tafel.  [XIV  u.  860  S.]  1909.  n.cÄia.- 
Lorenz,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig, 
Dynamik  der  Kurbelgetriebe  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Schiffsmaschinen.  Mit  66  Textfiguren.  [V  u*  166  S.]  gr.  8. 
1901.     Geh.  n.  J6  5.— 

Iiove,  ▲.  £S.  H*9  M.  A,,  D.  Sc,  F.  R.  S.,  Professor  an  der  Universität 
Oxford,  Lehrbuch  derElastirität.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe 
unter  Mitwirkung  des  Verfassers  besorgt  von  Dr.  Aloys  Timpe, 
Assistent  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig.  Mit  75  Ab- 
bildungen.  [XVI  u.  664  S.]   gr,  8.  1907.  In  Leinw.  geb.  n.  JC  16.— 

Maroolongo,  R.,  Professor  an  der  Universität  Messina,  Einführung 
in  die  Elastizitätstheorie.  2  Bände.  Je  ca.  100  S.  gi*.  8. 
Kart.  u.  geb.     [In  Vorbereitung.] 

Musil,  Dr.  A.,  Professor  an  c^er  k.  k.  Deutschen  Technischen  Hochschule 
zu  Biünn,  Bau  der  Dampfturbinen.  Mit  102  Textfiguren.  [VI 
u.  233  S.j     gr.  8.     1904.     Geb.  n.  JC  S.— 

■  u.  J.  A.  Eviring.    Professor    an    der    Universität    Cambridge, 

Grundlagen  der  Theorie  und  des  Baues  der  Wärme- 
kraftmaschinen. Zugleich  autor.,  erw.  deutsche  Ausgabe  des 
Werkes  „The  Steam-Engine  and  other  Heat-Engines"  von  J.  A.Ewing. 
Mit  302  Textfiguren.  [X  u.  794  SJ  gr.  8.-    1902.     Geb.  n.  Ji  tO.— 

Oatenfeld,  Dr.  A.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Kopen- 
hagen, technische  Statik.  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
Tragkonstruktionen.  Deutsche  Ausgabe  von  D.  Skouge.  Mit  336 
Figuren  auf  33  Tafeln.  [VIII  u.  456  S]  gr.  8.  1904.  In  Lein- 
wand geb.  n.  ciC.  12. — 

Perry,-Dr.  John,  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am 
Royal  College  of  Science  zu  London,  höhere  Analysis  für  In- 
genieure. Autorisierte  deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Robert  Fr  icke, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braunschweig,  und 
Fritz  Süchting,  Direktor  des  städtischen  Elektrizitätswerkes  in 
Bremen.   2.,  verbesserte  Auflage,   gr.  8.   In  Leinwand  geb.  ca.  n.  JC  17. — 

[Erscheint  Endo  1909.] 

— — — — —  die  Dampfmaschine,  einschließlich  der  Dampfturbine  und 
Gas-  und  Ölmaschinen.  Autorisierte,  erweiterte  deutsche  Bearbeitung 
von  Dr.-Ing.  Hermann  Meuth,  Bauinspektor,  Mitglied  der  Kgl. 
Württemb.  Zentralstelle  für  Gewerbe  und  Handel  in  Stuttgart. 
Mit  350  Figuren  im  Text  und  einer  Wärmetafel.  [XII  u.  708  S.] 
gr.  8.     1909.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  22. — 


